ESERCIZI DI ALGEBRA — GRUPPI E ANELLI (2)

N.B.: il simbolo @ contrassegna gli esercizi (relativamente) pit complessi.

1 — Dato un morfismo di anelli ¢ : R — A, dimostrare che la funzione associata
Mn(qb) : Matn(R) — Matn(A) R (Ti,j) —> Mn(gO) <(Ti,j>> = (Cb(ri,j))
€ a sua volta un morfismo di anelli. Inoltre:
(a) per ¢ =ida siha M, (ida) = idyja, (a) ;
(b) se ¥ : A— T & un altro morfismo di anelli si ha M, (¢ o ¢p) = M, (1)) o M, () .

2 — Dato un morfismo di anelli unitari ¢ : R — A , dimostrare che la funzione
associata

Gn(¢) © GLn(R) —> GLn(A),  (ri;) = Gulep) ((m)) = ((rij))
e un morfismo di gruppi. Inoltre:
(a) per ¢ =idy siha G,(ida) = idgr,, (a) ;
(b) se p: A— T & un analogo morfismo, si ha G, (o ¢) = G, (V) o G, (@) .

3 — Sia (G'; ) un gruppo finito, e siano ¢1,...,gx € G con k > |G|. Dimostrare che
esistono indici p,...,q¢ € {0,1,...,k} con p < q taliche gpt19p+2- - gg-19¢ = lo -

4 — Dato un anello A, si consideri ’anello quoziente
R = A[:c,y]/(x2+xy—|—x+3, y—l)

Determinare una descrizione “piu semplice” dell’anello R .

5 — Siano I" un gruppoide e A un anello. Dimostrare che

(a) Vinsieme Autgq(I') := { automorfismi del gruppoide I' } & un sottogruppo del
gruppo (S(I');0) delle permutazioni di I';

(b) linsieme Auty(A) := {automorﬁsmi dell’anello A} ¢ un sottogruppo del gruppo
(S(A);0) delle permutazioni di A.
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6 — Sia A un anello commutativo unitario. Per ogni ideale I in A, si definisca
r(I) == {a€Ala" €I, Vn>0} = radicale di I.
Dimostrare che:
(a) 7({04}) =N(A) =: nilradicale di A;
(b) TCH(D), r(I)<A ;
(c) r(r(I))=r{) .

7 — Perogni n € N sia ¥, : (Zp;+,-) — (Endg(Zn;+);€B,o) il monomor-
fismo di anelli dato dal Teorema di Cayley (per anelli) applicato all’anello Z,, . Si verifichi
che ¥,, ¢ in effetti un isomorfismo (N.B.: per n =0 si ha Z, =7).

Analogamente, detto ¥ : (Q;+, ) —— (Endg(Q;-l—);EB,o) il monomorfismo di
anelli dato dal Teorema di Cayley (per anelli) applicato all’anello Q, si verifichi che in
effetti ¢ € un isomorfismo.

8 — Sia G un gruppoe H < G,con (G: H) € N, cioe H & un sottogruppo di indice
finito in G. Dimostrare che 'insieme {gHg_1 ‘ g €e G} dei coniugati di G e finito, e per
la sua cardinalita vale la maggiorazione ’{ gHg ! { geqG }‘ <(G:H) .

9 — Sia G un gruppo, H < G e N§ := () gHg ! . Dimostrare che N & sotto-
geG
gruppo normale di G, & contenuto in H, ed ¢ il massimo (rispetto all’inclusione) tra tutti

i sottogruppi normali di G contenuti in H.

10 ?} Teorema Cinese del Resto (per Gruppi) — Sia G un gruppo e sia {Hi}iel una

famiglia di sottogruppi di G. Dimostrare che:
(a) esistono immersioni “canoniche”
s G/ﬂiesz' —— Xier G/Hz' o 9(Nierti) = (9Hi),,
Ja ﬂie]Hi\G — Xier Hi\G : (NierHi) g = (Hig),e,
(cioe, le su descritte funzioni sono effettivamente ben definite...);

(b) se H; QG per ogni i € I, allora js e jg coincidono e sono morfismi di gruppi.

11 —Sia G un gruppoe H < G,con (G: H) € N, cioe H & un sottogruppo di indice
finito in G. Dimostrare che esiste un N < G taleche N C H e (G: N) e Ny, e piu

precisamente tale che valga per (G : N ) la maggiorazione (G:N) < (G : H)(G:H) .
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12 @ Teorema Cinese del Resto (per Anelli) — Sia A un anello e sia {J;}
famiglia di ideali di A. Dimostrare che esiste un monomorfismo “canonico” di anelli
at (Nierdi) = (at Ji)iel

it A Nier B = Xier A/ Ji

13 gé? Caratterizzazione dei prodotti semidiretti (di gruppi) in termini di morfismi:

(a) Sia G := Kx H un prodotto semidiretto dei gruppi K e H.
%)
Dimostrare che allora esistono morfismi di gruppi K—— G, G——H, H-—2-G,
per i quali si ha Ker(v) = {l1x}, Im(v) = Ker(mw), moo =idy .
(b) Siano H, K, G tre gruppi e siano K——G, G—=H , H-2+G tre morfi-

smi per i quali si abbia Ker(v) ={1x}, Im(v)=Ker(n), moo =1idy, .
Dimostrare che allora G e isomorfo ad un prodotto semidiretto di K con H, precisamente

siha G = Kx H per un opportuno morfismo ¢: H — Aut(K) .
%)

14 @ — Siano J, A, R tre anelli e siano J—— R, R—— A, A—25R tre
morfismi per i quali si abbia Ker(v) ={0,}, Im(v) = Ker(n), mwoo =1id, .
Dimostrare che esistono .J 4R e A < R (cioé un ideale J e un sottoanello A in R)

tali che
(a)
(b)

J, A~A (come anelli);
J+A =R

<~ <)
IR

NA = {0,} ,




