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4.1) Sia (X,Ux) uno spazio topologico. Definiamo
Ax :={(z,z) e X x X |z € X} C X x X,

denominata la diagonale in X x X. Dimostra che X e’ di Hausdorff se e solo se la diagonale A x
e’ un chiuso di X x X (munito della topologia prodotto Ux x x)-

4.2) Siano X e Y due spazi topologici, con Y di Hausdorff e sia A C X un sottoinsieme denso. Siano
date
fLg: X =Y

due applicazioni continue tali che
f(x) = g(a), V€ A
Dimostrare allora che f =g, i.e. f(z)=g(z), Vo € X.

4.3) Siano (X,Ux) e (Y,Uy) due spazi topologici, con Y di Hausdorff. Sia f: X — Y una qualsiasi
applicazione continua. Provare che il grafico dell’applicazione f, definito come

Ip:={(z,f(z)) e X xY|z e X}
e’ un chiuso nello spazio topologico prodotto (X x Y, Uxxy).
4.4) Determina un omeomorfismo tra i due sottospazi di (R?,Up,e) definiti da
A={(z,y)ls? +y* =1} e B={(z,y)|20> +6y° = 1}.
4.5) Determina un omeomorfismo tra i due sottospazi di (R2,L{Eucl) definiti da
A={(z, )|z +1*=1,2#0} e B={(z,y)|z = £1}.
4.6) Determina un omeomorfismo tra i due sottospazi di (R?,Ug,e) definiti da

A=A{(z,y)lz* +y* =1,z #0} e B={(z,y)le ==£1,-1 <y <1},

4.7) Sia X uno spazio topologico e sia Y C X un suo sottospazio topologico. Per ogni sottoinsieme
S di Y & possibile considerare la chiusura S di S in X e la chiusura, che denotiamo con gy, di
S in Y nella topologia indotta da X. Mostra che SNY = Y.

4.8) Consideriamo (R",Ugyq) e prendiamo i sottospazi topologici (con topologia indotta) R™ \ {0}
e S"~1 dove S"! la (iper)sfera di centro 0 e raggio 1. Dimostrare che R™ \ {0} ¢’ omeomorfo
a S" ! x R, dove R munito della topologia euclidea.

4.9) Si consideri lo spazio topologico R?, munito di topologia euclidea. Sia Y C R? il sottospazio
definito da
Yi={(z,y,2) eR’ | 2? + 3 = 1}

denominato cilindro circolare. Si consideri inoltre il sottospazio S? C R? dato dalla sfera di
centro 0 e raggio 1 e siano N, S € S? i punti N = (0,0,1) e S = (0,0, —1) rispettivamente polo
nord e polo sud della sfera. Dimostra che Y ¢’ omeomorfo a S?\ {N, S}.
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(=) Supponiamo che X sia di Hausdorff e dimostriamo che la diagonale e’ chiusa per la topologia
prodotto. Sia (a,b) € (X x X) \ Ay, cioe’ a # b. Siccome X e’ di Hausdorff esistono aperti
disgiunti U e V di X taliche a € U ebe V. Allora U x V e aperto in X x X, contiene (a,b),
e non interseca la diagonale Ax perche’ UNV = (). Quindi ¢’ U x V ¢’ tutto contenuto in
(X x X)\ Ax,ie (X x X)\ Ax € un aperto, dunque Ax e’ chiuso.

(<) Ora supponiamo che la diagonale Ax sia chiusa per la topologia prodotto e dimostriamo
che X e’ di Hausdorff. Siano a # b € X. Quindi (a,b) € (X x X)\ Ax. Siccome per ipotesi la
diagonale Ay €’ chiusa, allora (X x X)\ Ax e’ un aperto. Per definizione di topologia prodotto,
esistono aperti U,V C X tali che (a,b) € UxV taliche UxV C (X xX)\Ax, ovvero UNV = ).

Usiamo ’esercizio precedente. Sia
O X Y XY, z— (f(x),9(z)).

L’applicazione ® €’ continua visto che sia f che g lo sono (visto nella terza esercitazione).

Per l'esercizio precedente, visto che Ay €’ chiusa in Y x Y e visto che ® e’ continua, abbiamo
che ®71(Ay) e un chiuso di X. Notiamo che

o~ (Ay) = {z € X | f(z) = g(2)}.

Dalle ipotesi fatte, A C ® !(Ay) C X. Passando alle chiusure, utilizzando il fatto che A e’
denso in X e ®!(Ay) gia’ chiuso, si ottiene

X=ACdL(Ay)=0d1(Ay)C X,
ie. ®1(Ay) = X. Questo significa che f e g coincidono su tutto X.

Anche qui usiamo il primo esercizio. Consideriamo la funzione
U: XxY—=>YxY

data da
U(z,y) = (f(x),y).
La funzione ¥ e’ continua perche’ definita da f x Idy, entrambi continue. Per concludere ¢’

sufficiente notare che I'y = U~1(Ay) e ricordare che Ay €’ chiusain ¥ x Y.

Consideriamo R? con la topologia euclidea e, per ogni a,b € R\ {0}, definiamo la funzione
F:R2 = R?  (z,9) — (az, by).

Notiamo che & biunivoca con inversa (z,y) + (a~'z,b~1y). Inoltre, per proprieta’ universale del
prodotto (R? e’ omeomorfo a R x R, F & continua e aperta perche’ a componenti continue ed
aperte.

Nel nostro caso, prendiamo a = 1/v/2 e b = 1/4/6. La restrizione di ' ad A e’ un’applicazione
f, la cua immagine e’ proprio B, infatti

f:A— B, (x,y) — (\2,%)

visto che
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f & dunque effettivamente ben definita e biiettiva tra A e B.

Il fatto che f sia continua ed aperta si ottiene osservando che e’ restrizione di funzione continua
ed aperta a sottoinsiemi di R? che consideriamo con la topologia euclidea indotta.

Abbiamo

A=A UAy, Ar={(zr,y) € Alz>0}, Ay={(z,y) € Az <0}

B=DB1UBy, Bi={(l,y)|yecR}, Bo={(-1,y)|ycR}

Notiamo che Aj e Ag, risp. Bj e Bs, sono omeomorfi tramite (z,y) — (—z,y). Pertanto e
sufficiente mostrare che A4; ¢ omeomorfo a Bj.

L’omeomorfismo si ottiene come segue: una generica retta per I'origine ha equazione della forma
y = mx per m € R ed interseca A; e Bj in esattamente un punto ciascuno; facendo variare m
in R si ottiene la biezione cercata. Esplicitamente:

Al — Bla (‘Tay) = (1,y/l’),

(§
By — Ay, (1,y)»—><\/1,\/1—1>.
1+ 92 1+ 42
Abbiamo
A=A1UA, Ai={(z,y) e A|lxz>0}, Ao ={(z,y) € A|z <0}.
€

B=BiUB:, Bi={(Ly)|yec (=11}, B2={(-19) [y e (-1, 1)}

Come nel punto precedente e’ sufficiente far vedere che A e By sono omeomorfi. I.’omeomorfismo
cercato ¢
f:A1_>B17 (:’Uay)'—)(lay)

B — AL (Ly) = (V1—92).

Ricordiamo dapprima che se C C Y e’ chiuso in Y, allora C' = Y N F' per un qualche F' chiuso di
X. Infatti C chiuso se e solo se esiste aperto U C Y tale che C' = Y\U; ma U C Y aperto se e solo
se esiste un aperto V' in X taleche U =Y NV, maalloraC =Y \U =Y\ (YNV)=YN(X\V)
e dunque F' := X \ V & il chiuso che cerchiamo.

con inversa

Facciamo vedere che SNY = ?Y.

(€) Notiamo prima di tutto che SY & chiuso in Y e pertanto, per quanto visto preliminarmente,
esiste un chiuso F' di X tale che ?Y = F'NY. Ma allora poiché S C YNF C F e la chiusura di un
insieme ¢ il chiuso pitt piccolo che lo contiene, deve valere S C F e quindi SNY C FNY = sv.
(D). Poiché S C Y, deve valere S C Y NS. Ma poiché S & chiuso in X allora Y NS & chiuso in
Y e dunque, dato che contiene S, ne deve contenere la sua chiusura in Y: 5" cYns
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Ricordiamo che a lezione (Prof.ssa Tovena) avete visto che R con topologia euclidea e’ omeomorfo
al suo sottospazio Rt = (0, +00) (un omeomorfismo esplicito e’ dato dalla funzione exp). Dunque

S x R~ 8" x (0, +00)

(Pomeomorfismo esplicito e’ dato dalla coppia di omeomorfismi (Idgn-1,exp)).
Notiamo che, per ogni x € R™ \ {0}, si ha ﬁ € S" 1. Quindi possiamo definire I’applicazione

¢:R™\ {0} — 5™ ! x (0, +00)

2 ().
B

Notiamo che ¢ e’ continua, perche’ a componenti continue (ricordare Esercitazione 3)

in questo modo

Notiamo che ¢ e’ aperta, perche’ a componenti aperte (ricordare Esercitazione 3)

L’applicazione ¢ e’ suriettiva: ogni coppia (w,t) del codominio proviene, mediante ¢, dal vettore
y = tw per cul |y| = [tw| = |t||w| = ¢, 'ultima uguaglianza discende dal fatto che ¢ > 0 per
ipotesi e che |w| = 1 per ipotesi. Questo in particolare dimostra che y € R™ \ {0}.

L’applicazione ¢ e’ iniettiva: verifica immediata.
L’inversa ¢! e’ definita da
(w,t) >t-w
come implicitamente gia’ descritto sopra.
Ricordiamo che R? e’ omeomorfo a R? x R. In tale omeomorfismo, il cilindro circolare Y risulta

essere in biiezione con S' x R € R% x R, dove S! C R? la circonferenza di centro 0 e raggio 1.
Infatti una parametrizzazione per Y e’ data da

x=cosf, y=sind, z=1t, 0€0,2m), t € R.

Proprio la parametrizzazione fornisce ’omeomorfismo tra Y e S! x R.

D’altra parte, a lezione (Prof.ssa Tovena) avete dimostrato che S? \ {N} C R3? e omeomorfo,
mediante proiezione streografica, a R? identificato con il piano (sottospazio) di equazione
cartesiana z = 0 in R3. In tale omeomorfismo, S? \ {NV, S} e omeomorfo a R? \ {0}.

Si tratta dunque di dimostrare che R?\ {0} e omeomorfo a S' x R. Ma questo e’ cio’ che e’
stato dimostrato nell’esercizio precedente.



