


























Svolgimenti Esercizi 5 e 6 di VII Foglio Esercitazioni

Svolgimento Esercizio 5. (i) Le condizioni date

φ(e1 + e3) = e1 + e2 + 2e3, φ(2e1) = e2, φ(e2 + 3e3) = 3e1 + 5e2 + 6e3

si possono riscrivere usando la linearita’ di φ. Infatti si ha

φ(e1) + φ(e3) = e1 + e2 + 2e3, 2φ(e1) = e2, φ(e2) + 3φ(e3) = 3e1 + 5e2 + 6e3.

Quindi dalla seconda eguaglianza vettoriale si ottiene

φ(e1) =
1

2
e2.

Pertanto, dalla prima eguaglianza vettoriale si ha

φ(e3) = e1 + e2 + 2e3 − φ(e1) =

= e1 + e2 + 2e3 −
1

2
e2 = e1 +

1

2
e2 + 2e3.

Infine dalla terza eguaglianza vettoriale otteniamo

φ(e2) = 3e1 + 5e2 + 6e3 − 3φ(e3),

sostituendo la descrizione di φ(e3) trovata precedentemente si ottiene finalmente che

A = ME3, E3(φ)

 0 0 1
1
2

7
2

1
2

0 0 2

 .

(ii) Poiche’ le prime 2 righe della matrice A sono indipendenti, ma la I e la III riga

sono proporzionali, si ha che rg(A) = 2. Ne deduciamo quindi che dim(Im(φ)) = 2.

Dal Teorema del Rango (o di nullita’ e rango), si ottiene inoltre che dim(Ker(φ)) =

dim(R3)− dim(Im(φ)) = 3− 2 = 1.

(iii) Il nucleo di φ ha, nelle coordinate date da E3 del dominio, equazioni cartesiane

dedotte dal sistema lineare omogeneo

Ax = 0.

Poiche’ la matrice A ha rango due, Ker(φ) e’ definito da due equazioni cartesiane in-

dipendenti. Le soluzioni di questo sistema omogeneo dipendono dunque da

dim(R3)− rg(A) = dim(R3)− dim(Im(φ)) = 3− 2 = 1

parametro libero, che e’ proprio la dimensione del nucleo come doveva essere.

Risolvendo il banale sistema lineare omogeneo si trova che Ker(φ) = Span{v1}, dove

v1 =

 7

−1

0


espresso in coordinate rispetto alla base E3, i.e.

v1 = 7e1 − e2.

(iii) I vettori

v2 =

 1

−1

2

 e v3 =

 0

1

0


1



2

sono banalmente linearmente indipendenti, perche’ non proporzionali. Il sottospazio W

dato dal loro Span, i.e. W = Span{v2, v3}, ha pertanto equazioni parametriche

x1 = t, x2 = −t+ s, x3 = 2t, t, s ∈ R.

Poiche’ v1 /∈ W , sicuramente la retta vettoriale da lui generata non puo’ essere contenuta

in W . Se ne deduce che Ker(φ)∩W = {0}. Pertanto W e Ker(φ) sono in somma diretta

in R3.

Dalla formula di Grassmann

dim(W ⊕Ker(φ)) = dim(W ) + dim(Ker(φ)) = 2 + 1 = 3.

Visto che W ⊕Ker(φ) e’ sottospazio di R3 della stessa dimensione, vuol dire che

W ⊕Ker(φ) = R3

e questo dimostra che W e’ un sottospazio supplementare a Ker(φ) in R3.

(v) La base V e’ semplicemente quella data dai vettori

v1 =

 7

−1

0

 , v2 =

 1

−1

2

 e v3 =

 0

1

0


espressi in coordinate rispetto alla base E3.

Sappiamo gia’ che

Av1 = 0

che, in termini di φ, ci dice semplicemente

φ(v1) = 0.

Se ora calcoliamo Av2, notiamo che

Av2 =

 2

−2

4


dove il vettore a destra e’ il doppio di v2. In termini di φ questo vuol dire semplicemente

che

φ(v2) = 2v2.

Infine calcolando Av3, notiamo che

Av3 =

 0
7
2

0


dove il vettore a destra e’ 7

2v2. In termini di φ questo vuol dire semplicemente che

φ(v3) =
7

2
v3.

Pertanto

B := MV,V(φ) =

 0 0 0

0 2 0

0 0 7
2

 .

Ritroviamo che il rango di B e’ 2, esattamente come quello di A. Ma in effetti il

rango di una matrice rappresentativa di un’applicazione lineare fornisce la dimensione
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dell’immagine dell’applicazione lineare che la matrice rappresenta. Dunque e’ una pro-

prieta’ intrinseca dell’applicazione lineare φ, cioe’ non dipende da come φ viene rap-

presentata. E’ dunque una proprieta’ comune a tutte le matrici rappresentative della

medesima applicazione lineare φ.

(vi) Dai conti precedenti abbiamo visto che

Av1 = 0, Av2 =

 2

−2

4

 , Av3 =

 0
7
2

0

 .

In termini dell’applicazione lineare φ questo fatto si rilegge cosi’:

φ(v1) = 0, φ(v2) = 2e1 − 2e2 + 4e3, φ(v3) =
7

2
e2.

Pertanto

C := ME3,V(φ)

 0 2 0

0 −2 0

0 4 7
2

 .

Anche C ha rango 2 per i motivi sopra descritti.

Svolgimento Esercizio 6. (i) La matrice A e’ semplicemente

A = ME3, E4(f) =

 1 −1 0 1

0 1 1 −1

2 0 2 0

 .

(ii) Notiamo che rg(A) = 2 dato che la III riga e’ data da 2I + 2II mentre I e II

riga sono indipendenti. Pertanto f non puo’ essere suriettiva. Precisamente abbiamo

dim(Im(f)) = 2. Una base di Im(f) e’ costituita ad esempio dalla I e dalla II colonna

di A. Pertanto, equazioni parametriche per Im(f) sono date da

x = t

 1

0

2

+ s

 −1

1

0


mentre Im(f), essendo un iperpiano in R3, e’ definito da un’unica equazione cartesiana

data da

det

 X1 X2 X3

1 0 2

−1 1 0

 = 2X1 + 2X2 −X3 = 0.

(iii) Poiche’ il dominio di f ha dimensione strettamente maggiore di quella del codominio

di f , sicuramente l’applicazione f non puo’ essere iniettiva. Per il Teorema del Rango (o

di nullita’ e rango), abbiamo anche che

dim(Ker(f)) = dim(R4)− dim(Im(f)) = 4− 2 = 2.

Nelle coordinate di R4 date dalla base E4, equazioni cartesiane per il nucleo sono date

dal sistema omogeneo

X1 −X2 +X4 = 0 = X2 +X3 −X4.
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Risolvere il precedente sistema lineare omogeneo fornisce sia equazioni parametriche

di Ker(f),

x =


−s

t− s

s

t

 , s, t,∈ R

sia una base di Ker(f), visto che si ottiene

Ker(f) = Span




0

1

0

1

 ,


1

−1

1

0


 .


