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Esercizi Riepilogativi Svolti

Esercizio 1. SiaV := R[X]63 lo spazio vettoriale dei polinomi in un’indeterminata, a

coefficienti reali e di grado al piu’ due. SiaD l’applicazione lineare di DERIVAZIONE

definita da

D(P (x)) = P ′(x)

dove

P (x) = a0 + a1x+a2x
2 + a3x

3, P ′(x) = a1 + 2a2x + 3a3x
2

in altri termini P ′(x) e’ l’usuale derivata diP (x). SiaW ⊂ V il sottoinsieme definito

da

W := {D(P (x))(0) = P ′(0) = 0}.

(i) Verificare cheW e’ un sottospazio

(ii) Calcolare la dimensione diW .

Svolgimento. (i) Notare cheP ′(0) = 0 significa semplicementea1 = 0. Presi pertanto

P1, P2 ∈ W qualsiasi eλ, µ ∈ R qualsiasi, chiaramente il coefficiente dellax del poli-

nomioλP1(x) + µP2(x) e’ nullo, quindiλP1(x) + µP2(x) ∈ W , i.e. W e’ sottospazio

di V

(ii) Una base diW e’ data ad esempio da{1, x2, x3} quindiW e’ di dimensione3, cioe’

e’ un iperpiano diV .

Esercizio 2. ConsideriamoR[x] come anello commutativo unitario euclideo. Presi

D(x) = x5 + x3 + x2 − 17x + 3 ed(x) = x2 + 5 in R[x].
(i) Determinare grado e coefficiente direttore diD(x)d(x)
(ii) Svolgere l’algoritmo di divisione euclidea diD(x) rispetto ad(x), determinando

esplicitamente il quozienteQ(x) ed il restoR(x).
1
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Svolgimento. (i) Ovviamentedeg(D(x)d(x)) = deg(D(x) + deg(d(x)) = 7. Il coef-

ficiente direttore si ottiene moltiplicando il coefficiente direttore diD(x) per quello di

d(x), in altre paroleD(x)d(x) e’ monico.

(ii) Svolgendo la divisione eulcidea come spiegata a lezione si ottiene

D(x) = d(x) · (x3 − 4x + 1) + 3x− 2

in altri termini

Q(x) = x3 − 4x + 1, R(x) = 3x− 2.

Esercizio 3.Per qualix ∈ R risulta reale il numero complessox−2+ix
x−3−5i ∈ C.

Svolgimento. Si ha

x− 2 + ix

x− 3− 5i
=

x− 2 + ix

x− 3− 5i
· x− 3 + 5i

x− 3 + 5i
=

(x− 2 + ix)x− 3 + 5i

(x− 3)2 + 25
=

=
(x2 − 10x + 6) + i(x2 + 2x− 10)

x2 − 6x + 34
.

Cerchiamo queglix ∈ R per cuix2 +2x−10 = 0 cioe’ x = −1±
√

11, che sono valori

che non annullano il denominatore della precedente frazione.

Esercizio 4.Dati 3 + 2i, i, −2i ∈ C, calcolare i loro inversi moltiplicativi.

Svolgimento. Siaz = i; poiche’i2 = −1 ne segue chei−1 = −i.

Sia oraz = −2i; dal conto precedente e’ chiato che(−2i)−1 = i
2 .

Sia infinez = 3 + 2i. Come spiegato a lezionez−1 = z
||z|| . In questo caso

||z|| = 9 + 4 = 13 e z = 3− 2i.

Pertanto

z−1 =
3
13

− 2
13

i.

Esercizio 5.Scrivere in forma polare il numero complessoz = −1− i
√

3 ∈ C.

Svolgimento. Abbiamo

ρ :=
√
||z|| =

√
1 + 3 = 2.

Ora le due condizioni in simultanea

−1 = 2 cos(θ) ed −
√

3 = 2 sin(θ)
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ci dicono che

cos(θ) =
1
2
, sin(θ) = −

√
3

2
⇒ θ =

4
3
π.

Pertanto

z = 2
(

cos(
4
3
π) + i sin(

4
3
π)

)
.

Esercizio 6.Determinare(1 + i)11 ∈ C.

Svolgimento. Dapprima cerchiamo la rappresentazione polare diz = 1 + i. Per esso si

trova semplicementeρ =
√

2 eθ = π
4 ; quindi

z = 1 + i =
√

2
(
cos(

π

4
) + i sin(

π

4
)
)

.

Per calolarez11 utilizziamo le formule di De Moivre, i.e.

z11 = (
√

2)11

(
cos(

11π

4
) + i sin(

11π

4
)
)

che si scrive anche

z11 = 25
√

2
(

cos(
3π

4
) + i sin(

3π

4
)
)

.

Esercizio 7.Determinare tutti iw ∈ C per cuiw3 = i.

Svolgimento. Siaz = i. La sua rappresentazione polare e’ data daρ = 1 eθ = π
2 , i.e.

z = i = 1
(
cos(

π

2
) + i sin(

π

2
)
)

.

Sia oraw := ρ(cos(θ) + i sin(θ)) ∈ C. Per le formule di De Moivre, direw3 = z e’

equivalente a

ρ3 = 1 e 3θ =
π

2
+ 2kπ, 0 6 k 6 2.

Pertanto otteniamo i 3 numeri complessi

w0 = 1
(
cos(

π

6
) + i sin(

π

6
)
)

,

w1 = 1
(

cos(
5π

6
) + i sin(

5π

6
)
)

,

w2 = 1
(

cos(
9π

6
) + i sin(

9π

6
)
)

.

Esercizio 8.Determinare tutte le radici cubiche di−1.
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Svolgimento. Come nell’esercizio precedente, siaz = −1; la sua rappresentazione

polare e’ data daρ = 1 eθ = π, i.e.

z = i = 1 (cos(π) + i sin(π)) .

Sia w := ρ(cos(θ) + i sin(θ)) ∈ C. Per le formule di De Moivre, direw3 = −1 e’

equivalente a

ρ3 = 1 e 3θ = π + 2kπ, 0 6 k 6 2.

Pertanto otteniamo i 3 numeri complessi

w0 = 1
(
cos(

π

3
) + i sin(

π

3
)
)

,

w1 = 1(cos(π) + i sin(π)) = −1,

w2 = 1
(

cos(
5π

3
) + i sin(

5π

3
)
)

.


