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Esercizi Svolti

Esercizio 1. Nello spazio vettoriale euclideo (R?, (,)), dotato della base canonica e e
del prodotto scalare standard (, ), siano assegnati i vettori
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(i) Determinare dimensione ed equazioni cartesiane di W = Span{f, fo, f3}-

(ii) Costruire a partire dal sistema di vettori f := {f;, fo, f3} una base ortonormale per
w.

Svolgimento: (i) Sia A la matrice che ha come colonne ordinatamente i tre vettori dati.
Notiamo che det(A(1,2,3;1,2,3)) = 1 # 0, pertanto i 3 vettori sono linearmente
indipendenti, quindi dim(W) = 3 ed f e’ una sua base. Essendo W un iperpiano
in R?, esso e’ definito da un’unica equazione cartesiana che si ottiene semplicemente

sviluppando
X; 1 00
Xy 1 1 2
det 2 =0,
X3 01 3
X4 0 0 3
ie.

3X1 —3Xo+3X3— X4, =0.

(ii) Notiamo ad esempio che (fy, fo) = 1 # 0, pertanto la base f non e’ ortogona-
le. Mediante il procedimento di Gram-Schmidt possiamo determinare da f una base
ortogonale. Poniamo

91 =1/1
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Aanalogamente

0 1 —1/2 1/3
g _?_<f37§1>§_<f3>§2>§ I 2 N I 1/2 _ -1/3
’ g0 (92.92) 77 3 0 3 1 1/3
4 0 0 4
Il sistema di vettori g := {g1,Js, g3} costituisce una base ortogonale per W ma non
ortonormale, dato che ad esempio ||g;|| = /2. Per determinare una base ortonormale

per W basta quindi ortonormalizzare i vettori della base g. Notiamo che

_ o 3 _ 7
Il = V2. izl = /2, 1l = 2.

Pertanto la base ortonormale cercata e’ determinata dai vettori
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Esercizio 2. Nello spazio vettoriale euclideo (R?, (,)), dotato della base canonica e e
del prodotto scalare standard (, ), sia U il sottospazio di equazioni cartesiane

Xo—X3 = 0
Xo+X4y—X5 = 0

Sia P 1’ operatore lineare su R® dato dalla proiezione ortogonale sul sottospazio U.
Determinare la matrice M. (P) cioe’ la matrice rappresentativa dell’operatore P in base
canonica e.

Svolgimento: (i) Notiamo che U ¢’

U = Span{u; :=€1,Uy := €9 + €3 — €4, U3 := €4 + €5}

Pertanto U e’ definito da equazioni cartesiane

X = 0
Xo+X3—Xy = 0
X4+X5 = 0
Pertanto, si ha ad esempio che U+ = Span{w; := —ey + €3, W := & + €4 — €5}.

Consideriamo allora R5 = U @ U~ con base v data da

V1= U, U2, U3, W1, Wa.



Pertanto la matrice cambiamento di base e’

1 0 0 0 0
0 1 0 -1 1
Me,v = 0 10 1 0
0 -1 1 0 1
0 0 1 0 -1
Per definizione di P, si ha:
1 00 00
01 0 00
M,(P)=10 0 1 0 0
00 0 0O
000 00O

Pertanto

0 0 0 0
2/5 2/5 —1/5 1/5
2/5 2/5 —1/5 1/5
~1/5 -1/5 3/5 2/5
1/5 1/5 2/5 3/5

Me(P) = MeyMy(P)Mye = M M,(P)M,, =

o O O o =

Esercizio 3. Nello spazio vettoriale euclideo (R?, (,)), dotato della base canonica e e
del prodotto scalare standard (, ), siano dati i 5 vettori

1 2 3 2 1
v = , Vg = 1 , V3 = 3 , Uy = 4 , U = —1
1 3 4 2 2

vettori, determinare una base, equazioni parametriche ed equazioni cartesiane di U.

(i1) Ortogonalizzare la base di U determinata al punto (i).

(iii) Estendere la base ortogonale di U determinata al punto (ii) ad una base ortogonale
di R3.

(iv) Determinare equazioni parametriche e cartesiane di U, il complemento ortogonale
di U in R3.

Svolgimento: (i) Notiamo che

V3 = U1 + Vg, U4 = 201, U5 = Vg — U1

mentre T; e Uz non sono proporzionali. Pertanto dim(U) = 2 ed una base di U ¢’
proprio u := vy, Ua. Pertanto, equazioni parametriche per U sono

X1 :t—|—28, X2:2t+8, X3:t+35, t,SER.
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Un’equazione cartesiana per U si puo’ determinare eliminando i parametri ¢ ed s dalle
precedenti equazioni parametriche scalari, oppure considerando direttamente

X1 Xo X3
det 1 2 1 =0
2 1 3

che fornisce 5X7 — X9 — 3X3 = 0.
(i1) Il primo vettore della base ortogonale di U e’ v;. Utilizzando il procedimento di
Gram-Schmidt abbiamo inoltre

o 2 1 5/6
TSI CI UL A R BN RPN —8/6

2T P 6
3 1 11/6

La base ortogonale per U e’ quindi v, wa.

(iii) Per estendere la base ortogonale di U ad una base ortogonale di R? si puo’ semplice-
mente considerare che I’equazione cartesiana di U e’ 5X; — X3 — 3X3 = 0. Poiche’
tale equazione stabilisce che tutti i vettori (a, b, ¢) € U sono tali da soddisfare

5a —b—3c=0, V (a,b,c) €U

questo significa in particolare che un vettore perpendicolare ad U e’ :

(iv) Si ha che U+ = Span{ws} pertanto equazioni parametriche sono
X1=5t, Xo=—t, X3=-3t, t eR
ed equazioni cartesiane sono

3X9 — X3 =0= X1 +5Xos.

Esercizio 4. Sia R* lo spazio vettoriale euclideo, munito del prodotto scalare standard
(,).SiaU C R* il sottospazio definito dalle equazioni cartesiane

Xi+Xo-X3+Xy = 0

U: 2X9 — Xy 0
Xy =0

(i) Determinare una base ortonormale di U.

(ii) Determinare 1’equazione cartesiana del complemento ortogonale U~ del sottospazio
U.

(iii) Determinare una base ortonormale di U~.
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Svolgimento: (i) Una base di U si determina trovando una soluzione non nulla del
sistema lineare omogeneo che definisce U. Pertanto una base di U e’ data da u =
(1,0, 1,0). Quindi una base ortonormale di U ¢’ datada f; = (1/+/2,0,1/v/2,0).
(ii) U+ e’ costituito da tutti i vettori f = (z1,...,24) tali che (f,u) = 0,V @ € U, cioe’
tali che risulti:

X1+ X3=0.

Questa e’ un’equazione cartesiana per il complemento ortogonale di U'.
(iii) Tre autosoluzioni linearmente indipendenti della precedente equazione sono date
per esempio da

u = (1,0,-1,0), uz=(0,1,0,0), @y =(0,0,0,1).

Pertanto U+ = Span(ug, us, uy) ritrovando che ha dimensione 3, cioe’ che e’ un iper-
piano in R*. La base ortonormale si puo’ estrarre direttamente dalla precedente. Infatti
basta prendere

fo=w/|[wl||, fs3="1us, f4=7Ta

Esercizio 5. Nello spazio vettoriale euclideo (R%, (,)), dotato della base canonica e e
del prodotto scalare standard (, ), sia U il sottospazio di equazioni cartesiane

Xo—-X;3 = 0
X2+ X, = 0

Sia P I’operatore lineare su R* dato dalla proiezione ortogonale sul sottospazio U.

(i) Stabilire il rango di P.

(ii) Stabilire se P e’ un operatore diagonalizzabile ed, in caso affermativo, trovare la sua
forma diagonale in un opportuna base.

(ii) Determinare la matrice M, (P), cioe’ la matrice rappresentativa dell’operatore P in
base canonica e.

Svolgimento. (i) La codimensione di U in R* e’ 2, i.e. U ¢’ un piano vettoriale. Per-
tanto P, essendo I’operatore di proiezione ortogonale su U ha necessariamente come
immagine U, quindi P ha rango 2.

(ii) Dalle equazioni cartesiane di U si trova facilmente

U = Span{uy :=€1,Uy := € + €3 — €4}.

Di conseguenza Ker(P) = U~ che e’ definito da equazioni cartesiane

X =0
Xo+X35—Xy = 0

Pertanto, si ha ad esempio che U+ = Span{tz := —&; + €3,y := & + €4}. Conside-
riamo allora R® = U & U~ con base u data da

U = Uy, U2, U3, Uq.
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Per definizione di P, in base u si ha:

100 0
0100
MdP)=1 10060 0o
0000

quindi P e’ diagonalizzabile, M, (P) ¢’ la sua forma diagonale (in altri termini la base
u €’ una base diagonalizzante).

Esercizio 6. Sia R* lo spazio vettoriale euclideo, munito del prodotto scalare standard
(, ) e di base canonica e. Sia U C R* il sottospazio definito dalle equazioni cartesiane

X, — —
Xi1—-X4y =0

(i) Determinare la dimensione di U+, complemento ortogonale di U in R%, ed una base
di U+

(i1) Sia dato il vettore v = di R*, espresso in componenti rispetto alla base

_— O N

0

canonica e. Determinare il vettore 7y (T) ottenuto per proiezione ortogonale di v sul sot-
tospazio U (che per definizione e’ il vettore ottenuto come somma di tutte le proiezioni
ortogonali 77 (v), dove fi,--, fr» k = dim(U), e una base ortonormale di U).

(iii) Determinare ||v — 77 (0)|| e cos(@), dove 6 denota 1’angolo convesso tra i vettori U
€ Ty (6) .

Svolgimento: (i) Poiche’ dim(U) = 2, necessariamente dim(U+) = 4 — 2 = 2. In
effetti U~ ¢’ generato dai vettori normali ai due iperpiani che costituiscono le equazioni

1 1
. . N -1 0
cartesiane di U. Quindi U := Span 0 , 0
0 -1
1 1
.. . |1 0 . . . .
(i1) Una base per U e’ data dai vettori , ' Applicando il procedimento di
0 1

ortonormalizzazione di Gram-Schmidt, una base ortonormale di U e’ quindi f := f; =



V2 _ _6

2 , fo= 6 . Pertanto
0o |7 0

0 7

o) = (f1,0)f1 + (f2,0) f2 =

W O WIN Wlwks

(iii) H@ — FU(@)H = @ mentre COS(@) M@)g“ — %\/ﬁ

BRIEINIERC
Esercizio 7. Sia R? lo spazio vettoriale euclideo, munito del prodotto scalare standard
(,) e della base canonica e. Sia W C R3 il sottospazio definito dalle equazioni para-

metriche
X 1 = S
W:< X9 = s ,s,teR.
X3 =t
0
Dopo aver verificato che il vettore v = 1 | non appartiene a W, determinare il
2

vettore proiezione ortogonale di v sul sottospazio W (che per definizione e’ il vettore
ottenuto come somma di tutte le proiezioni ortogonali 7, (0), dove fi,...,fr k =
dim(W), ¢’ una base ortonormale di ).

Svolgimento. E’ ovvio che v non giace in W, dato che le sue componenti non soddisfano

1
le equazioni parametriche di 1W. Una base per W e’ data dai vettorib; = | 1 |, by =
0
0
0 |. Facilmente si vede che tali vettori formano una base ortogonale per W. Le
1
proiezioni ortogonali di v su tali vettori sono
1/2 0
WBI(E) = 1/2 s WBQ(E) == 0
0 2
1/2 -1/2
Pertanto my (V) = 5 (0) + 7, (v) = | 1/2 | . Ineffetti v — 7w () = 1/2
2 0

che e’ proporzionale al vettore normale a 1.
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Esercizio 8. Siano date le due matrici

4 3 1 3 00
A= -2 -1 -1 eC=[1 25
4 6 4 2 0 2

(i) Verificare che A e C' hanno lo stesso polinomio caratteristico.

(ii) Diagonalizzare A.

(iii) Triangolarizzare A mediante una base ortonormale.

(iv) Provare che C' non e’ diagonalizzabile.

(v) Triangolarizzare C' tramite una base ortonormale.

Svolgimento. (i) Il polinomio caratteristico di entrambe le matrici ¢’ P(T) = (T —
3)(T —2)2.

(ii) L’autovalore 3 e’ semplice, pertanto 14 4(3) = 1 ed un generatore per il suo au-

1
tospazio e’ v = —1 |. Calcolando invece la molteplicita’ algebrica e geome-
2
trica per I’autovalore 2 si ha f14, 4(2) = pg.4(2) = 2 ed una base per I’autospazio e’
2 3
data da vy := -1 e U3 1= -1 ) . Percio’ A e’ diagonalizzabile e, in base
-1 -3

v 1= U1, U2, U3, la matrice rappresentativa e’

A = Diag(322) =

o O W
S N O
N OO

(iii) Per triangolarizzare A mediante una base ortonormale, e’ sufficiente ortonormaliz-
zare i tre autovettori vy, U9, U3 trovati precedentemente. Utilizzando Gram-Schmidt si

1 1
ottengono cosi’ tre vettori indipendenti g; = % -1 1,9, = ‘2/—5 -1 1,93=
2 2
3
\/% 5 | . Denotata con GG la matrice cambiamento di base dalla base canonica alla
1

nuova base data dai vettori g, gy, g3, si ottiene

*

G1AG =

i

o O W

*
2 %
0 2
con * opportuni valori (che non ci interessa esplicitare).

(iv) La matrice C non e’ diagonalizzabile perche’ 2 = fiq 4(2) > pg.4(2) = 1.
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(v) Siano A un autovettore di C' relativo all’autovalore 3 e hy un autovettore relativo
all’autovalore 3. Poiche’ autovettori relativi ad autovalori distinti, sono linearmente in-
dipendenti.

mﬁl, cosicche’ Cwy € Span{w: }.

A questo punto, ortonormalizziamo la coppia {1, ha}, ottenendo una coppia di vettori
{w, Wy} per cui Cwy € Span{w,,ws}. Infine, versorizzando w; A We, si ottiene una
base ortonormale w = w1, Wa, ws; in base w la matrice associata a C' e’ triangolare.

Per triangolarizzare C prendiamo dapprima w;, =



