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FOGLI 7 e 8 - Esercizi Riepilogativi Svolti

Nei seguenti esercizi, si considerino fissati una volta per tutte un riferimento affine per
R? con coordinate non-omogenée, y), un riferimento proiettivo peP!, con coordi-
nate omogenegro, z1] ed un riferimento proiettivo peP?, con coordinate omogenee

[an X1, .Z'Q] .
Esercizio 1 Dopo aver determinato la proiettivita’
f:Pt P!

che manda i puntjl, 0], [0, 1] e [1, 1] ordinatamente nei puni2, 3], [2,—1] e [0, 1],
stabilire sef puo’ essere una prospettivita’.

Svolgimento: La proiettivita’ f €’ quella determinata nell’esercizio 1 del Foglio 7, cioe’
e’ la proiettivita’ indotta da tutte le matrici quadrate di ordine 2 della forma

/\<2 _2>, A e R*.
3 1

Poiche’ si era osservato che la matrice

)

ha solo autovalori complessi, allofanon puo’ essere una prosepttivita’ poichfehon
ammette punti fissi.

Esercizio 2 SianoP, Q, R € P! punti distinti. Costruire geometricamente una proiet-
tivita' f: P! — P'tc. f(P) =Q, f(Q) = R, f(R) = P.

Svolgimento: Introduciamo una retta ausiliaria C P2 non passante pe?, Q e R, che
vediamo in tale contesto come punti allineati su una rettaP?, con! identificata con

il P! di partenza. Sia ora € P? un punto esterno sia dathe adm e sia
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la prospettivita’ di centrav. Siano
Py =ma(P), Qo=ma(Q), Ro=ma(R).
Applicando la costruzione di Steiner, per costruire una proiettivita’
g:m —1

t.c.
9(Po) =Q, 9(Qo) =R, g(Ro) =P
basta prendere

a =< Py, g9(Qo) >N < Qo,9(Py) >=< Py, R>N < Qo,Q >,

B =< Qo,9(Ro) >N < Ry, 9(Qo) >=< Qo,P >N < Fy,R >,

che individuano una retta ausiliania Consideriamo allora le prospettivita’

TQy :m — 1

Tg(Qo) = TR M — M.
La proiettivita’
TQy O TR :mM — [
mandapPy,, Qo, Ry € m rispettivamente inQ, R, P € [. Questa proiettivita’, come

proiettivita’ di P! in se’, coincide quindi coy come segue direttamente dal Teorema
fondamentale delle proiettivita’. Percio’ la proiettivita’ cercata e’

fi=gomy =mQ, 0T RO Tq.

Esercizio 3 In R? sia data la conica affine di equazione
C: 2 +2zy+y+2=0.

(i) Scrivere I'equazione della chiusura proiettivadiconsiderand@ contenuta nella
carta affine (o schermo)y = {[zo, z1, 72] € P? | 29 # 0}.

(if) Determinare i punti impropri di.

(iii) Dedurre la classificazione affine e la forma canonica affin@. di

(iv) Dedurre la forma canonica proiettiva della chiusura proiettiv@. di



Svolgimento: (i) Ovviamente, la chiusura proiettiva die’
C: x% + 22129 + 2022 + o1 = 0.
(i) I punti impropri di C sono dati quindi dalle soluzioni del sistema
x% 4+ 2x129 =29 =0

€ sono i punti
[0,0,1] e [0,—2,1].
(iifPoiche’ C ha due punti impropri distintiC o e’ un’iperbole generale oppure €’

un’iperbole degenere (cioe’ una coppia di rette incidenti in un punto del piano affine
R?). Osserviamo allora che la matrice associata alla sua chiusura proieétiva

0 1/2 1/2
A=|1/2 1 1
12 1 0

quindidet(A) = —1/4 # 0, cioe’ la conica proiettiv& e’ non degenere. Cio’ comporta
che anche la conica affin@ e’ non degenere. Quindi e’ sicuramente un’iperbole.
Percio’ la sua forma canonica affine, in un opportuno riferimento, sara’

-yt =1

(iv) Da quanto osservato nel punto (iii), poich@e’ non degenere, allord e’ una
conica proiettiva, generale a punti reali. Percio’ la sua forma canonica proiettiva €', in
un opportuno riferimento proiettivo,

x%—i—x%—x%:O.

Esercizio 4 In P? si consideri la conica proiettiva
D : xor1+ o2 + 2129 = 0.

(i) Determinare la classificazione proiettivaZd
(ii) Scrivere le equazioni delle tre coniche dedotteldaelle tre differenti carte affini
(schermi) diP?: Ay, A; e A, e stabilire la natura affine delle tre coniche affini ottenute.
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Svolgimento: (i) La matrice della conica proiettiva e’
0 1/2 1/2
A=11/2 0 1/2
1/2 1/2 0

quindidet(A) = 1/4 # 0, cioe’ la conica proiettiva €’ non degenere. Inoltre, poiche’
contiene i tre punti fondamentali, allora contiene infiniti punti. Deduciamo che e’ una
conica proiettiva generale a punti reali.
(i) Se in Ay prendiamo coordinate = x; /¢, y = x2/x¢ allora la conica diventa

r+y+zy=0.

Poiche’ e’ non degenere, perche’ la sua chiusura proiettiva lo €’ come visto nel punto (i),
e poiche’ ha due punti impropri distinti, allora la conica affine e’ un’iperbole. Analoga-
mente inA; prendiamo coordinate = xy/x1, v = x2 /21 € la conica diventa

ut+uv+v=20

che per gli stessi motivi della conica iy e’ un’iperbole generale a puntireali. Analoga-
mente inAq, se poniama = z/x2 €t = z1/x2, la conica diventa

st+s+t=0

che e’ di nuovo un’iperbole generale a punti reali.

Esercizio 5 In R? e’ data la conica affin€ di equazione cartesiana:

f(z,y) =142y — 2zy.

(i) Considerandd@®? come la carta affinel, di P4, determinare i punti impropri dfi.

(if) Determinare I'equazione della chiusura proiettali C in P e la sua forma canon-
ica proiettiva.

(i) Dai punti (i) ed (ii), dedurre la classificazione affinedi

(iv) Calcolare le equazioni cartesiane che la cofdadefinisce nelle altre due carte affini
A edAs.

Svolgimento: (i) | punti impropri sono dati dal sistema

Tro — 2.7}1:E2 =0

e sono pertant, 0, 1] e [0, 1, 0].
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(i) Lequazione cartesiana della chiusura proiettiva&ro, r1, v2) = 13 + 2z0z2 —
2x1x9 = 0. Poiche’ il determinante della matrice simmetrica associatA addiverso
da zero, la forma canonica proiettivafdie”: 3 + 22 — 22 = 0.

(iii) La classificazione affine di e’ pertanto iperbole generale.

(iv) In A; abbiamo equazione

u? 4+ 2uv — 20 =0, dove u = xo/T1, V= T2/71
mentre inA, abbiamo equazione

$24+25s—2t =0, doves= xo/x2, t = T1/T2

Esercizio 6 In R? e’ data la conica affin€ di equazione cartesiana:
flx,y) =a® =20y +2y — 1.

(i) Considerandd®? come la carta affinel, di P4, determinare i punti impropri df.

(ii) Determinare I'equazione della chiusura proiettvali C in IP’]% e la sua forma canon-
ica proiettiva.

(iii) Dai punti (i) ed (ii), dedurre la classificazione affinedi

(iv) Siag la conica proiettiva di equazione cartesidiacg, v1, 2) = 23 — 3, scrivere
'equazione del fascio di coniche proiettive generatdda dag.

Svolgimento: (i) | punti impropri sono dati dal sistema

Ty = a:% —2x129 =0
e sono pertantf, 0, 1] e [0, 2, 1].
(ii) Lequazione cartesiana della chiusura proiettivaf&xg, 1, r2) = 2% — 22122 +
2xgr9 — x% = 0. Poiche’ il determinante della matrice simmetrica associata’ &
zero, la conica e’ semplicemente degenere e la sua forma canonica proiefiivadi
w3 —23=0.
(iii) La classificazione affine di’ e’ pertanto iperbole semplicemente degenere.
(iv) Lequazione del fascio e’

—\xd + 2 0w + (N + p)at — 2\z 129 — T3 = 0.

Esercizio 7 In R? e’ data la conica affin€ di equazione cartesiana:

f(x,y) = 2° + 9 + 6y + 8v2x = 0.
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(i) Determinare I'equazione cartesiana della chiusura proiefiivdi C, vedendoR?
come la carta affinel, di PZ.

(i) Determinare I'equazione della conica definitalanella carta affined; .

(iii) Se G denota la conica proiettiva di equazione cartesignaz? = 0, trovare I'unica
conica del fascio

AD + pg

che passa per il punta, 2, 1].
Svolgimento: (i) La chiusura proiettiva ha equazione cartesiana

x3 + 13 4 6129 + 8V 22071 = 0.
(i) Lequazione inA; €' invece
14+ v%46v+8/2u =0,

doveu = xo/x1 €V = 29/ 7.
(iii) Lequazione del fascio e’

Aa? + 23 + 6z129 + 8V 2wox1) + p(2d + 22) = 0.
Imponendo all'equazione del fascio il passaggio per il pyhtd, 1] si ottiene
AM4+1+12+16V2) + pu(1+4) =0
cioe’
(17 + 16V/2)\ + 51 = 0.

Sostituendo tale relazione nell’equazione del fascio si ottiene I'equazione dell’'unica con-
ica cercata.

Esercizio 8 In R? sono assegnate le due coniche
C:22—1=0 D:22—y*=0.

(i) Determinare i loro punti impropri, vedend®? come la carta affinel, del piano
proiettivoPZ;

(i) Stabilire seC e D sono equivalenti dal punto di vista affine;

(iii) Se C e D denotano rispettivamente le chiusure proiettiv€ @ D, classificare dal
punto di vista proiettiv e D e stabilire se sono proiettivamente equivalenti.
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Svolgimento: (i) C ha un unico punto improprio che e’ dato @ia0, 1], contato con
molteplicita’ 2. InveceD ha due punti impropri reali e distinti dati ¢& 1, 1] e[0, 1, —1].

(i) Dal punto (i) segue immediatamente che le due coniche non possono essere affine-
mente equivalenti. Infatti la prima e’ una parabola semplicemente degenere (retta con-
tata due volte) mentre la seconda e’ un’iperbole semplicemente degenere (coppia di rette
incidenti).

(i) Le equazioni delle chiusure proiettive sono, rispettivamente

x%—x%:(), x%—x%zo.

In ciascuno dei due casi, la matrice dellla conica proiettiva viene di rango 2, con due
atovalori non nulli di segno opposto. Quindi sono entrambe coniche proiettive a punti
reali semplicemente degeneri. Perd@cé D sono proiettivamente equivalenti.

Esercizio @ Nel piano affineR?, con coordinate affinjz, y), €’ data la conica affiné
di equazione cartesiana:

C: 2 +ay+y>—22—1=0.

(i) Considerando tale piano affifi# come la carta affind, di P2, determinare I'equazione
della chiusura proiettivé di C in P%.

(ii) Classificare la conica proietti@dal punto di vista proiettivo e scrivere, in opportune
coordinate, 'equazione della sua forma canonica proiettiva.

(iif) Determinare il tipo di punti impropri della conica affilfee dedurre la classificazione
affine diC, scrivendo inoltre in opportune coordinate la sua forma canonica affine.
Svolgimenta (i) Lequazione della chiusura proiettiva @j nelle coordinate omogenee
[0, 21, x2] di IP)]%{ e’

C: x%—l—xlxg—l—x%—Qmoxl—x%:O.

(i) La matrice simmetrica associata a tale conica e’

-1 -1 0
A= -1 1 1/2
0 1/2 1

Si hadet(A) = —7/4 # 0. Inoltre, banalmente si osserva dhel + 1/2,0] € C. Per-
tantoC e’ una conica proiettiva generale a punti reali. Quindi, in opportune coordinate



omogenee, la sua forma canonica proiettiva e’
22— 22 =0
(i) | punti impropri di C si trovano risolvendo il sistema
2 2 2
To = T + 2122 + T3 — 23071 — TH = 0,
che e’ equivalente a
To = a3 + 2129 + 23 = 0.
Tale sistema non ammette soluzioni reali, cioe’ la conica affine non ha punti impropri
reali. PoicheC era a punti reali, anch@ = C N Ay €’ a punti reali. Quindi, la conica
affine e’ un’ellisse generale a punti reali. In opportune cordinate gffinb), la sua

forma canonica affine e’
22+ w?=1.



