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FOGLIO 6 - Esercizi Riepilogativi Svolti

Nei seguenti esercizi, si consideri fissato una volta per tutte un riferimento proiettivo per

P1, rispettivamenteP2, con coordinate omogenee[x0, x1], rispettivamente[x0, x1, x2].

Esercizio 1: SiaR2 con coordinate cartesiane(x, y). Sia date le rette

r : x− 2y − 1 = 0,

s : x + y + 4 = 0,

t : 4y − 2x + 8 = 0.

(i) ConsiderandoR2 come la carta affineA0 di P2(R), determinare i punti impropri dir,

s e t.

(ii) Dette r, s e t le chiusure proiettive delle rispettive rette affini, determinare le inter-

sezioni dir, s e t.

(iii) Dedurre che le retter e t erano parallele.

(iv) Trovare l’equazione cartesiana dir nelle altre carte affiniA1 eA2.

Svolgimento.(i) La chiusura proiettiva dir ha equazione

x1 − 2x2 − x0 = 0;

pertanto il suo punto improprio e’ dato dal sistema

x0 = x1 − 2x2 = 0,

i.e.

[0, 2, 1].

La chiusura proiettiva dis ha equazione

x1 + x2 + 4x0 = 0;

pertanto il suo punto improprio e’ dato dal sistema

x0 = x1 + x2 = 0,
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i.e.

[0, 1,−1].

La chiusura proiettiva dit ha equazione

4x2 − 2x1 + 8x0 = 0;

pertanto il suo punto improprio e’ dato dal sistema

x0 = −x1 + 2x2 = 0,

i.e.

[0, 2, 1].

(ii) Notiamo subito cher es gia’ si intersecano inR2 nel punto di coordinate

(−7
3
,−5

3
).

Pertanto l’intersezione inP2 e’ il punto

[3,−7,−5].

Analogo discorso pers e t.

Invecer et determinano un sistema incompatibile, cioe’ non esiste intersezione inR2. In

effetti, dal punto (i) osservaimo cher e t hanno il medesimo punto improprio. Pertanto

r ∩ t = [0, 2, 1].

Questa intersezione non e’ visibile nella carta affineA0.

(iii) Poiche’ r e t hanno lo stesso punto improprio rispetto alla cartaA0, allorar e t sono

parallele. Infatti le loro giaciture inA0 sono ambedue proprorzionali a

x− 2y = 0.

(iv) Nella cartaA1 abbiamo che

u = x0/x1, v = x2/x1.

Pertantor induce la retta di equazione

u + 2v − 1 = 0.

Nella cartaA2 abbiamo che

z = x0/x2, w = x1/x2.
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Pertantor induce la retta di equazione

z − w + 2 = 0.

Esercizio 2: Determinare la proiettivita’

f : P1 → P1

che manda i punti[1, 0], [0, 1] e [1, 1] ordinatamente nei punti[2, 3], [2,−1] e [0, 1].
(i) Calcolare i trasformati mediantef dei punti[1, 4] e [3, 1];
(ii) Determinare eventuali punti fissi dif ;

Svolgimento:Per il Teorema fondamentale delle proiettivita’,f e’ univocamente deter-

minata ed e’ data da

f([x0, x1]] = [2x0 − 2x1, 3x0 + x1].

Quindi tutte le matrici quadrate di ordine 2 della forma

λ

(
2 −2
3 1

)
, λ ∈ R∗

induconof .

(i) f([1, 4]) = [−6, 7], f([3, 1]) = [2, 5].
(ii) Gli autovalori della matrice (

2 −2
3 1

)
sono complessi, percio’f non puo’ avere punti fissi.

Esercizio 3: SiaP1
R la retta proiettiva reale con riferimento proiettivo standard.

(i) Determinare la proiettivita’

f : P1 → P1

t.c. mandi i punti

A = [1, 3], B = [2,−1], C = [2, 1]

rispettivamente in

F = [1, 0], G = [0, 1], U = [1, 1].

(ii) Calcolaref([1, 2]).
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Svolgimento: (i) La proiettivita’ f e’ rappresentata dalla classe di proporzionalita’ della

matrice

A =

(
−5 −10
−12 4

)
.

(ii) f([1, 2]) = [25, 4].

Esercizio 4: SiaP1
R la retta proiettiva reale con riferimento proiettivo standard.

(i) Determinare la proiettivita’

f : P1 → P1

t.c. mandi i punti

A = [1, 0], B = [0, 1], C = [1, 1]

rispettivamente in

A = [1, 0], B = [1,−2], U = [3,−2].

(ii) Determinare gli eventuali punti fissi dif .

Svolgimento: (i) La proiettivita’ f e’ rappresentata dalla classe di proporzionalita’ della

matrice

A =

(
2 1
0 −2

)
.

(ii) La matrice A ha due autovalori distintiλ = 2 e µ = −2. I relativi autospazi

determinano 2 punti fissi dif che sonoP = [1, 0] eQ = [1,−4].

Esercizio 5: In P2
R si consideri la proiettivita’F : P2 → P2 determinata dalla classe di

proporzionalita’ della matrice:

A =

 1 0 0
0 1 2
0 0 1

 .

Verificare cheF ha la rettax0 = 0 come luogo fisso mentre ha la rettax2 = 0 come

luogo di punti fissi.

Svolgimento: (i) F ([0, α, β]) = [0, α + 2β, β], percio’x0 = 0 viene fissato daF come

retta.

(ii) F ([α, β, 0]) = [α, β, 0], cioe’ la rettax2 = 0 e’ fissata punto per punto daF .
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Esercizio 6: Nel piano proiettivoP2
R, con riferimento proiettivo standard e coordinate

omogenee[x0, x1, x2], si consideri la proiettivita’F : P2 → P2 determinata dalla classe

di proporzionalita’ di matriciλA, dove:

A =

 −1 −1 2
0 1 −1
0 0 1

 .

(i) Determinare quali delle rette fondamentali del riferimento standard diP2
R sono rette

fisse per la proiettivita’F e, in tal caso, stabilire se sono anche rette di punti fissi perF .

(ii) Determinare i punti fissi diF .

Svolgimento. (i) Le rettex0 = 0 e x1 = 0 non sono rette fisse perF . Infatti, per ogni

(α, β) 6= (0, 0) si ha

F ([0, α, β]) = [2β − α, α− β, β],

e

F ([α, 0, β]) = [2β − α,−β, β].

Invecex2 = 0 e’ una retta fissa perF , poiche’

F ([α, β, 0]) = [−β − α, β, 0].

Ovviamente non e’ retta di punti fissi perF .

(ii) I punti fissi sux2 = 0 si ottengono per quei valori diα eβ tali che

−α− β = λα, β = λβ.

Si ottengono i due punti

[1,−2, 0] [1, 0, 0].

Questi effettivamente sono gli unici punti fissi diF . Infatti, la matriceA ha polinomio

caratteristico

PA(t) = −(t + 1)(1− t)2,

che ha soluzionit = −1, semplice, et = 1, di molteplicita’ 2. I relativi autospazi inR3

sono proprio generati da, rispettivamente,(1, 0, 0) e (1,−2, 0).

Esercizio 7: SiaP1
R la retta proiettiva reale con riferimento proiettivo standard.

(i) Determinare la classe di proporzionalita’ di matriciλA che definiscono la proiettivita’

f : P1 → P1
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t.c. mandi i punti fondamentali del riferimento diP1
R,

[0, 1], [1, 0], [1, 1]

ordinatamente, nei punti generali diP1
R

F = [1, 3], G = [2,−1], K = [2, 1].

(ii) Stabilire sef puo’ essere una prospettivita’.

Svolgimento.(i) Poiche’ la proiettivita’f e’ tale che

f([0, 1]) = [1, 3], f([1, 0]) = [2,−1]

allora una matriceA che rappresentaf sicuramente deve essere della forma

A =

(
2µ λ

−µ 3λ

)
.

Poiche’ inoltref([1, 1]) = [2, 1] e poiche’ vogliamo trovare una unicaA che generi la

classe di proporzionalita’ di matrici associata adf , imponiamo allora

λ + 2µ = 2 3λ− µ = 1.

Tale sistema fornisce

λ = 4/7, µ = 5/7.

Ne segue che, possiamo scegliere come matriceA′ che genera la classe di proporzion-

alita’ di matrici associate adf la matrice

A′ =

(
10 4
−5 12

)
.

(ii) Il polinomio caratteristico diA′ e’

PA′(t) = (10− t)(12− t) + 20 = t2 − 22t + 140.

Il discriminante di tale polinomio e’

∆ = (22)2 − 4(140) = 484− 560 < 0.

Percio’, la matriceA′ non ha autovalori reali. Quindif non puo’ essere una prospettivita’

perche’f non ha punti fissi.


