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Soluzioni FOGLIO 4 - Esercizi Riepilogativi

Nei seguenti esercizi (tranne il 5), si consideri fissato una volta per tutte un riferimento
cartesiano ortogonalBC (O, £) perR? con coordinate cartesiarig;, zo, r3).

Esercizio 1 Siav = (—1,—1,—1) € R3.
(i) Trovare le formule per la rotazionk, /, ,, di angolor /2 attorno al vettorer;
(i) Sial la retta di equazioni parametriche

x=(1,-1,0) + t(2,1,1), teR.

Calcolare le equazioni parametriche della retta che si ottiene applidapdg al.
Svolgimento: (i) Una base ortogonale @i* aventev come primo vettore della base e’,
ad esempio

fi=v=(-1,-1,-1), = (1,-1,0), f5 = (-1,-1,2).

Per renderla ortonormale, basta dividere ogni vettore per la sua norma:

¢ = 7 = (CUVE 1V, ~1/VB), & = Tt = (1/VE,~1/V3,0),
e
o = éu = (~1/V6, ~1/V/6,2/V6).

La rotazione di angolar/2 attorno ade’, espressa in tale nuova base ortonormale, ha
matrice rappresentativa standard:

A=|00 -1
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La matrice che trasforma la base canonica nella Ha$se,, 5} e’ la matriceM che
ha per colonne le coordinate dei vettori di tale nuova base. Quindi, la matrice rappresen-
tativa di R /5 ., espressa rispetto alla base canonica, e’ la mattidata da

A=MAM'=MA M,

dato cheM e’ una matrice ortogonale. Percio’

1 1+v3 1-3
3 3 3
A= 1-v3 1 1+v/3
3 3 3
1+v3 1-v3 1
3 3 3

(il) Le equazioni parametriche cercate si ottengono, ad esempio, applicando la matrice
A al punto generico della rettache e’(1 + 2t, —1 + ¢, ¢), cont € R. Si ottiene quindi

x = (—V/3/3,—V/3/3,2v/3/3) + t(4/3, (4 — V/3)/3, (4 +V3)/3), t e R.

Un modo equivalente per trovare le equazioni parametriche della nuova retta era anche il
seguente: si prendono 2 punti qualsigse () di [, si considerano i trasformati di tali due
punti mediantel; /5 ., i.e. A(P) e A(Q), e infine si determina I'equazione parametrica
della retta passante per i due puAtiP) e A(Q).

Esercizio 2 Siav = (—1,-1,—1) € R3,
(i) Trovare le formule per la rotaziong_ 4 , di un angolo—=/4 attorno al vettorer;
(ii) SiaIT il piano di equazione cartesiana

1+ a9 =7.

Calcolare le equazioni parametriche del piano che si ottiene applidangdg . all.
Svolgimenta (i) Nella base{e], €}, e4} determinata nell’esercizio precedente, la ro-
tazione di angolo-7 /4 attorno ade) ha, rispetto a tale base ortonormale, matrice rap-
presentativa

o)
Il

Z o0

S =

sk o

Sl



Percio’, rispetto alla base canonica, la matrice rappresentativa e’
1+v2 2—v2-v6  2—v24+V6
3 6 6
B= MBM: = 2—\/24-\/5 1+v/2 2—v/2-/6

3 6
2—/2—v6 2—/24+V6 1+v2
6 6 3

(i) Basta prendere tre punti distinti e non allineall,Q, T € TII, determinare i tre
punti trasformatiP’ = B(P), Q' = B(Q) eT’ = B(T), e poi calcolare le equazioni
parametriche del piand’ per questi nuovi tre punti.

Esercizio 3 Siar il piano di equazione cartesiana + 2zs = 0.
(i) Calcolare le formule di riflessione rispettora

(i) calcolare le immagini dei punti0,0,0) e (—1,1, —1);

(iiif) calcolare I'immagine della retta di equazioni parametriche

(5,0,0) + ¢ (1,0,—1), teR.
Svolgimento: (i) Un versore normale a €’
n=(1/V5,2/V5,0).
Una base ortonormale die’ data per esempio da
{v=(2/V5,-1/v5,0), w = (0,0,1)}.

Quindi O = {v,w, n} € una base ortonormale B?.
La matrice che rappresenta la simmefjanella base) e’

1 0 0
c’'=101 0
00 -1

Percio’, seN e’ la matrice che trasforma la base canonica nella base ortonotiale

allora N e’ una matrice ortogonale e la simmetfia ha matrice rappresentativa in base
canonica data da

3

C = NC'N! = —g —

0 0

[S[SCXSI'N
_= O O

Pertanto,

Sﬂ(xl,l’g,l’?)) = (3/5:L’1 — 4/5332, —4/5:111 — 3/5332,1’3/5).



4

(i) S;(0,0,0) = (0,0,0), Sx(—1,1,—-1) = (=7/5,1/5,—1).
(iii) Basta applicare la matric€ al punto generico della retta data, ché®+ ¢, 0 — ¢);
percio’ le equazioni parametriche della retta sono:

(:L‘l, X9, $3) = (3, —4, 0) + t(3/5, —4/5, —1).

Esercizio 4 SiaK il cubo inR? di vertici:
(17 17 1)7 (17 _17 1)7 (_13 17 1)7 (_17 _17 1)7
(1,1,-1), (1,-1,-1), (-1,1,-1), (-1,—-1,-1).
(i) Disegnare 'immagine di dopo la rotazionéd?, ,, attorno ades;
(i) Disegnare 'immagine di' dopo la rotazione?, , attorno ade;
(iii) Disegnare I'immagine dK” dopo la rotazione?, , attorno av = —e;;
(iv) Quali rotazioni mandano il cubo in se stesso?
Svolgimento: (i) La rotazioneR, ,, attorno ade; e’

Ry jo(x1, 72, 73) = (—22, 21, 73),

percio’ K viene mandato in se stesso.

(i) Stessa conclusione come nel punto (i);

(iii) La rotazione R, /, attorno ad—e; €’ esattamente come la rotazioRe ./, attorno
ade;. Analoga conclusione come in (i) ed in (ii).

(iv) Se K viene mandato in se stesso, allora I'asse della rotazione €’ uno dei seguenti:

(a) retta congiungente i centri di due facce opposte;

(b) retta congiungente i punti medi di due spigoli opposti;

(c) retta congiungente 2 vertici opposti.
Le rotazioni di tipo (a) sono di angok%, k& € Z. Le rotazioni di tipo (b) devono
mandare devono mandare gli spigoli che questo asse interseca in se stessi, percio’ sono
rotazioni di angoldcr, k € Z.

Infine, le rotazioni di tipo (¢) devono mandare i 3 lati uscenti da uno dei 2 vertici in
loro stessi, cioe’ i tre spigoli devono essere permutati fra loro. Percio’ €’ una rotazione

: 2km
di angolo=5~.



