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FOGLIO 2 - Esercizi Riepilogativi Svolti

Esercizio I Sianor; edr, due rette passanti ambedue per il pupgo= (2,—1) e
rispettivamente pey; = (18/5,1/5) la prima e peg = (2,1) la seconda. Assumiamo
che tali rette siano tangenti ad una circonferebizespettivamente iy, ed ings.

(i) Determinare il centra’, il raggior e I'equazione cartesiana @dj

(i) Disegnare la circonferenza

Svolgimento: (i) Denotiamo com; la retta perependicolare alla rettae passante per
il puntog;, 1 < ¢ < 2. Allora, il centroC sara’ determinato dall'interseziomg N no
mentre il raggio sara’ dato dalla distanZ&, ¢;), per uno qualsiasi dei due puraj,
1< <2,

Un vettore direttore diy €’ (4,3), percio’ la rettan; ha equazione cartesiada; +
3xe — 15 = 0. Un vettore direttore di» €' (0, 1), percio’ la rettany ha equazione
cartesiana; — 1 = 0. Allora C = (3,1) mentrer = d(C, q1) = d(C, ¢2) = 1.

L'equazione cartesiana della circonfereidza’ data da(z; — 3)? + (22 — 1)? = 1,
cioe”:

22+ 22 — 621 — 202+ 9 =0.

(ii) Per disegnare la circonferenza, basta considerase.

Esercizio 2Nel piano cartesian®? sono dati i tre punti non allineati di coordinate:

(1o (1))

(i) Determinare I'equazione cartesiana dell’unica circonferghgassante per i tre punti
dati.

(i) Disegnare la circonferenza

(i) Determinare I'equazione cartesiana della retta tange@tee puntoP € C.
Svolgimenta (i) Il centro della circonferenza da determinare €’ il pu6tintersezione
degli assi delle due cordé’_Q e @% Percio’, il punto medio diP_Q e Mpg =

1



2

1
3/2 1/2
del vettorePHQ: (—1,1), mentre la direzione del vettotng: (0,—-3) = (0,-1).

3/2 . . o
( / ) , mentre il punto medio dQR € Mgr = ( ) . Invece, la direzione

Quindi, I'asse del segmenﬂa_Q e’ la retta perM pg con parametri direttori determi-
nati da un vettore normale BQ, per esempidl, 1). Un’equazione cartesiana di tale
asse e’ quindi:

x1 — a9 = 0.
Analogamente, I'asse del segmem—(ﬁi e’ la retta perM g con parametri direttori de-

terminati da un vettore normale@R, per esempidl,0). Un’equazione cartesiana di
tale asse e

229 — 1 =0.

Il loro punto di intersezione €’ il punt@’' di coordinateC = ( 1;; ) . Il raggio

della circonferenza e’ dato da
r=d(C, P) =10/2.
Percio’, 'equazione della circonferenza voluta si determina con
(z1 —1/2)% + (29 — 1/2)? = 10/4.

(i) Per disegnare la circonferenza, basta considerare il centro ed il raggio determinati al
punto (i).
(iii) Lequazione della tangente@in P e’ data dalla formula

(2—-1/2)(z1—2)+(1—=1/2)(xz2—1)=0
cioe’.

3rx1+x0—T7=0.

Esercizio 3 Dati i vettori diR?

0 1 2
z=|1|,y=11|,z=1{o0
0 1 1

(i) Calcolare il volume del parallelepipedo avente come spigoli i tre vettori dati;



(i) calcolare I'orientazione della terna ordindtg, 7, z } .

Svolgimento: (i) Il volume del parallelepipedo richiesto si trova calcolando il valore
assoluto del determinante della matrice quadrata di ordine 3 che ha per colonne le coor-
dinate della terna di vettori. Tale volume risulta uguale ad 1.

(i) Il valore del determinante della matrice associata alla terna ord{mata z} e’ - 1;

segue che laterna ordinata e’ una base non equiorientata (o equiversa) alla base canonica
di R3.

Esercizio 4 Nello spazio vettoriale euclideR?, sia dato il sottospazio vettoriale di
equazione cartesiana

U : Xl—XQZO.

Determinare una base ortonormaldi R3, orientata positivamente ed i cui primi due
versori appartengano al sottospaiio

Svolgimento: Notiamo chel e’ un piano vettoriale, cioe’ e’ un sottospazioRit di
dimensione 2. Una base naturale pee’ data dai vettori:

v=(1,1,0), w=(0,0,1)
(le cui coordinate sono scritte per riga per brevita’). Notiamo che
(v,w) =0

e chew e’ gia’ un versore. Percio’ per determinare una base ortonormdlg basta
versorizzaré e si ottiene:

. 1/V2 0
f11:W: V2 |, far=w=| 0
0 1

Tali due versori sono i primi due vettori éi Per determinare il terzo vettore @ibasta
considerare

1/V2
gi=f1x fa=| —1/V2
0
Tale base e’ sicuramente ortonormale, inoltre e’ orientata positivamente, dato che

Or(fy, fa, f3) = I fsll = 1.
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Esercizio 5 Nello spazio vettoriale euclideR?®, sia dato il sottospazio vettorialé, di
equazioni cartesiane:

X1+Xy = 0
Xo+X3 = 0

Determinare una base ortonormaleli R?, orientata positivamente ed il cui primo ver-
sore appartenga al sottospazio

Svolgimento: Notiamo chel/ e’ una retta vettoriale. Un vettore direttoreldj i.e. una
base diU, si trova risolvendo il sistema lineare omogeneo che defidisckd esempio,
una soluzione e’ data dal vettore

v=(1,-1,1).

Percio’, versorizzando si ottiene:

_ 1/V3
fi= HZTH = -1/V3
1/v3

Possiamo ora scegliere opportunamente un vettdie dhe sia manifestamente ortog-
onale ad’/, ad esempio

w = (1,1,0).
Percio’, versorizzanda otteniamo:
w 12
fa2= Tl 1/(;@

Tali due versori sono i primi due vettori #i. Per determinare il terzo vettore della base
b, basta considerare
~1/v6
f3:=T1x[fa= 1/V/6
2/\/6

Tale base e’ sicuramente ortonormale, inoltre e’ orientata positivamente, dato che

Or(fy, fa, f3) = I fsll® = 1.



—1
Esercizio @ Siav = | —1 | € R? un vettore.

—1
(i) Trovare le formule per la rotaziong, /, ; di angolor/2 attorno al vettore,
(i) Sial la retta di equazioni parametriche

1 2
X=|-1]|+t|1], teR.
0 1

Calcolare le equazioni parametriche della retta che si ottiene applidapdg al.
Svolgimento: (i) Una base ortogonale @i* aventez come primo vettore della base e’,
ad esempio

-1 1 -1
flz -1 9 f2: -1 ) f3: -1
-1 0 2

Per renderla ortonormale, basta dividere ogni vettore per la sua horma (le coordinate le
scriviamo per comodita’ per riga):

¢ = LU L1y —1VE,—1/V3), e = L = (1/v3,~1/v3,0),
IR I

e = I;3H = (—1/v6,-1/V6,2/V6).
3

La rotazione di angolar/2 attorno ade}, espressa in tale nuova base ortonormale, ha
matrice rappresentativa standard:

A=|00 -1
01 0

La matrice cambiamento di base dalla base canonica alla{bas®, €5} e’ la matrice

M che ha per colonne le coordinate dei vettori di tale nuova base espressi in base canon-
ica. Quindi, la matrice rappresentativaidy ; 5, espressa rispetto alla base canonica, €’

la matriceA data da

A=MAM"' = MA M,
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dato cheM e’ una matrice ortogonale. Percio’

1 1+v3 1-v3
3 3 3
A= 1=v8 1 1+v/3
3 3 3
1+v3 1-3 1
3 3 3

(il) Le equazioni parametriche cercate si ottengono, ad esempio, applicando la matrice
A al punto generico della retfache e’(1 + 2¢,—1 + ¢, t), cont € R (scritto per riga
per brevita’). Si ottiene quindi

T = (—V3/3,—/3/3,2v/3/3) + t(4/3, (4 — V/3)/3, (4 + V3)/3), t € R.

Un modo equivalente per trovare le equazioni parametriche della nuova retta era anche il
seguente: si prendono 2 punti qualsigse ) di [, si considerano i trasformati di tali due
punti mediante, » 5, i.e. A(P) e A(Q), e infine si determina I'equazione parametrica
della retta passante per i due puAtiP) e A(Q).

-1
Esercizio 7 Siav = | —1 | € R? un vettore.

—1
(i) Trovare le formule per la rotaziong_; , 7 di un angolo—= /4 attorno al vettore;
(il) Sia IT il piano di equazione cartesiana

Xi+Xo="1.

Calcolare le equazioni parametriche del piano che si ottiene applidangg 5 aIl.
Svolgimenta (i) Nella base{e},e,,e,} determinata nell'esercizio precedente, la ro-
tazione di angole-7/4 attorno ade] ha, rispetto a tale base ortonormale, matrice rap-
presentativa

1 0 0

1 1

B=|0 % 15
o —L L

i v

Percio’, rispetto alla base canonica, la matrice rappresentativa e’
1+v2 2—v2-v6  2—v24+V6
3 6 6
B = MB' M = 2—\/g+\/€ 14+v2 2—\/2_—\/5

2-v2-1/6 2—\/%+x/6 1+v/2
6 6 3
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(i) Basta prendere tre punti distinti e non allineal,Q, 7" < II, determinare i tre
punti trasformatiP’ = B(P), Q' = B(Q) eT’ = B(T), e poi calcolare le equazioni
parametriche del piand’ per questi nuovi tre punti.

Esercizio 8 Siar il piano di equazione cartesiana + 2z5 = 0.
(i) Calcolare le formule di riflessione rispettora

(ii) calcolare le immagini dei punti0,0,0) e (—1,1, —1);

(iiif) calcolare I'immagine della retta di equazioni parametriche

(5,0,0) + ¢ (1,0,—1), teR.
Svolgimento: (i) Un versore normale a €’
n=(1/V5,2/V5,0).
Una base ortonormale die’ data per esempio da
{5 = (2/V5,-1/V/5,0), w = (0,0,1)}.

Quindib := {v,w,n} € una base ortonormale &?.
La matrice che rappresenta la simmefjanella basé e’

1 0 0
c’'=101 0
00 —1

Percio’, seN e’ la matrice cambiamento di base dalla base canaeniedia base ortonor-
maleb, alloraN e’ una matrice ortogonale e la simmetfia ha matrice rappresentativa
in base canonica data da

[SIVSXSLITN

C=NCN'=| -1 -

_— O O

Pertanto,
Sx(X1, Xo, X3) = (3/5X1 —4/5X2,—4/5X1 — 3/5X5, X3/5).

(i) Sx(0,0,0) = (0,0,0), Sx(—1,1,—1) = (=7/5,1/5, —1).
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(ii) Basta applicare la matric€ al punto generico della retta data, ché®+ ¢, 0 — ¢);
percio’ le equazioni parametriche della retta sono:

(X1, X2, X3) = (3,—-4,0) +t(3/5,—4/5,—1).

Esercizio 9 Nello spazio cartesian®?® sial la retta di equazioni parametriche

1 1
X=|0[+t] 3|, tek
1 1
1
(i) Scrivere le formule di rotazion&z 5 di angoloF attorno al vettore = | 1
1

(i) Calcolare le equazioni parametriche della retta= jo(l).
Svolgimenta (i) Siab = {f;, f, f3} una base ortonormale & positivamente orien-
tata e conf, = v/||v||. Percio’

1/V3 1/v2 1/v6
o= YVB | . fa=| -1/V2 |, fa=| 1/V6
1/V3 0 —2/v/6
In baseb, la matrice di rotaziondz, , €’:
1 0 0
A=10 0 -1
01 0

Percio’, seM e’ la matrice cambiamento di base dalla base canenidia base, allora
M e’ una matrice ortogonale e la matrice della rotaziéhe, ; in basee e
1/3 (1-v3)/3 (1++3)/3
A=MAM"' = 1/3 1/3 —/3/3
1-v3)/3 (1+V3)/3 1/3

(i) La rettam ha equazioni parametriche

14t

A 3t , teR
1+t



Esercizio 10 Sia K il cubo inRR3 di vertici:
(17 17 1)7 (17 _17 1)7 (_17 17 1)7 (_17 _17 1)7

(1,1,-1), (1,-1,-1), (-1,1,-1), (—-1,-1,-1).

(i) Disegnare 'immagine di dopo la rotazioné?, ;, attorno aces;

(i) Disegnare I'immagine dK" dopo la rotaziondz, , attorno ace;

(iii) Disegnare I'immagine dK” dopo la rotazioné, ,, attorno av = —e;
(iv) Quali rotazioni mandano il cubo in se stesso?

Svolgimento: (i) La rotazioneR, ,, attorno aces e’:

Ry (21, 22, 23) = (—22, 71, 73),

percio’ K viene mandato in se stesso.
(i) Stessa conclusione come nel punto (i);
(iii) La rotazione R/, attorno ad—e; €’ esattamente come la rotazioRe ./, attorno
ade;. Analoga conclusione come in (i) ed in (ii).
(iv) Se K viene mandato in se stesso, allora I'asse della rotazione €’ uno dei seguenti:
(a) retta congiungente i centri di due facce opposte;
(b) retta congiungente i punti medi di due spigoli opposti;
(c) retta congiungente 2 vertici opposti.
Le rotazioni di tipo (a) sono di angatiZ, k € Z.
Le rotazioni di tipo (b) devono mandare devono mandare gli spigoli che questo asse
interseca in se stessi, percio’ sono rotazioni di angalpk € Z.
Infine, le rotazioni di tipo (c) devono mandare i 3 lati uscenti da uno dei 2 vertici in loro
stessi, cioe’ i tre spigoli devono essere permutati fra loro. Percio’ €' una rotazione di

2k
angolo=3~.

Esercizio 11 Nello spazio cartesiarig® siar il piano di equazione cartesiana
Xi+Xo=1
e siar la retta di equazioni cartesiane

Xi+Xo+2X3 = 0
X2+X3 = 1
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Riflettere la rettar rispetto al pianar, calcolando esplicitamente le equazioni parame-
triche della retta5; () che e’ la retta riflessa di rispetto ar.

Svolgimenta Le coordinate diP := 7 N r sono le soluzioni del sistema lineare di 3
equazioni e 3 incognite che si ottiene mettendo a sistema le equazioni cartesiane che
definisconar er. SiottieneP = (—1/2,3/2,—1/2). Un secondo punto sulla rettee’

ad esempi@) = (—1,1,0).

La rettan che passa p&p e che e’ ortogonale & ha equazione parametrica:

-1 1
T = 1 +t] 1], teR
0 0

Il punto di intersezione. N 7 corrisponde al valore del parametre- 1/2. Il riflessoQ’
di @ rispetto ar corrisponde quindi a= 1, ed abbiamo quind®’ = (0, 2,0).
Poiche’ la riflessione rispettozalascia fissaP, la retta cercata e’ la retta che passa per
P e perQ’, che ha pertanto equazioni parametriche:
0 -1
z=| 2 | +t]| -1 |, teR
0 -1



