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Esercizi Riepilogativi Svolti

Esercizio 1. Consideriamo nello spazio affiiR*, con riferimento cartesian@, e), i
due sottoinsiemi:

el ={(14+a+p,24+a,34+03,4) | o,8€R},

o Ly:={(4,3,2,v+1) | ye R}

Verificare chel; e L, sono varieta lineari dR* e determinare la loro mutua posizione
in R,

Svolgimenta Notiamo che gli elementi di; sono della forma

(1,2,3,4) +4 (o + 5,0, 8,0) = (1,2,3,4) +4 (a(1,1,0,0) + 5(1,0,1,0)).

Pertanto, posto
P = (1,2,3,4)

Wy = Lin(ﬁhﬁl),
dove
v = (1,1,0,0) e wp = (1,0,1,0)

notiamo immediatamente clg ¢ la varieta lineare dR* passante peP; e parallela al
sottospazio vettoriale d* dato dal; (i.e., con giaciturd¥;). Poichédim W, = 2,
L1 & un piano ink4,

Analogamente pek, troviamo che essa € la varieta lineare passante per il punto

P, =(4,3,2,1)

e parallela alla retta vettorial®s = Lin((0,0,0,1)) = Lin(es).
Notiamo chelL; N Ly = (: infatti, ponendo

(1+a+ﬂ,2+a,3+ﬂ,4)2(4,3,2,’y+1)
1
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si ottiene un sistema diequazioni nelle tre incogniie, 5 e~:

a+p = 3
a = 1
6 = -1
vo= 3

che & manifestamente incompatibile.

Ora, poichér,, w; ede,, Sono tre vettori linearmente indipendentilii, allora W,
non & sottospazio vettoriale Wi;. Pertantal; e Lo non sono varieta lineari parallele.
Quindi il pianoL; e la rettal, sono sghembi ifR%.

Esercizio 2.Nello spazio affinéR3, con riferimenta(O, ¢), siano date

(i) la rettar passante per il punt®, di coordinatg1, —1, 1), e parallela al vettore, di
componenti rispetto ael (1, —1,1), e

(i) la retta s, definita dal sistema di equaziol — 2 = 2Xs — X3 —2 = 0.

Stabilire ser e s sono rette sghembe.

Svolgimenta La rettas ha giacitura data dal sistema omogeneo

X1 =2X9—-X3=0.

Pertanto, risolvendo tale sistema, vediamo che la giacitusa di vettorew, di compo-

nenti rispetto ad, (0, 1,2). Poiché le due giaciture non sono proporzionali, si deduce
che le rette: e s non sono parallele. Se non fossero sghembe, allora dovrebbero interse-
carsi in un punto. | punti della rettasono della forma& +,, tv, cioe hanno coordinate

(14t —1—t,1+1)

al variare dit in R. Sostituire queste coordinate variabili nelle equazioni che definiscono
s equivale a cercare il valore tlper cui si ha I'eventuale intersezione tras. Seguendo
tale procedimento, si ottiene il sistema di equazioni lineari nel parartietro

t—1=3t+5=0

che & manifestamente incompatibile. Quimdh s = {); pertanto le due rette sono
sghembe.

Esercizio 3. Nel piano affineR?, con riferimento(O, e), sono assegnati i punf® =
(1,2),Q = (2,—1) e R = (1,0). Dopo aver verificato ched punti formano i vertici
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di un triangoloA, determinare le coordinate del baricenfsadi A e le equazioni che
descrivano le tre mediane di.

Svolgimento: | punti dati formano i vertici di un triangold dato che non sono allineati

in R2. Ricordiamo che la mediana di un triangolo & la retta che congiunge un vertice del
triangolo con il punto medio del lato opposto a tale vertice. Calcoliamo i rispettivi punti
medi dei lati del triangolo che sono:

31 3 1
Mpg = (57 5), Mgr = (57 —5), Mpr = (1,1).

La mediana uscente da e la retta passante pét e perMgg; equivalentemente e la
retta passante pét e con giacitura generata dal vettavk,r —, P, che ha componenti

(3,—2) e quindi, a meno di proporzionalita], —5). Pertanto, i punti su questa retta

hanno coordinate

(5131,1'2) = (1 +t,2— 5t)
cont € R variabile. Considerando le due eguaglianze

=141t zo=2-0>5t¢
dalla prima troviamo

t= r1 — 1
che sostituita nella seconda fornisce
o = 2 — 5(1’1 — 1).

Pertanto, un punt@zi,z2) € sulla mediana'pMRQ se, e solo se, le sue coordinate
soddisfano la relazione precedente, i.e.

5x1 +x9 — 7= 0.
Cio significa che un’equazione lineare che rappresenta tale retta &
TPMpo ¢ 5X1+ X2 —T=0.
Ragionando in questo modo anche con le altre mediane, troviamo :

TRJWPQ: Xl—X2—1:0

rQ,Mpp 2X1+ X2 —3=0.



4

Notiamo che, dalle ben note proprieta di geometria elementare, il barid@etfintersezione
delle tre mediane di\. Le tre rette trovate effettivamente si interescano tutte e tre nel
puntoB = (%, %), che e’ appunto il baricentro.

Esercizio 4. Nel piano affineR?, con riferimento(O, ¢), sia dato il triangolo di vertici

0O =(0,0), A= (1,0) e B = (0,1). Siconsiderino i parallelogrammi:

e OABC, aventeD A ed AB per lati edO B per diagonale, e

e OADB, aventeOB ed O A per lati edAB per diagonale.

Sia F il punto di intersezione tra le retteyc e rop. Dimostrare cheB, E ed il punto
medio F' del segment@ A sono allineati.

Svolgimenta La rettar 4 g ha giacitura generata dal vettaBe—, A = (—1, 1); quindi
un’equazione che determina questa giacitura &

X1+ X2 =0.
Il punto C & l'intersezione delle rette
X1+ Xo=0eXy=1
quindiC = (—1,1). Il punto D é l'intersezione delle rette
Xi=leXy=1
quindi D = (1,1). Laretta petd e C & la retta passante pdre con giacitura generata

dal vettoreC, A, quindi &
X1 +2Xo—1=0.

Analogamente, quellapé e D é
X1 - X2 = O;

quindi, essendd il punto di intersezione di queste ultime due rette, skhea (1/3,1/3).
Infine F', essendo punto medio del segmeétd, ha coordinatg” = (1/2,0). La retta
rg,r € quindi

2X1+ X, —-1=0.
Le coordinate diB soddisfano quest’equazione, quirdgliappartiene ag r.



