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Esercizi Riepilogativi Svolti

Esercizio 1. Nello spazio vettoriale euclide@®?, (,)), dotato della base canonieae
del prodotto scalare standafd, siano assegnati i vettori
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(i) Determinare dimensione ed equazioni cartesiane del sottospaziaLin{f,, f, f3}.

(i) Costruire a partire dal sistema di vettgri= {f,, f5, f3} una base ortonormale per

w.

Svolgimenta (i) Sia A la matrice che ha come colonne ordinatamente i tre vettori dati.
Notiamo chedet(A(1,2,3;1,2,3)) = 1 # 0, pertanto i 3 vettori sono linearmente
indipendenti, quindidim(1W) = 3 ed f e’ una sua base. Essendid un iperpiano

in R%, esso e’ definito da un’unica equazione cartesiana che si ottiene semplicemente

sviluppando
X1 100
Xo 1 1 2
det 2 =0,
X3 0 1 3
X4 0 0 3
i.e.

3X1 —3Xo+3X3— X4, =0.

(ii) Notiamo ad esempio chéf,, f,) = 1 # 0, pertanto la bas¢ non e’ ortogona-
le. Mediante il procedimento di Gram-Schmidt possiamo determinarg ul@a base
ortogonale. Poniamo

g1 = f1.
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Pertanto

0 1 ~1/2
5 (fag) 1 111 1/2
L -5 =
2 G 1| 2o 1
0 0 0
Aanalogamente
0 1 ~1/2 1/3
_ = (3010 ([3,92) 2 1 8 1/2 -1/3
’ g0 (02,927 3 0 3 1 1/3
4 0 0 4

Il sistema di vettorig := {g1,7,, 73} costituisce una base ortogonale pErma non
ortonormale, dato che ad esempig, || = v/2. Per determinare una base ortonormale
perW basta quindi ortonormalizzare i vettori della bgsd&lotiamo che

_ - 37
1G1]] = V2, ||7s]| = \/; 75| = §¢§_

Pertanto la base ortonormale cercata e’ determinata dai vettori

V2/2 —/6/6 V3/21

Ty = 91 _ V2/2 Ty = 92 _ V6/6 Eg:ﬂz —V3/21
191 ] 0 ’ 192l V6/3 |’ (93] V3/21

0 0 44/3/7

Esercizio 2. Nello spazio vettoriale euclide@®?, (,)), dotato della base canonieae
del prodotto scalare standafd, siaU il sottospazio di equazioni cartesiane

Xo—X3 = 0
Xo+X4—Xs = 0

Sia P I' operatore lineare siR®> dato dalla proiezione ortogonale sul sottospaZio
Determinare la matricé/. (P) cioe’ la matrice rappresentativa dell’'operatdétén base
canonicee.

Svolgimenta (i) Notiamo chel/ e’

U = Lin{uy :=€,uy := €3 + €3 — €4,U3 := €4 + €5}.



Pertantd/ e’ definito da equazioni cartesiane

X =0
Xo+X3—Xy, =0
X4+Xs = 0
Pertanto, si ha ad esempio dtié = Lin{w, := —é; + €3,Ws := €3 + €4 — &5}.

Consideriamo allor®5 = U @ U~ con base data da

Pertanto la matrice cambiamento di base e’

1 00 0 O
0 1 0 —1 1
Mey=10 10 1 0
0o -1 1 0 1
0O 01 o0 -1
Per definizione dP, si ha:
10 000
01000
My(P)=| 0 0 1 0 0
0 00 0O
000 0O

Pertanto

0 0 0 0
2/5 2/5 —1/5 1/5
2/5 2/5 —1/5 1/5
~1/5 -1/5 3/5 2/5
1/5 1/5 2/5 3/5

M.(P) = Mo, M,(P)M,. = M., M,(P)M_} =

e,v

o O O o
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Esercizio 3. Nello spazio vettoriale euclide@®?, (,)), dotato della base canonieae
del prodotto scalare standafd, siano dati i 5 vettori

1 2 3 2 1
v = , Vg = 1 , U3 = 3 , Uy = 4 , U = -1
1 3 4 2 2

(i) Denotato conU = Lin{vi,v2, V3,04, 05} il Sottospazio vettoriale generato dai 5
vettori, determinare una base, equazioni parametriche ed equazioni carte¢iane di

(i) Ortogonalizzare la base di determinata al punto (i).

(iii) Estendere la base ortogonaleldideterminata al punto (ii) ad una base ortogonale
di R3.

(iv) Determinare equazioni parametriche e cartesiarié'diil complemento ortogonale

di U in R3.

Svolgimenta (i) Notiamo che

U3 = V1 + Vg, V4 = 2U1, U5 = V2 — U1

mentrev; e T, hon sono proporzionali. Pertantim(U) = 2 ed una base d e’
propriou := 71, 2. Pertanto, equazioni parametriche pesono

X1=t+2s, Xo=2t+s, Xs=t+3s,t,s € R.

Un’equazione cartesiana pErsi puo’ determinare eliminando i parametred s dalle
precedenti equazioni parametriche scalari, oppure considerando direttamente

X1 Xo X3
det 1 2 1 =0
2 1 3

che fornisc&6 X7 — X5 — 3X3 =0.
(i) Il primo vettore della base ortogonale Hi e’ v;. Utilizzando il procedimento di
Gram-Schmidt abbiamo inoltre

o 2 1 5/6

TSI CICLC: A N BN RPN —8/6
2T P 6

3 1 11/6

La base ortogonale pér e’ quindivy, ws.
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(iii) Per estendere la base ortogonalé/dad una base ortogonale®? si puo’ semplice-
mente considerare che I'equazione cartesiand di 5X; — Xy, — 3X3 = 0. Poiche’
tale equazione stabilisce che tutti i vettri b, ¢) € U sono tali da soddisfare

5a —b—3c=0, V (a,b,c) €U

questo significa in particolare che un vettore perpendicolaré ad

(iv) Sihachel+ = Lin{ws} pertanto equazioni parametriche sono
X1 =5t Xo=—t, Xg=-3t, teR
ed equazioni cartesiane sono

3Xo — X3 =0= X1 +5Xos.

Esercizio 4. SiaR? lo spazio vettoriale euclideo, munito del prodotto scalare standard
(,). SiaU c R* il sottospazio definito dalle equazioni cartesiane

Xi+Xo—-X3+Xy = 0
U : 2Xo—-Xy = 0
X4 =0
(i) Determinare una base ortonormald di
(i) Determinare I'equazione cartesiana del complemento ortogdnaldel sottospazio
U.
(iii) Determinare una base ortonormaleldt.
Svolgimento: (i) Una base diU si determina trovando una soluzione non nulla del
sistema lineare omogeneo che definigte Pertanto una base @i e’ data dau =
(1,0,1,0). Quindi una base ortonormale@ie’ data daf, = (1/v/2,0,1/+/2,0).
(i) U+ e’ costituito da tutti i vettorf = (21, ..., x4) taliche(Z, @) = 0,V u € U, cioe’
tali che risulti:
X1+ X3=0.

Questa e’ un’equazione cartesiana per il complemento ortogoné&le di
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(iii) Tre autosoluzioni linearmente indipendenti della precedente equazione sono date
per esempio da

U = (1707 _170)7 ﬁ3 = (07 17070)7 Uy = (070707 1)

PertantoU+ = Lin(ug,us, uy) ritrovando che ha dimensione 3, cioe’ che e’ un iperpi-
ano inR?*. La base ortonormale si puo’ estrarre direttamente dalla precedente. Infatti
basta prendere

fo=/|[wl||, f3="1us, fi=T14

Esercizio 5. Nello spazio vettoriale euclide@®?, (,)), dotato della base canonieae
del prodotto scalare standafd, siaU il sottospazio di equazioni cartesiane

X;—X3 = 0
Xo+Xy =0

Sia P I'operatore lineare siR* dato dalla proiezione ortogonale sul sottospdzio

(i) Stabilire il rango diP.

(i) Stabilire seP e’ un operatore diagonalizzabile ed, in caso affermativo, trovare la sua
forma diagonale in un opportuna base.

(if) Determinare la matricé/.(P), cioe’ la matrice rappresentativa dell'operatdtén

base canonica.

Svolgimenta (i) La codimensione di/ in R* e’ 2, i.e. U €’ un piano vettoriale. Per-
tanto P, essendo I'operatore di proiezione ortogonald/sha necessariamente come
immagineU, quindi P ha ranga.

(i) Dalle equazioni cartesiane di si trova facilmente

U= Lin{ﬂl = €1,Un := €z + €3 — 54}.

Di conseguenz& er(P) = U+ che e’ definito da equazioni cartesiane

X; =0
Xo+Xs3—Xy, = 0

Pertanto, si ha ad esempio dtie = Lin{us := —ea + €3,uy := €3 + €4 }. Consideri-
amo alloraR® = U @ U+ con base: data da

U = Uy, U2, U3, Ug.



Per definizione dP, in baseu si ha:

100 0
0100
MdP)=1 10060 o
0000

quindi P e’ diagonalizzabile)M,,(P) e’ la sua forma diagonale (in altri termini la base

u €’ una base diagonalizzante).

Esercizio 6. SiaR* lo spazio vettoriale euclideo, munito del prodotto scalare standard
(,) e di base canonica SiaU C R* il sottospazio definito dalle equazioni cartesiane

Xi— Xy =
U 1 2 0
X1—X4 = 0

(i) Determinare la dimensione @i+, complemento ortogonale @i in R*, ed una base
di U+

(ii) Sia dato il vettoret = di R*, espresso in componenti rispetto alla base

— O N

0
canonicee. Determinare il vettore; (v) ottenuto peproiezione ortogonaldi v sul sot-

tospazioU (che perdefinizionee’ il vettore ottenuto come somma di tutte le proiezioni
ortogonaliwﬁ_ (v), dovef,, ..., fr, k = dim(U), e’ una base ortonormale ).

(iii) Determinare||v — 7y (V)| e cos(), doved denota I'angolo convesso tra i vettari
GTFU(E).

Svolgimento: (i) Poiche’ dim(U) = 2, necessariamentim(U+) = 4 —2 = 2. In
effetti U e’ generato dai vettori normali ai due iperpiani che costituiscono le equazioni

1 1
: I , -1 0
cartesiane di/. QuindiU- := Lin 0 ) 0

0 -1



1 1
N , . | 1 0 . . . :
(i) Una base pet/ e’ data dai vettori o 'l ol Applicando il procedimento di
0 1
ortonormalizzazione di Gram-Schmidt, una base ortonormaleeliquindi f := f, =
V2 V6
2 6
2 , = . Pertanto
o |7 0
6
0 .
4
3
_ _ _ _ 2
7TU(’U):<f1,’U>f1+<f2,U>f2: 8
2
3

(i) |[o — s (9)|| = Y3 mentrecos(6) = 74y = 55/30.
Esercizio 7. SialR? lo spazio vettoriale euclideo, munito del prodotto scalare standard

{,) e della base canoniea SialV C R? il sottospazio definito dalle equazioni para-
metriche

X1 = S
W Xo = s ,steR.

X3 = 1

0
Dopo aver verificato che il vettore = 1 | non appartiene &/, determinare il

2
vettoreproiezione ortogonaleli 7 sul sottospazidV (che perdefinizione e’ il vettore
ottenuto come somma di tutte le proiezioni ortogon@:lii(v), dovefy,....fi k =

dim(W), e’ una base ortonormale r).
Svolgimenta E’ ovvio chev non giace i}/, dato che le sue componenti non soddisfano

le equazioni parametriche B. Una base peil’ e’ data daivettorb; = | 1 |, by =



0 |. Facilmente si vede che tali vettori formano una base ortogonal&/pete
1
proiezioni ortogonali db su tali vettori sono
1/2 0
ng(@) = 1/2 , WEQ(ﬁ) = 0
0 2
1/2 —1/2
Pertantoryy (v) = 3 (V) + m,(v) = | 1/2 | . Ineffettiv — mw (v) = 1/2
2 0

che e’ proporzionale al vettore normaléla

Esercizio 8 Siau = (—1,1). Determinare tutti i vettoric che sono ortogonali ad e

che hanno norma ugualea

Svolgimento: z = (z1,x2) €' tale ched) = u - x = x9 — x1; percio’z = (a, «).
Inoltre ||z|| = 2 implicaa = ++/2. Percio’, i vettori cercati sono

z = (V2,V?2) oppure z = (—V2,—V2).

Esercizio 9 Nello spazio vettoriale euclideR?, munito del prodotto scalare standard,
siano dati i vettorb; = (1,2, —1), v = (1,0,1), 73 = (1,2,0) espressiin componenti
rispetto alla base canonieali R3.

(i) Determinard|v ||, il prodotto scalarés;, v2) ed il coseno dell’angolo convesso for-
mato dav, e U3.

(if) Determinare tutti i vettori ortogonali al sottospazio generato{da v2)} e tutti i
vettori ortogonali as.

Svolgimenta (i) ||71]| = V6. Per definizione di prodotto scalare standard, si ha che

<@1,U2> =1-1=0,

cioé i due vettori sono ortogonali. Se infidfedenota I'angolo formato da, e w3,
ricordiamo che — .
U2, U3
cos(f) = — = .
[ [[vs]| /10

(ii) Poiché ortogonalip; e, sono linearmente indipendentiR?. Pertanto, un vettore
t = (x1,z9,x3) € ortogonale al sottospazio generato da questi due vettori, denotato
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d’ora in poi conLin(v1,72), Se e solo se,
(t,v1) = (t,v2) = 0.
Si ottiene cosi un sistema lineare
r1+ 220 —23 =71 +23 =0,

da cui si ricava che
r1=qQ, To = —q, r3 = —a, a € R.
Perci6 il luogo dei vettori cercati & il sottospazio vettorial&didato daLin((1, —1, —1)).
Analogamente a prima, un vettote= (x,z2,23) € ortogonale &s; se, e solo se,
(t,v3) = 0. Questo determina
x1 + 2z2 =0,
da cui si ricava che

1= =2\, 22 =X\, z3=pu, A\, u€R.

Percio i vettori cercati formano un sottospazio vettorial®didi dimensione2. Tale
sottospazio & generato dai vettori

(_27 17 O) € (Oa Oa 1)7

ottenuti ponendo, rispettivamente= 1,y =0eA =0,u = 1.



