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Esercizi Riepilogativi Svolti

Esercizio I SiconsideriR? come spazio cartesiano, con riferimento cartesiano standard
(O;x1,x9,x3). Determinare I'equazione cartesiana del piangassante per il punto

2
P =] —1], parallelo alla retta, di equazioni cartesiane

3

)

X1—-3X3 =1
Xo+ X3 = 3

e perpendicolare al pianedi equazione cartesiana
2X;) -3Xo+4X3=1.

Scrivere infine 'equazione cartesiana di una qualsiasi retta che sia sghemba aHla retta
di equazioni cartesiane

X - X3 = 1
X1+Xo+X3 =1

Svolgimento: (i) Dall’equazione di/, abbiamo che una baseldie’ ad esempio
1
Ql = 0 3 bQ = 1
1

Tali due vettori sono gia’ ortogonali. Pertanto, basta considerare

1/v/2 0
fr=1 0 |.f,=]1
1/v2 0



2

Il terzo versore della base ortonormale positivamente orientata sara’ dato da
_1/\@

fa=fiNf,= 0
1/V2

(ii) Il piano richiesto deve contenere nella sua giacitura un vettore direttareediun

vettore normale al piana. Pertanto, dett@ un vettore direttore di- e n un vettore
normale av, un vettore normale a e’ il vettore

Pertanto, I'equazione cartesianand®’ della forma

X1+ 10X+ 7X5+ k= 0.
Il passaggio peP fornisce I'equazione

X1 + 10X, 4+ 7X3 — 13 =0.
Per determinare una qualsiasi retta sghemiggpaendiamo un qualsiasi piano parallelo
ad esempio &; — X3 = 1, sia questo ad esempio

X1 — X9 =2.

In seguito, consideriamo un piano non parallel§a+ X5+ X3 = 1 e che non contenga
s, ad esempiaX; = 1. Infatti, mettendo a sistema le equazioni cartesiane cin

X3 = 1 troviamo un unico punto di intersezione, pertatifp = 1 non contienes. In
definitiva, la retta data da

X —X3 = 2
X3 = 17

e’ sicuramente sghembasa dato che essa non e’ parallelas &d e’ contenuta in un
piano parallelo ad uno dei due che determinano

Esercizio 2 Siano assegnati nello spazio cartesi®&ida retta

xr1 — T2 =0 g
T edil piano I : 21 + 23 = 0.
{$2+2$3 :07 p ! ’



3

Calcolare le equazioni cartesiane e parametriche dellarfettee e’ proiezione ortogo-
nale dir sul pianoll.

Svolgimento: La rettar’ sara’ determinata dall'intersezionediconT’, dovel €' il
piano contenente la retiae perpendicolare H, i.e. v/ = II NT. Sial' questo piano
incognito da determinare, la cui equazione cartesiana sara’ della forma

axr1 + brs + cxs+d=0.

Poiche'T" deve contenere la retta che e’ una retta passante per I'origine, allora anche
I" passa per 'origine. Quindi = 0. Pertanto I'equazione si trasforma in

axy + bxrs + cxs = 0.

Inoltre, T" deve contenere tutti i punti di, che sono della form#® = (—2t, —2¢,1),
t € R. Pertanto deve valere la relazione

—2at —2bt +ct =0, VteR,

quindi
—2a—-2b+c=0.

D’altra parte,I’ deve essere perpendicolaréla Quindi la giacitura di’ (che coincide
conI stesso, dato che e’ un piano per l'origine) deve contenere un vettore noririale a
Un vettore normale & e’ il vettoren = (1,0, 1). Pertanto, vale anche la relazione

a+c=0.
In definitiva, dal sistema lineare
—2a—2b+c=a+c=0

troviamo soluzioni

c=—a e b:—ga.

Sostituendo nell’equazione di partenza
axri + bxy + cxs = 0,

troviamo

axry — 5@:32 —axz = 0.
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Poiche’ 'equazione di un piano e’ definita a meno di proporzionalita’, il piEnoa
eguazione cartesiana:
21‘1 — 31‘2 — 21’3 =0.
Percio’, la retta’ ha equazioni cartesiane:
e x|+ X3 =0
| 221 — 329 — 223 =0,

Risolvendo ora il sistema lineare non omogeneo che fornisce le equazioni cartesiane per
r/, troviamo le equazioni parametricherdj che sono{xy, xo, x3) = (2t,—2t,5t), t €
R.

Esercizio 3 Sono assegnate la retta

— =1 -
T:{xl 2 edilpiano I : 1 + 229 — 3 = 0.
x3 :Oa

(i) Determinare il piand\ contenente ed ortogonale &I;

(ii) Determinare la retta, proiezione ortogonale aisull;

Svolgimento: (i) Si ragiona esattamente come nell’'esercizio precedente. Il piana
vettore normale. = (1,2, —1). Percio’ il pianoA ha equazione cartesiana

Tr1 — X9 —x3 = 1.

(i) Larettas e’ I'intersezione dill con A, percio’:
Tr1 — T2 — X3 =1
S
x4+ 229 —x3 =0,
Esercizio 4 Nello spazio cartesian®?® sia data la retta di equazioni cartesiane
r:xy—x9=x3—1=0.
Determinare tutte le rettg aventi vettore direttore

(1,0,-1)

e tali che
d(r,s) = 1.

Stabilire inoltre se queste rette sono in numero finito oppure se sono infinite.



Svolgimenta Una rettas siffatta e’ della forma
rTo—b=x1+23—a—c=0,

dove(a, b, c) e’ il generico punto dello spazio.
Imporre che una tale sia a distanza 1 dadetermina

a—b+c=1=+V3.
Sostituendo tale eguaglianza nella equazione precedente, si ottengono 2 famiglie di rette:

Sp - xg—b:xl—x2+x3—1+\/§:0

sg: mg—b:xl—x2+x3—l—\/§:0.

Ciascuno di essi €' un fascio di rette parallele nel piano opportuno dato dalla seconda
equazione.

Esercizio 5 Si consideriR? come spazio cartesiano, con riferimento standéxdr, , zz, x3).

1
Siano date la retta, passante per il punt® = | —1 | e con vettore direttore =
1
1
—1 |, e larettas, di equazioni cartesiane
1

X1 —2=2X9—-X3—-2=0.

(i) Verificare cher e s sono rette sghembe.

(il) Determinare un’equazione cartesiana del piareontenente e parallelo as.

(iii) Prendere un puntad) qualsiasi s e calcolare la distanza d} dan (equivalente-
mente, calcolare ldistanza tra le due rette sghembe

Svolgimento: (i) La rettas ha giacitura data dal sistema omogeneo

X; =2X5 — X3 =0.

Pertanto, risolvendo tale sistema, vediamo gl come vettore direttore il vettore
di coordinate (scritte per comodita’ per rigd), 1, 2). Poiché i due vettori direttori non
sono proporzionali, si deduce che le rettes non sono parallele.



Se non fossero sghembe, poiche’ non sono coincidenti, allora dovrebbero intersecarsi
in un solo punto. | punti della rettahanno coordinate

(1+t,—1—t,1+1)

al variare dit in R. Sostituire queste coordinate variabili nelle equazioni che definiscono
s equivale a cercare il valore tlper cui si ha I'eventuale intersezione tras. Seguendo
tale procedimento, si ottiene il sistema di equazioni lineari nel parartietro

t—1=3t+5=0

che & manifestamente incompatibile. Quimdh s = (); pertanto le due rette sono
sghembe.

(i) 1l piano richiesto deve contenere nella sua giacitura i vettori direttori didi s.
Inoltre, deve anche contenere un punte.din vettore normale a e’ il vettore

Pertanto, I'equazione cartesianandg’ della forma
3X1+2Xo— X34+ k=0.
Il passaggio peP fornisce I'equazione

3X1+2X9 — X3=0.

2
(iii) Prendiamo ad esempio il punt9 = | 1 | sus. Pertanto
0
6 + 2| 4
dQ,7) = ————— = =14
(@) VI+4+1 7
Esercizio @ Nello spazio cartesian®?, sia dato il pianor di equazione cartesiana
1
2X1 — X9+3X3=0edunsuopuntd@® = | 5 |. Trovare 'equazione del fascio di
1

rette proprio contenuto nel pianoe di centroP.
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Svolgimenta Prendiamo una rettapassante peP ma non contenuta nel piano dato;
per esempio

Xi1= 1+t
Xo= 5—-2t
X3= 1+t

Tale retta non & parallelara Inoltre essa € incidenteranel puntoP. Le sue equazioni
cartesiane sono:

Xo+2X3—-7=0
Il fascio di piani di asse la rettaha equazione

AXy +pXo + (2p — A) X3 — Tu = 0.

{Xl—X;;:O

L'equazione del fascio cercato € quindi:

2X1 —X2+3X3=0
AX1 4+ pXo+ (20— AN X3 —Tu=0



