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Esercizi Riepilogativi Svolti

—1
Esercizio I Siav = | —1 | € R? un vettore.

—1
(i) Trovare le formule per la rotaziong, /, ; di angolor /2 attorno al vettore;
(i) Sial la retta di equazioni parametriche

1 2
X=|-1]+t|1], teR
0 1

Calcolare le equazioni parametriche della retta che si ottiene applidapndg al.
Svolgimento: (i) Una base ortogonale &> aventes come primo vettore della base e’,
ad esempio

-1 1 -1
fi=|-1]. fa=|-1], fs=]-1
-1 0 2

Per renderla ortonormale, basta dividere ogni vettore per la sua norma (le coordinate le
scriviamo per comodita’ per riga):

o= I = VB VB V), B = L2 v v,
0 .0

e = |§3H = (—-1/v6,-1/V6,2/V6).
3

La rotazione di angolar/2 attorno ade), espressa in tale nuova base ortonormale, ha
matrice rappresentativa standard:

A=|00 -1



2

La matrice cambiamento di base dalla base canonica alla{bas® . e;} e’ la matrice

M che ha per colonne le coordinate dei vettori di tale nuova base espressi in base canon-
ica. Quindi, la matrice rappresentativaiéj , 5, espressa rispetto alla base canonica, €’

la matriceA data da

A=MA'M"'=MA M,

dato cheM e’ una matrice ortogonale. Percio’

1 1+v3  1-v3
3 3 3
A= 1-v3 1 1+v3
3 3 3
1+v/3 1-v3 1
3 3 3

(ii) Le equazioni parametriche cercate si ottengono, ad esempio, applicando la matrice
A al punto generico della retfache e’'(1 + 2¢t,—1 + ¢, t), cont € R (scritto per riga
per brevita’). Si ottiene quindi

T = (—V3/3,-3/3,2v/3/3) + t(4/3,(4 —V/3)/3,(4+ V3)/3), t €R.

Un modo equivalente per trovare le equazioni parametriche della nuova retta era anche il
seguente: si prendono 2 punti qualsig&se Q di [, si considerano i trasformati di tali due
punti mediante?, » 3, i.e. A(P) e A(Q), e infine si determina I'equazione parametrica
della retta passante per i due puAtiP) e A(Q).

—1
Esercizio 2 Siav = | —1 | € R? un vettore.

—1
(i) Trovare le formule per la rotazion@_ , 7 di un angolo—= /4 attorno al vettore,
(i) Sia IT il piano di equazione cartesiana

X1 +Xo=T.

Calcolare le equazioni parametriche del piano che si ottiene applidangdg ; all.
Svolgimenta (i) Nella base{e},e,,e,} determinata nell'esercizio precedente, la ro-
tazione di angole-7/4 attorno ade] ha, rispetto a tale base ortonormale, matrice rap-
presentativa



1
B = 0
0

|
S e
SISk ©

V2
Percio’, rispetto alla base canonica, la matrice rappresentativa e’
1+v2 2-v2-v6  2—v2+V6
3 6 6
B=MBM = | 2226/6  14V2 223216
2-v2-v6  2—-v24+V6 1+v2
6 6 3

(il) Basta prendere tre punti distinti e non allineal,Q, T’ € II, determinare i tre
punti trasformati?’ = B(P), Q' = B(Q) eT’ = B(T), e poi calcolare le equazioni
parametriche del piand’ per questi nuovi tre punti.

Esercizio 3 Nello spazio cartesian®?® sial la retta di equazioni parametriche

1 1
X=|o0|+t] 3|, teR
1 1
1
(i) Scrivere le formule di rotazionﬁgj di angolo7 attorno al vettore = | 1
1

(i) Calcolare le equazioni parametriche della retta= jo(l).
Svolgimenta (i) Siab = {f,, f, f3} una base ortonormale & positivamente orien-
tata e conf, = v/|[7]|. Percio’

1/V3 1/V2 1/V6
fo={ YVB | . fa=| -1/V2 |, fa=| 1/V6
1/V3 0 —2/v/6

In baseb, la matrice di rotazionézﬁ/Q e’
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Percio’, seM e’ la matrice cambiamento di base dalla base cancenidia basé, allora
M e’ una matrice ortogonale e la matrice della rotaziéhe, ; in basec e

1/3 (1-v3)/3 (1++3)/3
A=MAM' = 1/3 1/3 —V/3/3
1-v3)/3 1+v3)/3 1/3

(i) La rettam ha equazioni parametriche

1+t
A 3t , teR
1+4+1¢

Esercizio 4 SiaK il cubo inR3 di vertici:
(17171)7 (17_171)7 (_17171)7 (_17_171)7

(1,1,-1), (1,-1,-1), (-1,1,-1), (—-1,-1,-1).
(i) Disegnare 'immagine di dopo la rotaziondz, , attorno aces;
(i) Disegnare 'immagine dK dopo la rotaziondz, , attorno acey;
(iii) Disegnare I'immagine diK” dopo la rotazioné?, , attorno av = —ey;
(iv) Quali rotazioni mandano il cubo in se stesso?
Svolgimento: (i) La rotazionelz, , attorno aces e”:

R7r/2(x17x27x3) - (—CC2,$17$3),

percio’ K viene mandato in se stesso.
(i) Stessa conclusione come nel punto (i);
(iii) La rotazione R/, attorno ad—e; €’ esattamente come la rotazioRe ./, attorno
ade;. Analoga conclusione come in (i) ed in (ii).
(iv) Se K viene mandato in se stesso, allora I'asse della rotazione e’ uno dei seguenti:
(a) retta congiungente i centri di due facce opposte;
(b) retta congiungente i punti medi di due spigoli opposti;
(c) retta congiungente 2 vertici opposti.
Le rotazioni di tipo (a) sono di angdhZ, k € Z.
Le rotazioni di tipo (b) devono mandare devono mandare gli spigoli che questo asse
interseca in se stessi, percio’ sono rotazioni di angalpk € Z.
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Infine, le rotazioni di tipo (c) devono mandare i 3 lati uscenti da uno dei 2 vertici in loro
stessi, cioe’ i tre spigoli devono essere permutati fra loro. Percio’ e’ una rotazione di

2km
angolo=3~.

Esercizio 5 Nello spazio cartesian®® siar il piano di equazione cartesiana
X1+ X9=1
e siar la retta di equazioni cartesiane

Xi1+Xo+2X3 = 0
X+ X3 =1

Riflettere la rettar rispetto al pianar, calcolando esplicitamente le equazioni parame-
triche della retta5; () che e’ la retta riflessa di rispetto ar.
Svolgimenta Le coordinate diP := 7 N r sono le soluzioni del sistema lineare di 3
equazioni e 3 incognite che si ottiene mettendo a sistema le equazioni cartesiane che
definisconar er. SiottieneP = (—1/2,3/2,—1/2). Un secondo punto sulla rettze’
ad esempi@) = (—1, 1,0).
La rettan che passa p&p e che e’ ortogonale & ha equazione parametrica:

-1 1
T = 1 +t| 1], teR
0 0

Il punto di intersezione. N 7 corrisponde al valore del parametre- 1/2. |l riflessoQ’

di Q rispetto ar corrisponde quindi a= 1, ed abbiamo quind®’ = (0, 2,0).

Poiche’ la riflessione rispettoalascia fissaP, la retta cercata e’ la retta che passa per
P e perQ’, che ha pertanto equazioni parametriche:

0 -1
z=| 2 |+t -1 |, teR
0 -1

Esercizio 6 Siano dati i tre punti
0 1 2
A= 1 |,B= 1 |,C=
0 1 1
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nello spazio cartesiarii?.

(i) Verificare che i tre punti non sono allineati;

(ii) Scrivere I'equazione dell’'unica circonferenggassante per i 3 punti.

Svolgimento: (i) Il determinante della matrice che ha per colonne le coordinate dei tre
punti ha determinante diverso da zero. Percio’ i tre punti non possono essere allineati,
poiche’ i vettoriOP — OQ e OP — OR non sono allora proporzionali.

(ii) Per brevita’, d’ora in poi denoteremo indifferentemente sia per riga che per colonnale
coordinate di punti irR? che le componenti di vettori dello spazio vettori&érispetto

alla base canonica

Il centro C della circonferenz& giacera’ sul pianar passante per i tre punti e sara’
I'intersezione, in tale piana, degli assi dei segmenti per esempi® e BC. Il raggio,

sara’ determinato per esempioda: d(C, A).

L'equazione cartesiana del piano per i tre punti e’

m: X7+ Xo—X3=1.

Ses e’ l'asse del segmentd B, alloras si ottiene intersecande con il pianog3, ortog-
onale al vettoreérB: (1,0,1) e passante per il punto mediodiB, che denotiamo con
M = (1/2,1,1/2). Percio’ s ha equazione cartesiadg + X3 — 1 = 0 e quindis ha
equazioni cartesiane
) X1+ Xo-X3 =1
o X; 4+ Xy =1
Analogamente, troviamo che I'equazione della rett@asse del segmenieC e’

o Xi+Xo—X3 =1
) X1 — X =1

Percio’C = s N s’ = (1,0,0) e quindir = d(A,C) = /2. In definitiva, 'equazione
della circonferenza cercata e’ determinata dal sistema costituito dall’equazione del piano
7, SU cuiC giace, e dall’'equazione della sfera avente stesso centro e stesso raggio di
cioe”:
c. { (X; —1)24+ X2+ X2 =2
X1+ X9 — X3 =1

Esercizio 7. Nello spazio cartesian@?, con riferimento cartesiano ortonormale stan-
dard e con coordinate cartesiafyg, =2, z3), determinare I'equazione cartesiana della
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sfera passante per i pud® = (2,—-1,3), P, = (—1,2, 1) ed avente centro sulla retta
r: X1—3X3+41=Xo—-—X35—-2=0.

Svolgimenta Il centro C della sfera sara’ I'intersezione della retta data con il piano
passante per il punto medio del segmeRt@, ed ortogonale alla rettg che e’ la retta
passante per i due purfdy eP». Tale centro ha coordinat81/8,29/8,13/8).

Il raggio r e’ dato ad esempio d&(C, P;), cioe’ r = v/1715/8. Quindi, 'equazione
cartesiana della sfera e’

(z1 — 31/8)% + (22 — 29/8)? + (x3 — 13/8)* = 1715/64.

Esercizio 8 Nello spazio cartesian®?®, con riferimento cartesiano ortonormale stan-
dard e con coordinate cartesiang, x2, x3), Sia data la sfer& di equazione cartesiana

X?4+ X3+ X7 —4X1 +2Xy — 23+ 1=0.

Determinare le coordinate del centtoed il raggior della sfera.
Svolgimenta SeC = (a, 3,~) €’il centro diS, ricordiamo che un’equazione cartesiana
di S e’ anche
(X1 =)’ + (Xo = 0)* + (X5 —7)* =2
Sviluppando tutti i quadrati ed eguagliano coefficiente per coefficiente con I'equazione
data diS nel testo dell’esercizio, otteniamo

1 V1
a:27ﬂ:—1,’}/:*,7“:77.

2 2
Esercizio Q Trovare per quali valori del parametkoc R il piano
a: X1+2Xo—-X3+k=0
risulti, rispettivamente, secante, tangente o esterno allaSfeticequazione cartesiana:
X2+ X34+ X3 -2X, —4Xo+1=0.

Svolgimenta Il piano « risulta secante, tangente o ester®aseconda che la distanza
dal centro della sfer& al piano« risulti rispettivamente minore, uguale o maggiore del
raggio diS.

Come in uno degli esercizi precedenti, troviamo che il ce@tidi S e’

C:=(1,2,0);
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il raggio e’ invece

r=2.
Si ha | .
5+
d(C,a) = .
(C,a) 7
Pertantoq risulta:
e secanteS se% < 2, 1.e.
—2V6 -5 < k < 2v6 — 5;
e tangente & se"r’i\/gk| =2, i.e.
k= +2v6 — 5;

in altre parole, nel fascio di piani paralleli di equazione cartesina 2X, —
X3 + k = 0, conk parametro variabile, esistor®distinti piani tangenti alla
sferas, ovviamenti in due punti distinti s8;

e esterno & perk > 2v/6 — 5 oppurek < —2v/6 — 5.

Esercizio 9 Sia data la forma quadratica di ordi2e
Q(X1, X2) = X7 +4X7 — 4X1 Xo.

(i) Determinare un’isometria che determini coordingge, y») sulR? rispetto alle quali
la forma quadraticé) risulti diagonale.

(ii) Dedurre il rango e la segnatura @i

Svolgimenta La matrice simmetrical = Ag associata &) nelle coordinat€z, z2)

e’ la matrice
A= =2 .
-2 4

Poiche’det(A) = 0, allora sicuramentel non avra’ rango massimo. In altre parole
rg(A) < 1. Visto che I'unica matrice di rangoe’ la matrice identicamente nulla, allora
rg(A) = 1.

Pertanto, visto che la nozione di rango di una forma quadrétieaindipendente dalla
scelta della base d&?2, equivalentemente della matrice simmetrica che la rappresenta,
possiamo gia’ concludere che

rg(Q) = 1.



Il polinomio caratteristico di e’
det(A —tI) =t(t —5).
Gli autovalori diA sono
0 e 5.

Per il teorema Spettrale degli operatori autoaggiunti, tali autovalori forniscono la seguente
base ortonormale d&? costituita da autovettori di:

f1 = (2/V5,1/V5), f,=(-1/V5,2/V5).
Se consideriamo sullo spazio vettoriale euclif@pmunito di questa nuova base ortonor-
male f, coordinate(y; , y2) relative alla bas¢g allora, dalle varie conseguenze del teo-
rema Spettrale, si ha che in tali coordingteliventa
Q(Y1,Ys) = OV + 5YF = 5Y3.

Poiche’ nel testo dell’esercizio e’ richiesto esplicitamente di trovare la trasformazione
(isometria lineare) di coordinate & che diagonalizz&), allora osserviamo che i ver-
sori della bas¢ formano la matrice ortogonale

[ 2/vVB —1/V5b
S\ 1vE o245 )

Questa matrice determina la trasformazione di coordinate
T = My,
cioe’
x1 = 2/V5y1 — 1/V5ya, 2 =1/V5y1 +2/V5ys.
In effetti, facendo queste sostituzioni nel polinomio iniziale
Q(X1, X3) = X7 +4X5 — 4X1X>

e svolgendo tutti i conti, si ottiene effettivamente

Q(Y1,Yz) = 5Yy,

che e’ ulteriore verifica (superflua!) di quanto asserito precedentemente.

(i) Avevamo gia’ riscontrato che il rango d} eral. Visto che I'unico autovalore non-
nullo di @ e’ 5, che e’ positivo, e visto che la nozione di segnatura di una forma quadra-
tica e’ indipendente dalla scelta della base, deduciamo che la segnafues (i, 0).
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Esercizio 10 In R3 si consideri fissato il vettore
u = (1,2,1).
SiaT I'operatore lineare dR?3, definito da
T(x) =xAugy, V x€R3.

(i) Stabilire seT’ e’ un operatore autoaggiunto;

(if) Scrivere la matrice di’ rispetto alla base canoniea confrontare il risultato con
quanto risposto in (i).

Svolgimento: (i) 7" non e’ autoaggiunto. Infatti, per ogwi,y € R3, ricordando le
proprieta’ del prodotto vettoriale, si ha che

(T'(x),y) = (x Awg),y) = (%, (ug Ay)) = (x, (=y Aug)) = (%, (=T(y)))-
Poiche’ un operatore coincide con il suo opposto se e solo se e’ I'operatore nullo, si ha
pertantdl’ = —T (dato chéel’ e’ manifestamente un operatore non-identicamente nullo).
Percio’T" non puo’ essere autoaggiunto.
(ii) Per calcolare la matricd di T rispetto alla base canonica, basta vedere le immagini
T(e;), 1 <i < 3, deitre vettori della base canonica. Per definiziorig,diasta calcolare
i tre prodotti vettoriali
e Aug, 1<4<3.
Siha
T(e1) =(0,—1,2), T(e2)=(1,0—1), T(e3)=(-2,1,0).
Percio’ la matriced ha peri-esima colonna il vettoré'(e;), 1 < ¢ < 3. Manifestamente
si vede che la matricd non e’ una matrice simmetrica. Poiche’ la matrite’ espressa
utilizzando una base ortonormale rispetto al prodotto scalare standard che eBidte su
allora possiamo anche in questo modo concluder€ithen puo’ essere un operatore
autoaggiunto, come abbiamo dedotto in modo intrinseco al punto (i).

Esercizio 11 SiaT I'operatore autoaggiunto ®* definito, rispetto alla base canonica
e, dalla matrice simmetrica

o o o -
Ol
—_

—_ o o o

o = o o
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(i) Scrivere I'equazione della forma quadratiQeassociata d'.

(ii) Utilizzando il teorema Spettrale degli operatori autoaggiunti, diagonalizdade-
terminando la base ortonormale di autovettoriAdin cui () risulta essere una forma
quadratica diagonale.

(iii) Determinare esplicitamente la segnaturaXi

Svolgimento: (i) La matrice della forma quadratia@ coincide conA. Quindi Q) ha
equazione:

Q(Xh X27 X3> X4) = X12 — X22 + 2X3X4.
(ii) Il polinomio caratteristico di4 e’
Pa(N) = (A =12 (A + 1)

Quindi A ha due autovalori, i.el e —1, ambedue di molteplicita’ algebrica 2. Denotati
conV; e V_; irispettivi autospazi, troviamo che

Vi = Span{(1,0,0,0), (0,0,1,1)}, V_1 = Span{(0,1,0,0), (0,0,1,—1)}
poiche’ le equazioni cartesiane pgérsono
Xo=X5— X, =0,
mentre quelle peV_; sono
X, = X5+ X, =0.

Per il teorema Spettrale degli operatori autoaggiunti, per diagonalizzesta consi-
derare una base ortonormale di autovettoridi

Sappiamo che i due autospdzi e V_; sono gia’ fra di loro ortogonali, poiche’ sono
autospazi relativi ad autovalori distinti. Osserviamo inoltre che i generatbfi @ispet-
tivamente diV_1) sono due vettori ortogonali. Percio’ per determinare una base ortonor-
male diR* costituita da autovettori di, basta normalizzare i 4 vettori trovati. Otteniamo
che la base voluta e’

f:=1{(1,0,0,0), (0,0,1/v/2,1/v/2), (0,1,0,0), (0,0,1/v2,—-1/v/2)}.
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Dalla teoria generale, in tale base, la matritdiventa congruente alla matrice

10 0 O
D 01 0 O
00 -1 0
00 0 -1

cioe’ alla matrice che ha sulla diagonale principale gli autovalod diell’ordine rela-
tivo alla scelta dell'ordinamento dei vettori della bgseiascun autovalore ripetuto tante
volte quanto e’ la sua molteplicita’ algebrica (equivalentemente geometrica). Questo
significa che la forma quadratie@ in tale base ha, rispetto alle opportune coordinate,
equazione

Q(Y1,Y2,Y3,Yy) = Y72 + Y4 — Vi - Y7

(ii) La segnatura di) e’ ovviamente(2, —2), come si deduceva gia’ dal segno degli
autovalori diA.
Esercizio 12 Stabilire rango, segnatura e forma diagonale della seguente forma quadrat-
ica

Q(X1, Xo) = 3X? — 2X1 X5 + 3X3.

()

la matrice simmetrica associat#d)a Essa ha autovalori

Svolgimento: Sia

2 e 4.
Per il teorema Spettrale degli operatori autoaggiunti, in opportune coordinate) di
R?, 'equazione di) diventa
2Y2 4 4Y7.
Pertanta?) ha rang@ e segnaturé2, 0).
Esercizio 13 Stabilire rango, segnatura e forma diagonale della seguente forma quadrat-
ica
Q(X1,X2) = X7 +2X1 X2 + X3.
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Svolgimento: La matrice della parte omogenea di grado 2 della conica e’

11
A= ,
1 1
percio’ Q ha rangol. L'autovalore non nullo did e’ 2. Pertanto la segnatura §i e’

(1,0) ed, in opportune coordinate;, y2), la forma diagonale e’ ad esempio

Q(Y17 }/2) = 2}/12



