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Esercizi Riepilogativi Svolti

Esercizio 1 Nello spazio affinéR3, con riferimento(O, e), siano date

(i) la rettar passante per il punt®, di coordinatg1, —1, 1), e parallela al vettore, di
componenti rispetto ael (1, —1,1), e

(i) la retta s, definita dal sistema di equaziol — 2 = 2Xs — X3 —2 = 0.

Stabilire ser e s sono rette sghembe.

Svolgimento: La rettas ha giacitura data dal sistema omogeneo

X; =2X5 — X3 =0.

Pertanto, risolvendo tale sistema, vediamo che la giacitus& di vettorew, di compo-

nenti rispetto ac, (0, 1,2). Poiché le due giaciture non sono proporzionali, si deduce
che le rette- e s non sono parallele. Se non fossero sghembe, allora dovrebbero interse-
carsi in un punto. | punti della rettasono della forma +, tv, cioé hanno coordinate

(1+t,—1—t,1+1)

al variare dit in R. Sostituire queste coordinate variabili nelle equazioni che definiscono
s equivale a cercare il valore tper cui si ha I'eventuale intersezione tras. Seguendo
tale procedimento, si ottiene il sistema di equazioni lineari nel parartietro

t—1=3t+5=0

che & manifestamente incompatibile. Quimdh s = {); pertanto le due rette sono
sghembe

Esercizio 2 Nel piano affineR?, con riferimento(O, e), sia dato il triangolo di vertici
O =(0,0), A= (1,0) e B = (0,1). Si considerino i parallelogrammi:

e OABC, aventeD A ed AB per lati edO B per diagonale, e

e OADB, aventeOB ed O A per lati edAB per diagonale.

Sia F il punto di intersezione tra le rettesc e rop. Dimostrare che3, E ed il punto

medio F' del segment® A sono allineati.
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Svolgimento: La rettar 4 p ha giacitura generata dal vettaBe—, A = (—1, 1); quindi
un’equazione che determina questa giacitura &

X1+ X9 =0.
Il punto C é l'intersezione delle rette
X1+X2:0 e X2:1

quindiC' = (—1,1). Il punto D é l'intersezione delle rette

Xl =1ce X2 =1
quindiD = (1,1). Laretta petd e C é la retta passante pdre con giacitura generata
dal vettoreC, A, quindi &

X1 +2Xo—-1=0.

Analogamente, quellapé e D é
Xl - X2 = 0;

quindi, essendd il punto diintersezione di queste ultime due rette, skha (1/3,1/3).
Infine F', essendo punto medio del segmeétd, ha coordinatg” = (1/2,0). La retta
TE.F e quindi

2X1+ X, —1=0.

Le coordinate diB soddisfano quest’equazione, quirigliappartiene ag r.

Esercizio 3 Nel piano affineR?, con riferimento cartesian(O, ¢), & data la retta
rappresentata dall'equaziod®, + X, = 1. Determinare tutte le affinita dk? che
fissano tutti i punti di- e che trasformano il punt® = (1, 2) nel punto@ = (2,1).
Svolgimenta Sappiamo che i luogo dei punti fissi di un’affinitd se non vuoto € per forza
una varieta lineare. Allora per avere affinita che fissano tutti i pumtbdista determinare
guelle affinita che fissaribpunti distinti dir. Infatti, poiche I'unione di due punti distinti
non € una varieta lineare, se questi restano fissi sotto I'azione di un’affiratéora tutti

i punti della rettar restano fissi sotto I'azione di.

Prendiamo allora i due punk;, = (0,1) e P, = (1,0) sur. Un’affinita & della forma

- b
F@) = AT+b— ail  a12 1 n 1 ’
a1 a2 ) by



con A matrice invertibile. Se imponiamo

f(P) =P, f(P) =D,

0 . ailr ai2 0 bl
)= (2 ) 0)+ )
1 . ail ai2 1 bl
b)= (2 ) o)+ )

Si ottiene il sistema di equazioni:

otteniamo

a2 =ai1 — 1, a1 = aw —1, by =1 — a1, bo =1 — a.

Quindi, le affinita che fissano tutti i punti disonoco? dato che sono della forma:

ai aip —1 1 n 1—an
az — 1 a9 T2 1—asn)’

COnaq1,a0e € R parametri indipendenti, tali chey + a9 # 1, per la condizione di
invertibilita di A.
Ora imponiamo la condizione ulteriore clieP) = @, che fornisce

2 o all a11—1 1 + 1—a11
1 N asy — 1 aoo 2 1— a9 '

Si determina allora 5 )

5, agy = 5

Dunque esiste un’unica affinita che soddisfa tutte le condizioni richieste. Le equazioni
di tale affinita sono:

a1l =

1 1
Y, = 5(3X1 + X9 — 1) Y, = 5(—X1 + X9 + 1)

Esercizio 4 Sianov = (1,2), w = (-1, —1) due vettori del piano cartesiaf®?. Sia
S lisometria lineare data dalla riflessione rispetto all’assei.e. rispetto alin(e;).
CalcolareOr(S(v), S(w)).

Svolgimenta (i) Osserviamo che

det(l _1>:1:Or(v,w)
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percio la coppia ordinata di vettori € una base Rérche, inoltre, & orientata positiva-
mente.

(i) Riflettere rispetto all'asse; vuol dire che, per ogni vettore = (x1,x2), S(Z) =
(1, —z2). Pertanto, 'isometria linearg &

(5 1)) 00 2) )

Denotata conV/ = < (1) 7(1) la matrice ortogonale dell'isometrig, det M = —1
cioe S é un'isometria lineare inversa. Pertanto
Or(S(v),S(w)) = det(M) Or(v, w) = —1,
i.e. la base
b= S(v),S(w)
non & equiorientata can

Esercizio 5 Determinare tutte le rette passanti ger= (—1,2) e formanti con 'asse
x1 un angolo convesso parizg/3. Determinare i due angoli convessi fra le due rette
ottenute.

Svolgimento: Siar = (I,m) un vettore direttore di una delle rette da determinare.
Allora:

1 - (£ +1
L os(Ty = (e 7
2 37 lzll Hleal| 124+ m?2
che determina .
l=+—m.
V3

Otteniamo percio’, a meno di proporzionalita’, due vettori direttori:
ry=(1,v3) e ry = (-1,V3).
Le equazioni cartesiane delle rette cercate sono:
1 \/§$1—$2+2+\/§=O e ry: \/§m1—|—fc2—2+\/§:O.

Ora )
cos(0(ry,m2)) = cos(0(%ry,ry)) = :|:§,

quindié = {7 /3,27 /3}.



Esercizio 6 Siano assegnate le rette:

1= 1-—2t
81
ro= 2t,teR
Sg: 21 —2x2+1=0es3: 201 +22 —2=0.

(i) Determinare un’equazione cartesiana gi

(if) Determinare un’equazione cartesiana della reftarallela ads; e passante pefy =
S5 M 835

(iii) Determinare I'equazione cartesiana della rettper P, = s; N s, € perpendicolare
ass,

(iv) Verificare che la retta per i punti

Q1=(1,-1/4) e Q2= (2,1/4)

e’ parallela as,. Tale retta coincide cos, ?

Svolgimento: (i) Poiche’ zo = 2t, un’ equazione cartesiana €1 = 1 — x5, Ccio€e’
r1+x0—1=0.

(if) Per determinare il punt@, basta risolvere il sistema lineare non omogeneo

1 —2x9+1=2214+29—2=0

che ha come soluzione
Tr1 = 3/5, Xro = 4/5.

Un vettore direttore dellarettg e’ (—2, 2), equivalentemente-1, 1). Quindi, 'equazione
cartesiana della retta che si vuole determinare sara’ data da:
7

T+ T2 — 5 =0.
(iii) Per trovare le coordinate dv;, basta sostituire nell’'equazionedi, zr; = 1 — 2t e
x9 = 2t, che determina = 1/3, cioe’ z; = 1/3, x2 = 2/3. Un vettore normale a;
e’ (2,1), come si determina direttamente dalla sua equazione cartesiana. Percio’ la retta
cercata e’ quella che passa @g&re che ha parametri direttai2, 1), cioe’:

1 —2x9+1=0.

(iv) Un vettore direttore della retta pép, e Q2 e’ dato dal vettoraD@Q, — OQ1 =
(1,1/2). Quindi, un vettore direttore e’ ancli2, 1), che e’ un vettore direttore anche di
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so. Ora pero’ la retta pef); e Q2 €’ parallella as, ma non coincide cog, perche’, ad
esempio, le coordinate d}; non soddisfano I'equazione slj.

Esercizio 7 Siano assegnati i punti

P=(1,2), Q=(2-1), R=(1,0).

(i) Dopo aver verificato che i 3 punti formano i vertici di un triangdlo determinare
I'area del triangoldr .

(ii) Scrivere le equazioni delle medianedie delle tre altezze dI'.

(iii) Trovare il punto@’ simmetrico diQ rispetto aP e la rettar simmetrica rispetto &
dellarettar p(,-

Svolgimento: (i) | tre punti non sono allineati. Quindi formano i vertici di un triangolo.
Per trovare I'area del triangolf, basta calcolare con la formula del valore assoluto del
determinante diviso pe&le aree:

a1 del triangolo con verticO, P, @,

ao del triangolo con verticO, P, R ed

ag del triangolo con verticO, R, Q.

L'area cercata sara’ data da — as — as.

(i) Una mediana di un triangolo e’ ottenuta dalla retta che passa per un vertice del
triangolo e per il punto medio del lato del triangolo che e’ opposto a tale vertice. Per
calcolare ad esempio la mediana uscentePddasta calcolare la retta pét e per il
punto medio del segment@R, che ha coordinaté3/2, —1/2). Analogamente per le
altre mediane.

L'altezza di un triangolo uscente da un suo vertice e’ ottenuta considerando la retta pas-
sante per il vertice e perpendicolare alla retta congiungente gli altri due vertici. Percio’,
l'altezza di7 rispetto ad esempio al vertide e’ determinata dalla retta pét e perpen-
dicolare alla retta per i due purdi e R. Analogamente per le altre altezze.

(iii) Il punto @’ €' il punto, diverso dap, che giace sulla retta pd? e Q e che’ e’ a
distanza pari @a(P, Q) da P. La rettar e’ la retta parallela alla retta pét e QQ e che
passa pef)’ trovato precedentemente.
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Esercizio 8 Nel piano cartesian®? sono dati i tre punti non allineati di coordinate,

rispetto act,:
-1 3 2
P = P, = P; = )

Si considerino tali punti come vertici di un triangalo

() I punto Q che e’ intersezione delle tre altezze del triangbliene detto lbrtocentro
del triangoloA. Calcolare le coordinate dell’ortocentro Ali

(ii) Determinare I'area di\.

Svolgimento: (i) Un vettore direttore della retta pe?, e P, e’ dato daP, — P, =
(4, —2). Analogamente, un vettore direttore della rettapee P; e’ (—1,1) e perP; e
P; e’ (3,—1). Ora dobbiamo considerare, per ogr< i # j # k < 3, la retta perP; e
perpendicolare alla retta p&¥ e P,.. Le equazioni di queste tre rette sono

1 —29+3=0, 31 —22—-—9=0, 201 —292 —3=0.

Risolvendo il sistema fra due di queste tre rette troviamo il punto di coordinate6 e

xo = 9. Poiche’ tale punto appartiene pure alla terza retta, allora queste sono proprio le
coordinate dell’'ortocentro.

(ii) Il segmentoP; P, misura2+/5. La retta perP; e P, ha equazioni parametriche

Ir1 = —1+4t,a:2 =2—-2t
mentre la retta peP; e perpendicolare ad essa ha equazioni parametriche
1 =24 2s,x9 =1+ 4s.

Il punto di intersezione di tali due rette e’ il puntd di coordinate(9/5,3/5), che
corrisponde al punto sulla seconda retta relativo al valore del parametro-1/10.
L'altezza di A relativa al catetaP; P, e’ quindi il segmentoPs H che misura/5/5.
Percio’, 'area diA €’ a(A) = 1.



