Elementi di algebra tensoriale
Filippo Bracci

1. Applicazioni bilineari e prodotto tensoriale di spazi vettoriali
Siano V, W due spazi vettoriali di dimensione finita sul campo K = R, C.
DEFINIZIONE 1.1. Una applicazione bilineare f su V' x W a valori in uno spazio vettoriale
U ¢ una funzione f : V x W — U tale che:
(1) V3 v f(v,w) e K-lineare per ogni w € W fissato, e
(2) W 5w f(v,w) & K-lineare per ogni v € V fissato.
Se f, g sono applicazioni bilineari su V' x W, allora per ogni A, 4 € K la funzione A f + ug
definita tramite
(Af + pg)(v,w) == Af (v, w) + pg(v, w),

¢ chiaramente una applicazione bilineare su V' x W a valori in U. Pertanto I'insieme delle
applicazioni bilineari da V' x W in U forma uno spazio vettoriale su K.

Indichiamo con V* W* i duali di V, W, in altri termini, V* = Hom(V, K). Lo spazio delle
applicazioni bilineari su V* x W* a valori in K (dette anche forme bilineari), si denota V ®@g W
Dunque per definizione:

VeogW:={f:V*xW"—K: febilineare}
Definiamo adesso una applicazione
Q:VxW—=VegW,
tramite
(@(v, w)) (0", w") = v* (V)w* (w),
dove (v,w) € V. x W ewv* € V* w* € W*. Si verifica facilmente che per ogni fissato
(v,w) € VxW, ®(v,w) & una forma bilineare su VV* x W*. In pil, per costruzione, si verifica
che ®:V x W — V @g W ¢ una applicazione bilineare.
Definiamo
vRw = (v, w).

Gli elementi di V' @k W del tipo v ® w si dicono semplici.

PROPOSIZIONE 1.2. Sia {vy,...,v,} una base di V e sia {w, ..., w,} una base di W.
Allora {v; ® w;}i=1,. nyj=1,..m € una base di V-®@x W. Pertanto,

dim(V ®@g W) = (dim V) - (dim ).
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DIMOSTRAZIONE. Sia {v],...,v:}labasedi V*dualedi {vy,...,v,}esia{w],...,w’}
la base di W* duale di {wy, ..., wy,}. Sia f € V ®g W. Poniamo a;; := f(v},w}). Sia poi

g = Z AppVE @ Wy,.

k=1,....n;h=1,....m

Allora per definizione si ha

g, wy) = Zakhvk ® wp(v], wr) = Zakhv;‘(vk)w;(wh) = Zakh@mjh = a;.
,h k.l

k.

Pertanto f(v;,w}) = g(v;,w;) perognii = 1,...,nej = 1,...,m e per bilinearita f = g.
Dunque, {v; ®w; }i1,. nij=1...m ¢ un sistema di generatori per V®@x W. Siaora0 = Y \;;u; ®
w;. Applicando tale identita all’elemento (v}, wy) si ottiene Ay, = O perognih =1,....,ne
k=1,...,m,il che provache {v; ®w;}i=1, . nij=1,.m sono linearmente indipendenti e dunque
formano una base. U

Dalla proposizione precedente segue che ogni elemento di V' @k W si esprime come combi-
nazione lineare di elementi semplici. Inoltre sempre dalla Proposizione 1.2 segue che span(®(V x
W)=V exW.

PROPOSIZIONE 1.3 (Proprieta universale del prodotto tensoriale). Siano U, V, W spazi vet-
toriali finito dimensionali su K. Sia ¢ : V x W — U una applicazione bilineare. Allora esiste
una unica applicazione lineare ¢ : V Qg W — U tale che ¢ = ¢ o ®.

DIMOSTRAZIONE. Poiché ogni elemento in V' ®g W ¢ combinazione lineare di elementi
semplici, basta definire ¢ sugli elementi semplici ed estenderla per linearita. Definiamo

~

O(v @ w) := ¢(v, w).
Si verifica facilmente che qg ha le proprieta richieste. U

Caratterizziamo adesso il prodotto tensoriale tramite la proprieta universale data dalla propo-
sizione precedente.

TEOREMA 1.4. Siano V, W, P tre spazi vettoriali finito dimensionali su K. Supponiamo che
esistam : V. x W — P applicazione bilineare tale che
(1) span(m(V x W)) = P,
(2) per ogni spazio vettoriale finito dimensionale U e ogni applicazione bilineare ¢ :
V x W — U esiste una unica applicazione lineare ¢ : P — U tale che ¢ = 7 o ¢.

Allora esiste 0 : V @ W — P isomorfismo tale che m = 0 o ®.
DIMOSTRAZIONE. Siao :=7 : V ® W — P I’applicazione lineare definita dalla Propo-

sizione 1.3. Esia ® : P — V ® W I’applicazione lineare data dalla proprieta (2) nelle ipotesi
del teorema.
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Proviamo che ® o o = idyg,w. Siat € V ®@g W. Poiché ¢t &€ combinazione lineare di
elementi semplici, possiamo scrivere t = ) | v; ® w;. Dunque, tenendo presente che o 0 ® =
To®=meche®om =, si ha

Doa(t) =) ool @w) Z®000®v],w] Z@mrvj,wj

:Z®<Uj,wj) :Zvj®wj =1.
J

Pertanto o ¢ iniettiva. Poiché per definizione o(V ®@x W) = span(m(V x W)) e per la proprieta
(1) nelle ipotesi del teorema, span(7(V x W)) = P, ne segue che o & anche suriettiva. Da cui
segue il risultato. U

Si verifica facilmente che valgono le seguenti proprieta:

(D) VoW ~W gV (tramite v ® w — w Q v),
2) (VexW)egU ~V @k (W U) (tramite (v @ w) @ ui— v ® (w @ u)),
3) V@ K~V (tramite v @ A — Av).
In particolare grazie alla proprieta (2), si puo parlare di prodotto tensoriale di piu di due spazi
vettoriali senza doversi preoccupare dell’ordine in cui tale prodotto viene preso. Ragionando
come in Proposizione 1.2 si ha:

PROPOSIZIONE 1.5. Siano V4, ..., V,, degli spazi vettoriali finito dimensionali su K. Allora
Vi ®k ... Rk Vi, e isomorfo allo spazio delle forme r-multilineari su Vl* X ... x V> Inoltre,
perh =1,... msia {v},... v} } una base di V. Allora V; ®x ... ®x Vi, ha base data da
{vj, ®...@uvP }alvariare di j, € {1,...,np}, h=1,...,m.

ESEMPIO 1.6. Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione n. Si puo definire V ®g C,
che € uno spazio vettoriale su R di dimensione 2n. D’altra parte, V' ®r C ha una naturale
struttura di spazio vettoriale su C data ponendo

ad v @N) =) 0@ (a)),
J J

pera e Ce Z v; ®A; € V®gC. Sia{vy,...,v,} unabase di V. Allora per quanto visto,
{m®l,...,v,®1Lv ®i,...,v, @i} & una base di V ®g C su R. In particolare dunque
{n ® 1, U, ® 1Lvy ®14,...,v, ® i} € un sistema di generatori di V ®g C su C. Poiché
v®i=1i(v®1),risultache {v; ®1,...,v, ® 1} generano V ®g C su C. Proviamo che essi
sono linearmente indipendenti su C e dunque sono una base di V' ®r C su C. In effetti, se
> -1 Aj(v; ® 1) = 0, serivendo \; = ; + dy; con 7, y; € R, si ottiene

D (v @ 1) + y;(v; @ 1)) =0,

j=1
che implica z; = y; = 0 per ogni j.



Siano adesso Vi, Vo, Wy, W spazi vettoriali finito dimensionali e siano f; : Vj — Wi,
fa : Vo — W5 applicazioni lineari. Si puo definire una applicazione lineare

f1® fa: Vi @k Vo = W @k W,

definendola sugli elementi semplici v; ® vy € V) @V, tramite f1 ® fo(v1 @vg) 1= f1(v1)® fa(vg)
ed estendendola per linearita a tutto V; ®x V5.

Sia BY := {v{,...,v} }unbase di V; e BY" := {w},...,w!, } unabase di W; (i = 1,2).
Sia M; = (a;;) la matrice associata a f; nelle basi B, B}" e similmente sia M, = (b;;) la
matrice associata a f, nelle basi By , By . Allora

fi® (v @v) = fi(v)) ® fo(v]) = (Z akiw,i) ® (Z bhj“)}%) = Za;ﬂ-bhjw,i ® w;.
k=1 h=1 hk

Pertanto, la matrice associata a f; ® f» nelle basi {v{ ® vf,...,v{ ® v2_...,0; Qv }e
{fwi@wi, ... w@uw?, ... w, ®@w:,} & datadal prodotto di Kronecker M; ® M, definito
tramite
anMy ... ain, Mo
My ® M := : :
A1 M ..o Qpyyny Mo

PROPOSIZIONE 1.7. Siano V, W due spazi vettoriali di dimensione finita su K. Allora
V ®@x W ¢é isomorfo a Hom(V*, W).

DIMOSTRAZIONE. Definiamo una applicazione lineare ® : V ®@x W — Hom(V*, W) sugli
elementi semplici (e poi estendiamola per linearita) tramite

O(v@w)(p) = p)w, VeV

Verifichiamo che & ¢ iniettiva. Sara quindi I’isomorfismo richiesto poiché V @k e Hom(V* 1)
hanno le stesse dimensioni.

Sia {vy,...,v,} unabasedi V,sia {wy, ..., w,} unabasedi W. Sia {v}, ..., v’} labase di
V* duale di {vq,...,v,}. Allora {v; @wy, ..., v,@w,,} ¢ unabase di V ®x V. Per provare che
® ¢ iniettiva basta provare che {®(v; ® wy), ..., P(v, ® w,,)} sono linearmente indipendenti

come vettori di Hom(V*, W). Sia > a;;®(v; ® w;) = 0 (qua 0 ¢ il morfismo nullo da V* in
W). Alloraperk=1,...,n

0= ay®v; @w;)(vp) = > ayvp(vdw; = Y aidpw; = Y axjwy,
i i i J

e questo implica ay; = 0 per ogni k, j essendo {wy, ..., w,, } linearmente indipendenti. Pertan-
to @ ¢ iniettiva. U
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2. Algebra tensoriale di uno spazio vettoriale

Sia V uno spazio vettoriale finito dimensionale su K. Si definisce 7°(V) = Ke, perr € N,
r >0,

%{E

Gli elementi di 77 (V) si dicono tensori controvarianti di grado r. Similmente per s € N si
definisce

To(V) :=T°(V").
Gli elementi di T(V) si chiamano tensori covarianti di grado s. Si pone poi
TI(V) == T"(V) 0k T(V).
DEFINIZIONE 2.1. Lo spazio vettoriale
T(V) =71 (V)
r>0
si dice I’algebra tensoriale di V.

L’algebra tensoriale di V* si chiama anche I’algebra tensoriale duale di V', per definizione
T(V*) = D,50T5(V). Si ha poi Ialgebra tensoriale mista

V)= @ V) o T(V).

r>0,s>0

Presi a,b € T(V),se a € T?(V) e b € T(V), allora si puo definire in modo naturale il
“prodotto” a®@b € TPT9(V). Piu precisamente, se a = ), v;, ®...Qu;, eseb =Y v;®...Qv;,,
si definisce

a®b:= E Vi @...Q00;, QUj; ... QU
La dimostrazione del seguente risultato ¢ semplice e viene lasciata per esercizio:

PROPOSIZIONE 2.2. L’algebra tensoriale T'(V') munita del prodotto & ammette una natu-
rale struttura di anello associativo, tale che, per ogni o € K e a,b € T(V) risulta

ala®b) = (aa) ®b=a® (ab).

Uno spazio vettoriale che abbia una struttura di anello associativo per cui il prodotto per
uno scalare ¢ legato al prodotto di elementi dell’anello come nella proposizione precedente si
chiama una algebra. Cio giustifica la nomenclatura per 7'(V').

In modo simile si vede che 7'(V*) & un’algebra. Similmente si pud dotare T(V') della
struttura di algebra ponendo (v; ® w3) ® (v2 @ W) = v1 @ V2 ® Wi @ Wi per vy @w; € T (V)
e vy @wy € TP(V).



Siano s,7 > Oesiano 0 < ¢ < re 0 < 7 < s. Si definisce una applicazione lineare
cij : TT(V) — TI=}(V), detta contrazione, nel modo seguente (il simbolo"significa rimosso):

i1 ®...0UAW ®...0 W) =
wg*‘(vz‘)vl®~--®ﬁ¢®-..®vr®w’f®...®1&;‘®,,,®w;‘

ESEMPIO 2.3. Per la Proposizione 1.7 esiste un isomorfismo @ : T} (V) — End(V). Sia
f € End(V) Allora

tr(f) = cn(@7H(f))-
Infatti, sia {vy,...,v,} unabase di V e sia {v], ..., v} labase di V* duale alla base scelta di

V. Sia M = (aj;) la matrice associata a f. Allora ®~'(f) = >_, a;;v; ® v}, da cui si ha

cn(q)*l(f)) = ZaijCH(Ui & 1);) = Z aijv;(vi) = Zaijéij = Z Qi = tr(f).

3. Algebra Esterna

Fissato r € N, denotiamo con X(r) il gruppo delle permutazioni su {1,...,7}.

DEFINIZIONE 3.1. Per o € ¥(r) definiamo L, : 7" (V) — T" (V) sugli elementi semplici
tramite

LU(Ul ®...®UT) = VUg(1) @ ... @ Vg(r)

ed estendiamola per linearita.

OSSERVAZIONE 3.2. L’applicazione L, : T"(V) — T" (V) & un isomorfismo. Infatti da-
ta una base di 7" (V') come nella Proposizione 1.5, si verifica facilmente che L, permuta gli
elementi della base.

Dati 0,7 € () si ha
G.1) LyolLy,=L,,.

DEFINIZIONE 3.3. Sia r € N. Si definisce I’applicazione lineare A, : T77(V) — T7(V)
tramite

1
A, = ] Z sgn(o)L,.
)

T oex(r

L applicazione lineare A := @,>0A, : T (V) — T'(V) si chiama I’ alternatore.
Per definizione A|7-(y) = A,. Osserviamo che per ogni r € N e 7 € 3(r) risulta

(3.2) A, o L, =sgn(1)A,.
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Infatti:
A, oL _ L Z sgn(o)Ly, o L an 1 Z sgn(o)L
T T 7"! g g T T! g aT
oeX(r) aex(r)
1 1
:sgn(r);' Z sgn(aT)LgT:sgn(T)ﬁ Z sgn(o7) Ly, = sgn(7)A,.

Coexn(r) L orex(r)

PROPOSIZIONE 3.4. Sia A : T(V) — T(V) Ualternatore. Allora A?> = A. In particolare
ImA =ker(A—id) e T (V) =ker A® Im A.

DIMOSTRAZIONE. Per definizione di A, occorre e basta provare che A? = A, per ogni
r € N. Ma

A2 =A.0A, = % Z sgn(o)A, o L, Y % sgn(o)sgn(o)A,
oeX(r) oeX(r)
1 1
= d A= —rlA, = A,
oeX(r)
Se w € Im A, allora esiste w' € T(V) tale che Aw’ = w. Dunque w = Aw' = A*w' =
A(Aw") = Aw che prova che Aw = w. In altri termini Al;,4 = id e Im A coincide con
I’autospazio relativo all’autovalore 1. Pertanto Im A Nker A = {0} e dunque 7'(V') = ker A &
Im A. U
OSSERVAZIONE 3.5. Se r > n = dim V allora 7" (V') C ker A. Infatti, sia {vq,...,v,}
una base di V, e sia {v;, ® ... ®v;, } labase di 7" (V') ottenuta al variare di iy, ...,%, tral e n.

Proviamo che A(v;, ® ... ®v;,) = 0 per ogni indice. Poiché r > n, esistono almeno due indici
uguali, diciamo i,, . Sia 7 € X(r) la permutazione che scambia a con b e lascia fissi gli altri
elementi. Per ogni permutazione o € Y(r) risulta dunque

Lo‘(“zj ®X...Q0 Uir) = Lo-.,-(’l]il ®X...Q Uir)a

ma le due permutazioni o e o7 hanno segno opposto. Pertanto A, (v;, ® ... ® v;.) = 0, come
enunciato.

DEFINIZIONE 3.6. Siar € N. Si definisce
A"(V):=ImA, = A(T"(V)).
Gli elementi di A”(V) si dicono r-forme. Si definisce poi I’ algebra esterna di V' tramite
A(V):=ImA=EPA(V).
r>0

Per I’Osservazione 3.5, A"(V') = 0 per r > dim V. In particolare dunque
dimV

AV)= P A(v).



Sia adesso Z I’ideale bilatero di 7'(V') generato dagli elementi della forma v ® v. In altre
parole un elemento di Z ¢ una combinazione lineare finita di elementi del tipo v; ® ... ® v ®
v ® ...R® v in cui almeno due elementi consecutivi sono uguali.

LEMMA 3.7. ker A = 7.

DIMOSTRAZIONE. Ragionando in modo analogo a quanto fatto nell’Osservazione 3.5 si
vede che 7 C ker A.

Per provare il viceversa, sia w : T(V) — T(V)/Z la proiezione canonica che ad un e-
lemento w € T'(V') associa la sua classe di equivalenza modulo Z. Poiché Z ¢ un ideale,
T(V')/Z possiede una struttura di anello associativo, il cui prodotto denotiamo con X, e 7 & un
omomorfismo suriettivo di anelli. Dati v, w € V, si ha

O=m((v4+w)®V+w)=1TERKUV+rRUW+WRV+ W W)
=m(v@v)+71(vR W)+ 7(wRv)+ mlww) =mr(v) X m(w) + w(w) X w(v),

da cui segue che 7(v) X 7(w) = —7w(w) X w(v).
Pertanto, fissato r € Nedatio € X(r)evy,...,v. € V,siha

T(Vo(1) @ - .. ® Vo)) = T(Vs1)) X ... X T(Vo(r))

= sgn(o)m (vl) X ... xm(v) =sgn(o)m(v; ® ... 0v,).

Ovvero, 7 o L, = sgn(o)w. Dunque,
1 1
To A, = ] Z sgn(o)mo L, = ] Z sgn(o)’r = 7.

oceX(r) oeX(r)

Questo prova che ker A C kerm = 7. O
COROLLARIO 3.8. Siaw € T(V) e siav € ker A. Alloraw @ v € ker Ae v ® w € ker A.

DIMOSTRAZIONE. Infatti per il Lemma 3.7 risulta ker A = 7 e Z ¢ un ideale bilatero
(dunque chiuso per moltiplicazione a destra e sinistra nell’anello 7'(V). U

OSSERVAZIONE 3.9. Sinoti che A, (v; ®...®v,) = 0se v; = v; per qualche i # j. Infatti,
sia 0 € X(r) una permutazione tale che o(1) = i,0(2) = j. Allora per il Lemma 3.7 e per la
(3.2)

0=A4(Vo1) ® ... ®Us(r)) =5gN(0)A (V1 @ ... Q).

Si pud dare una struttura di anello associativo (di fatto algebra) su A(V') definendo un
prodotto (detto prodotto esterno) nel modo seguente: siano v, w € A(V'), allora
vAw = Alv@w).

Si osservi che la definizione € ben posta, poiché A(V') = Im A C T'(V') e dunque & ben definito
a®bpera,b e A(V). Tale prodotto potrebbe non stare in A(V') e applichiamo dunque A la cui
immagine & proprio A(V).
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PROPOSIZIONE 3.10. Lo spazio vettoriale A(V') con il prodotto N é un anello associativo
tale che, per ogni o € K e a,b € A(V) risulta
ala Nb) = (aa) Nb=aA (ab).
DIMOSTRAZIONE. Per provare che A(V') ¢ un anello associativo, essendo gia un gruppo
abeliano rispetto alla somma, occorre e basta provare che a A (b A ¢) = (a Ab) A cpera,b,c €
A(V') e che valgono le proprieta distributive rispetto alla somma: a A (b+c¢) =aAb+aAc

e(a+0b)ANc=aAc+bA c. Le proprieta distributive sono di immediata verifica poiché ® &
bilineare e A ¢ lineare. Per verificare 1’associativita, si nota che, dati a, b, c € A(V) risulta

(3.3) A(Ala®@b)®@c) =Ala®b® c).
Infatti, per la Proposizione 3.4 risulta a ® b = A(a ® b) + v con A(v) = 0. Dunque
Ala®b®c) = A((Ala®b) +v)®@c) = A(Ala®b) ® c) + A(v ® ¢),
e A(v ® ¢) = 0 per il Corollario 3.8. Similmente
(3.4 Ala@ Ab®c) =Ala®b® c).
Dalle (3.3) e (3.4) si ha
aN(bAc)=AlaRAb®c) =Ala®@b®c) =A(A(a®b) ®c) = (aAb) Ac.

Infine dalla bilinearita di ® e dalla linearita di A si verifica facilmente che per ogni @ € K e
a,b € A(V) vale a(a A b) = (aa) ANb=a A (ab). O

PROPOSIZIONE 3.11. L’algebra esterna A(V') é isomorfa come anello associativo all’anel-
loT(V)/T.

DIMOSTRAZIONE. Per la Proposizione 3.4, risulta 7'(V') = Im A @ ker A. Pertanto (come
isomorfismo di spazi vettoriali)

A(V)~T(V)/ker A.

Per il Lemma 3.7 si ha ker A = Z, e dunque risulta A(V') ~ T'(V') /Z come spazi vettoriali. Sia

p: A(V) — T(V)/T tale isomorfismo. Proviamo che p & anche un isomorfismo di anelli. Per
questo occorre e basta verificare che

pla Ab) = p(a) x p(b),
per ogni a,b € A(V), essendo x il prodotto in T'(V)/Z. Siaw : T(V) — T(V)/Z. Per
definizione di p, si ha p(A(a)) = 7(a). Pertanto

plaAb) = p(Ala®)) = 7(a®b) = n(a) x 7(b) = p(A(a)) x p(A(b)) = pla) x p(b).
e la dimostrazione € conclusa. U
PROPOSIZIONE 3.12. Siano a € AP(V') e b € AY(V). Allora
aNb=(=1)PDbAa.
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DIMOSTRAZIONE. Poiché ogni elemento di A(V') &€ combinazione lineare di immagini me-
diante A di elementi semplici, occorre e basta provare la proposizione per a = v1 A ... A v, e
b=w A... \Nw,.

Osserviamo preliminarmente che, dati v, w € V/, dalla dimostrazione del Lemma 3.7 si vede
che w(v) X m(w) = —m(w) X 7w(v) in T'(V')/Z. Essendo T'(V')/Z ~ A(V') come anelli, per la
Proposizione 3.11 risulta che, dati v,w € A'(V) sihav A w = —w A v. Ma allora, utilizzando
I’associativita del prodotto A,

(Vi A AN A oA wy) =0 AL A (0, Awp) AL Ay,
=—u A AW AY)A AW, =
= (=1 Pwi Ava Ao A Awa Ao Awg = ...
= (=1 (wi Ao Awg) A(vr Ao Awy),

e la dimostrazione ¢ conclusa. |
COROLLARIO 3.13. Risulta a A\ a = 0 per ogni a € A> (V).
DIMOSTRAZIONE. Per la proposizione precedente si ha
ana= (1) 4 N0 =—aAaq,
da cui segue a A a = 0. U

OSSERVAZIONE 3.14. Se v € A*"(V), in generale, a A # 0. Ad esempio, se {vy,...,vs}
sono vettori linearmente indipendenti in V', posto av = v Avy+v3/A\ vy, si ha (si veda il Corollario

3.19)
(1 Avg +v3 Avg) A (V1 Avg +v3 Avg) =201 Avg Avg Aoy # 0.

DEFINIZIONE 3.15. Una forma r-multilineare f su V* si dice alternante se per ogni o €
Y (r) vale
f(v;k'(l)v B 7U;(7‘)) = sgn(a)f(vf, s 7U:)'
Chiaramente, 1’insieme delle forme r-multilineari alternanti su VV* forma un sottospazio
dello spazio delle forme r-multilineari su V*. Ricordiamo che 77 (V') ¢ identificato con lo
spazio delle forme r-multilineari su V'*.

TEOREMA 3.16. A"(V') C T7(V) é identificato con il sottospazio delle forme r-multilineari
alternanti su V*. Inoltre, se {v1,...,v,} é una base di V, allora {v;, \ ... \Nv; }1<iy<..<i<n @

una base di A"(V).

DIMOSTRAZIONE. Poiché gli elementi di A"(V') sono combinazione lineare di immagini
mediante A di elementi semplici, occorre e basta provare che elementi del tipo v, A. . . Av, danno
luogo a forme r-multilineari alternanti su V*. Dato 7 € ¥(r), ricordando che Ao L, = sgn(T)A,
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si ha
('Ul VANRAN UT)(w;k—(l)a ce ,w:(r)) == A(Ul ®X...0 UT)(w;k_(l), e ,w:i(r))
1 . .
= F Z sgn(a)(va(l) ® LIRS ® UJ(T))(wT(l), “ .. ,wT(T))
" o€x(r)
1 . .
= ﬁ Z sgn<o_)w7'(1)(/l}0'(1)) ct w'r(r) (UU(T‘))
L oex(r)
1 . i}
= Z sgn(o)w] (Vo(r-1(1))) - - - Wy (Vo(r=1(r))
" oex(r)
1 . .
- ﬁ Z sgn(U)LU(UTfl(l) X...Q UT—l(T))(wl, C ,wr)
T oex(r)

=AU,y ® ... @ V1)) (W], . wh) = sgn(TTHA( ® ... @ ) (W], ..., w))
=sgn(7)(v1 A ... Avp)(w], ..., w)),

T

pertanto v; A ... A v, € una forma alternante.

Proviamo adesso che ogni forma r-multilineare alternante su VV* proviene da una r-forma
di V. Per farlo, osserviamo preliminarmente che {v;, A ... A v;, }1<iy<. <i.<n € una base di
A"(V). Infatti, poiché {v;, ® ... ® v;, } al variare di iy, ...,4, in {1,...,n} formano una base
di T'(V), la loro immagine mediante A, & un insieme di generatori di A"(1"). Ma, dato che
Ap(vy, ® ... ®v;.) = 0sei; = iy, per qualche i # m (per I’Osservazione 3.9) e dato che
A, oL, = sgn(o)A,, risulta che in effetti {v;, A...Av;, }1<ii<. <i <, € un insieme di generatori
di A"(V'). Per provare che tali elementi sono linearmente indipendenti, supponiamo che

Z iy ipVig N oo A, = 0.

1<ir<...<ip<n

Sia {v},..., v’} labase di V* duale di {vy,...,v,}. Fissati1 < k; < ... <k, <n,siha

0= 5 Nigin Uiy Ao ANV (Vo )
1<it1<..<ir<n
- E )\il~~~irvk1 (/UZI) R UI{,‘T (/U'L'r) - z )\il-uirdk’lil cte 6krir - Aklkr
1<i1<...<ip<n 1<61<...<ir<n

Cio prova che {v;; A ... A b1<iy <. <i,<n SONo linearmente indipendenti.
Sia ora ( una forma r-multilineare alternante su V*. Per 1 < k; < ... < k., < n poniamo

sgn(o)ak, .k, sedoeX(r):o(i;)=kjel<k <...<k.<n

hy.ky = P(VE,, ..., v ). Sinotiche, poiché la forma ¢ ¢ alternante, per ogni iy, ..., i, €
{1,...,n}siha
. . 0 se dl # mtaliche iy = iy,
@(Uilv ) ir) =
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Poniamo ora f :=71> ", . . ak kUK A.. . Avg,. Siano i, ... i, € {1,...,n} fissati.
Si osservi che se i; = i,, per qualche m # [, allora f(v; ,...,v; ) = 0. Supponiamo dunque
iy # im per | # m. Allora esistono unici degli indici 1 < k; < ... < k, < n ed esiste una unica
permutazione & € X(r) tale che 6(k;) =¢; (j =1,...,r). Pertanto:

* * _ * *
fi,...,v0) =r! E Ay Vky AN - N0 (U], 07)
1<k 1<..<kr<n

=r! Z Ay ke, AV, ® . @0, ) (V5,0 0))

1<k1<..<kr<n

1 . .
=t D anky D s80(0); (Votk) - (V)

1<k1<..<kr<n ) oc€eX(r)

1 1 .
=l Z akl,_,krﬁ Z sgn(a)éila(,ﬂ) .. .(5irg(kr) = r!a,;lm,grﬁsgn(a)
1<k <..<kr-<n oex(r)
= sgn(d)ag, i, -
Pertanto f = ¢ (essendo uguali sugli elementi di una base di V* ed essendo multilineari). Cio
prova il teorema. U
OSSERVAZIONE 3.17. Nel corso della dimostrazione precedente si ¢ visto che, se a €
AP(V'),b € A1(V) allora
1

a Ab(wy, ... 7w;;+q> = m Z Sgn(a)a(w;(ly ce 7w;(p))b(w:'(p+l)7 e 7w;(p+q))
" oeX(p+q)

Come corollario immediato del teorema precedente si ha il calcolo della dimensione dello
spazio delle r-forme:

COROLLARIO 3.18. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n su K. Allora per 0 < r <
n si ha dim A" (V) = (7). Inoltre dim A(V) = 2".

COROLLARIO 3.19. Siano vy, ...,v, € V. Allora {vy,...,v,} sono linearmente indipen-
denti se e solo se vy A ... Nv. # 0in A"(V).

DIMOSTRAZIONE. Se {vy,...,v,} sono linearmente indipendenti allora si pud completare
I’insieme ad una base di V' e dunque per il teorema precedente v; A. .. A v, ¢ un elemento di una
base di A”(V) e pertanto non ¢ zero. Viceversa, supponiamo che {vy, ..., v, } siano linearmente
dipendenti. A meno di cambiare I’ordine possiamo supporre v; = Z;ZZ A;jv;. Ma allora

.
vl/\.../\vr:Z)\jvj/\w/\.../\vr:0
j=2

poiché, per j = 2,...,n, si ha
VAUV AL AU = 20 AU AV ATA LAY, = A0 Q0,00 ® .. .QU;®...Qv,) =0
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per la Proposizione 3.12 e il Lemma 3.7. U

Sia adesso f : V' — V una applicazione lineare. Come visto in precedenza f si estende ad
un endomorfismo (che chiamiamo sempre f : T'(V') — T'(V')) che & anche un omomorfismo di
anelli. Pertanto definisce un omomorfismo 7'(V') — T'(V')/Z ~ A(V') tramite la composizione
mo f. Ora, f(v ® v) := f(v) ® f(v). Pertanto f(Z) C Z. E dunque 7 o f definisce un
omomorfismo di anelli (che denotiamo sempre con la stessa lettera) f : A(V) ~ T(V)/Z —
T(V)/Z ~ A(V). In altri termini sugli elementi semplici f & definita da

FO1 A Av) = A1) @ .. @ f(0) = F(v) A A (o).

PROPOSIZIONE 3.20. Sia f : V' — V una applicazione lineare. Se {vy,...,v,} é una base
di'V e M e la matrice associata ad f in tale base, risulta

flor Ao Awy,) =det(M)vy Ao Aoy,

DIMOSTRAZIONE. Sia M = (a;;). Dunque

for Ao Awy) = for) Ao A fo,) = (Zahlvh) AL oA (Z%n%)

h=1
n

= Z Ayt - Ay Upy A oo AU, = Z SgN(0)ag(1)1 - - - (V1 A - .. A Up.

hi,....hn=1 oceX(n)
d
COROLLARIO 3.21. Sia {v1,...,v,} una base di' V. Siano wy,...,w, € V. Supponiamo
che w; =30 | aijvi. Sia M = (a;;). Allora w; A ... \w, = det(M)vy A ... Ay,
DIMOSTRAZIONE. Siponga f : V — V definita tramite f(v;) = w;jperj=1,...,nesi
estenda a V' per linearita. Il risultato segue allora dalla proposizione precedente. U

4. Algebra Simmetrica

DEFINIZIONE 4.1. Sia r € N. Si definisce ’applicazione lineare S, : 7" (V) — T7(V)
tramite

) oeX(r)

L applicazione lineare S := @,>05, : T(V) — T(V') si chiama il simmetrizzatore.

PROPOSIZIONE 4.2. Valgono le seguenti proprieta:
(1) S,oL, =L,0S, =S5, perognioc € X(r).
(2) S2=S5
(3) S, 0A,=A,05,=0perr > 2.
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DIMOSTRAZIONE. (1) ¢ ovvia. (2) segue subito da (1) poiché

SoS—T'ZLoS—'ZS—S

oceX(r ) oeX(r)
Per la (3), si ha
(1) 1
SoA— . ngn U:r' ngn =5 ngn(o):o,
oeX(r) oceX(r ceX(r)

dove si ¢ usato il fatto che per » > 2 il numero delle permutazmm pari ¢ uguale al numero delle
permutazioni dispari e pertanto Zaezm sgn(o) = 0. Similmente si provache A, 0 S, =0. O

OSSERVAZIONE 4.3. Per r = 1 risulta A;(v) = S1(v) = v
COROLLARIO 44. T(V) =1Im S @ ker S. Inoltre Im S = ker(S — id).

DIMOSTRAZIONE. Dalla (2) della proposizione precedente si ha S? = S. La prova & quindi
del tutto analoga a quella della Proposizione 3.4 e la omettiamo. U

Sia K I’ideale bilatero di 7'(V') generato dagli elementi della forma v A w. In altri termini,
K & I'ideale bilatero generato da Im Ay = A*(V) in T(V).

LEMMA 4.5. ker S = K.

DIMOSTRAZIONE. L’argomento ¢ simile a quello della prova del Lemma 3.7 e quindi ne
diamo velocemente 1’idea. Si vede facilmente che I C ker S.
Per il viceversa, sia 7 : T (V') — T(V') /K la proiezione canonica e sia x la moltiplicazione
inT(V)/K. Dalla
1
O=m(vAw)=m(Av®@w)) = E(ﬂ'(?} ®w) —7(w®v)),
si ricava che T'(V') /K & un anello commutativo. Da cui m 0o S = 7 e pertanto ker S C . [
DEFINIZIONE 4.6. Siar € N. Si definisce
S"(V):=1ImS, =S(T"(V)).
Gli elementi di S” (V') si dicono r-tensori simmetrici. Si definisce poi I’algebra simmetrica di
V' tramite
S(V)=Ims=EHs (v
r>0
Si puo definire un prodotto su S(V) tramite
a®b:=S5(a®b),

essendo a,b € S(V).
Utilizzando il Lemma 4.5 si prova il seguente risultato similmente a quanto fatto per I’alter-
natore:



4. ALGEBRA SIMMETRICA 15

TEOREMA 4.7. Il prodotto @ rende S(V') un anello associativo commutativo, isomorfo a
T(V)/K.

In modo simile a quanto fatto per le r-forme, si puo dimostrare che gli r-tensori simmetrici
coincidono con le forme r-multilineari simmetriche su V*. Dove, una forma r-multilineare f
su V* si dice simmetrica se f (v}, ..., Uyqy) = f(v],...,v7) per ogni o € X(r). Pertanto:

TEOREMA 4.8. S™(V)) C T" (V) é identificato con il sottospazio delle forme r-multilineari
simmetriche su V*. Inoltre, se {v,...,v,} é una base di V, allora {v;, ®...0v; }1<i <. <ir<n
¢ una base di S" (V).

Come conseguenza si ha che dim S"(V') = ("*’~") e che S(V') ha dimensione infinita.

Dalla Proprieta (3) della Proposizione 4.2 segue anche che A(V') C ker S e S(V') C ker A,
ma, per r > 3, ker S, ¢ strettamente pil grande di A"(V'). Infatti ker S,. contiene elementi del
tipo v Aw ® u® ... ®u che non stanno in A”(V'). Similmente ker A, € strettamente pit grande
di S"(V). Per r = 2 invece ker Sy = A?(V) (per il Lemma 4.5) e dunque:

PROPOSIZIONE 4.9. T%(V) = A%(V) & S*(V).

Pertanto, tenuto conto che le 2-forme corrispondono a forme bilineari alternanti su V* e i
2-tensori simmetrici corrispondono a forme bilineari simmetriche su V'*, si ha che ogni forma
bilineare su V'* si puo scrivere in modo unico come somma diretta di una forma bilineare alter-
nante e di una forma bilineare simmetrica (ma lo stesso non vale per forme r-multilineari su V*
conr > 3).

Ricordiamo che un polinomio omogeneo di grado £ su V' ¢ una funzione p : V — K
tale che per ogni vy, ...,v, € V fissati, per t1,...,t, € R, la funzione R* > (t;,...,t) —
p(tivy + ... + tpvy) & un polinomio, e che p(\v) = N*p(v) perogniv € V e A € K. L’insieme
dei polinomi omogenei di grado k£ su V' (compreso il polinomio identicamente nullo che ¢
omogeneo di ogni grado) si indica con Py(V') ed & in modo naturale uno spazio vettoriale su K.

Definiamo
V) =PV
k>0
Allora P(V') ammette una naturale struttura di anello associativo commutativo tramite

(p-q)(v) == p(v)glv) veV.p,geP(V).
TEOREMA 4.10. S(V*) é isomorfo come anello a P(V').
DIMOSTRAZIONE. Definiamo ® : T'(V*) — P(V') nel modo seguente. Dato w € T"(V*),

ricordiamo che w puo essere visto come una forma r-multilineare su (V*)* = V. Dunque
possiamo definire $(w) € P(V') tramite

(w)(v) == w(v,...,v).
Poiché w & r-multilineare, & chiaro che ®(w) € PT(V) e si verifica facilmente che ® ¢ un
morfismo di anelli. Asseriamo che ®(S(w)) = ®(w) (il che prova che ker S C ker ®). Infatti,
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sugli elementi semplici si ha

* * 1 * *
(S, (wj @ ... @ w)))(v) = D Wiy ®... @ wiy(v,...,0)

r!
oeX(r)
D’altra parte, se p € P.(V), fissati vy,...,v, € V, espandiamo rispetto a ti,...,¢, I’e-
spressione p(t;v; + ... + t,v,). Poiché p & omogeneo di grado r si ottiene:
ptivr + ... +tv,) = Z Ty o (vn, o))t
j1+~~~+jr:T

Poniamo allora

1
(41) \I/(p)(vl,...,vr) = FTlml(Ul,...,’UT).

Verifichiamo che W(p) & r-multilineare. Per farlo, fissiamo una base {e1,...,e,} di V. Allora
possiamo scrivere

— i1 i
p(xier + ...+ xpe,) = E @iy T T
i1+...Fin=r

essendo a;, . ;, € K. Si ha pertanto v; = 2?21 o je; per opportuni o;; € K. Dunque

n r
t1v1 + ...+ trvr = Z (Z tjaij) €,
i=1 \j=1

da cui si ha

p(tlvl +..+ trvr) =D (Z <Z tjaij> 61')
i=1 \j=1
r i1 r in
= Z Qiy..ip <Z tjalj) . (Z tjanj> )
Jj=1 j=1

M+...+in=r
Da qui segue facilmente che per ogni fissato j = 1, ..., r, il coefficiente di ¢ . . . ¢, ¢ lineare in
a;; peri=1,...,n. Questo significa esattamente che W(p) & r-multilineare.

Verifichiamo adesso che, se p € P,(V) allora ®(¥(p)) = p. Infatti, dato v € V si ha
O (VU(p))(v) = ¥(p)(v,...,v). Per definizione r!¥(p)(v,...,v) & il coefficiente di ¢; ...t,
nella espansione di p(t;v + ... + t,v). Per ’omogeneita si ha:

pltiv+...+tv)=p((t1+ ...+ t.)v) = (t1 +. t.) p(v),

da cui segue subito che il coefficiente di ¢; .. . ¢, & r!p(v) e pertanto <I>( (p))(v)
Questo prova che ¢ ¢ suriettiva ed ¢ pertanto un isomorfismo da 7'(V") / ker
cui inversa ¢ data da .

= p(v).
o — P(V), la
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Per concludere la dimostrazione, visto che sappiamo gia che ker S C ker ®, occorre e basta
provare che ker & C ker S.
A tal fine, verifichiamo che si ha V(P (w)) = w se w € S™(V*). Utilizzando la multilinear-
ita di w si ha
O(w)(tivr + ...+ tv) =w(tyvy + ...+ Lo, .. o + ..+ Ey)

= Z th (v, ..

i1+...+ir=r
Da cui, il termine 771 (v1, . .., v,), per la simmetria di w, ¢ dato da
Ti.1(v1,...,0) = Z W(Vs(1), - - - Uo(ry) = Tw(vr, ..., 0p).
oceX(r)
Pertanto ¥ (®(w)) = wse w € S"(V*). O

La formula (4.1) si dice formula di polarizzazione.



