
LA FORMA DI JORDAN DI UN ENDOMORFISMO

FILIPPO BRACCI

1. POLINOMIO MINIMO E POLINOMIO CARATTERISTICO

SiaV uno spazio vettoriale di dimensione finitaN ≥ 1 suK conK = R,C. Indichiamo con
End(V ) lo spazio delle applicazioni lineari daV in V . SiaT ∈ End(V ). Osserviamo che per un
polinomiop(x) ∈ K[x] è ben definitop(T ) nel modo seguente: sep(x) = a0 + a1x + . . . anx

n

allora
p(T ) = a0Id + a1T + . . . + anT

n ∈ End(V ),

doveT j = T ◦ . . . ◦ T j-volte. Possiamo allora definire

IT = {p ∈ K[x] : p(T ) = 0},
dove0 è ovviamente l’operatore nullo che associa ad ogniv ∈ V l’elemento neutro0. Si prova
subito cheIT è un ideale diK[x].

Lemma 1.1. IT 6= K[x] e IT 6= {0}.
Dimostrazione.È chiaro cheIT 6= K[x]. Inoltre End(V ) ha dimensioneN2. Dato che Id,
T, . . . , TN2

sonoN2 +1 vettori di End(V ) devono essere necessariamente linearmente indipen-
denti e dunque esistonoa0, . . . , aN2 ∈ K tali che

a0Id + . . . + aN2TN2

= 0,

e pertanto il polinomioa0 + . . . + aN2xN2 ∈ IT che dunque noǹe ridotto al solo0. ¤
Dato cheK è un campo ne segue cheK[x] è un anello euclideo e pertantoè a ideali principali

(PID). In particolare esiste un (unico) polinomio monicoµT (x) ∈ K[x] tale che

IT = 〈µT (x)〉.
Definizione 1.2.Il polinomio µT (x) si dice il polinomio minimodi T .

Nota1.3. (1) SiaR un automorfismo diV . Dato che(RTR−1)m = RTmR−1, ne segue che
p(RTR−1) = Rp(T )R−1. In particolare endomorfismi simili hanno lo stesso polinomio
minimo.

(2) Il polinomio minimoè caratterizzato dall’essere quel polinomio monicop di grado min-
imo tale chep(T ) = 0.

(3) End(V ) è unK[x]-modulo tramite la mappaK[x] 3 p 7→ p(T ) ∈ End(V ).

Fissiamo una base diV e associamo aT in tal base la(N ×N)-matriceA. In base all’osser-
vazione 1.3.1̀e possibile parlare di polinomio minimo della matriceA.
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Definizione 1.4.Il polinomio caratteristicodi unT ∈ End(V ) è definito tramite

pT (λ) = det(λId− T ).

Le radici dipT (λ) si dicono gliautovaloridi T .

Si dice che un vettorev ∈ V \ {0} è unautovettoredi T seTv = λv per qualcheλ ∈ K.
Si noti chev ∈ V \ {0} è un autovettore diT se e solo se(T − λId)v = 0 per qualche

λ ∈ K. In particolarev ∈ V \ {0} è un autovettore diT se e solo se l’operatoreλId− T nonè
invertibile, ovvero se e solo sedet(λId − T ) = 0. Pertantoλ è un autovalore diT se e solo se
esiste un autovettore (non nullo)v di T tale cheTv = λv. Si definisce

Vλ = {v ∈ V : Tv = 0}.
È facile verificare cheVλ = {0} se e solo seλ nonè un autovalore diT . Seλ ∈ K è un autoval-
ore diT alloraVλ si chiamo l’autospazio diT relativo all’autovaloreλ. Il nome “autospazio”
suggerisce che effettivamenteVλ sia uno spazio vettoriale. In effetti vale

Teorema 1.5.Siaλ ∈ K un autovalore diT . Allora Vλ è un sottospazio vettoriale diV .

Dimostrazione.Occorre provare cheVλ è chiuso rispetto alla somma e al prodotto per uno
scalare. Sianov, w ∈ Vλ. Allora

T (v + w) = T (v) + T (w) = λv + λw = λ(v + w)

e pertantov + w ∈ Vλ. In modo simile si dimostra cheVλ è chiuso rispetto al prodotto per uno
scalare. ¤
Definizione 1.6.Siaλ ∈ K un autovalore diT ∈ End(V ). La molteplicit̀a algebricama(λ) è
definita come la molteplicità della radiceλ nel polinomio caratteristicopT (x). In altri termini
ma(λ) = α se(x− λ)α dividepT (x) e (x− λ)α+1 non dividepT (x).

La molteplicit̀a geometricadi λ è definita da mg(λ) = dimVλ.

Lemma 1.7. Per un autovaloreλ ∈ K di T vale mg(λ) ≤ ma(λ).

Dimostrazione.Poniamoβ = mg(λ). Allora esiste una base{v1, . . . , vβ, vβ+1, . . . , vN} di V
tale cheVλ = 〈v1, . . . , vβ〉. In tale base la matriceA = (aij) associata aT è tale cheajj = λ
perj = 1, . . . , β, aij = 0 per1 ≤ i < j ≤ β, 1 ≤ j < i ≤ β. Pertanto un calcolo diretto mostra
che(x− λ)β dividepT (x) e dunqueβ ≤ ma(λ) come volevasi. ¤
Proposizione 1.8.Sianoα, β ∈ K due autovalori diT . Seα 6= β allora Vα ∩ Vβ = {0}. In
particolare per ogniv ∈ Vα \{0} ew ∈ Vβ \{0} si ha chev ew sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione.Sev ∈ Vα ∩ Vβ alloraαv = T (v) = βv e dunque(α − β)v = 0. Dato che
α− β 6= 0 ciò implica chev = 0. ¤
Definizione 1.9.SiaW ⊂ V un sottospazio vettoriale diV . Si dice cheW è T -invariantese
Tw ∈ W per ogniw ∈ W .

Un sottospazioW ⊂ V che siaT -invariante si diceT -irriducibile (o semplicementeir-
riducibile) se per ogni sottospazioW ′ ⊂ W che siaT -invariante risultaW ′ = W oppure
W ′ = {0}.
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Sev è un autovettore diT allora 〈v〉 è T -invariante (e irriducibile). Viceversa seW è un
sottospazio unidimensionale diV T -invariante, allora ogniw ∈ W \ {0} è un autovettore diT .
Più in generaleVλ èT -invariante (ma pùo essere o meno irriducibile).

Definizione 1.10.Un’applicazione lineareT ∈ End(V ) si dicetriangolarizzabilese esiste una
base{v1, . . . , vN} di V tale che gli spaziVj = 〈v1, . . . , vj〉 sianoT -invarianti per ognij =
1, . . . , N .

Osserviamo che seT è triangolarizzabile, e la base{v1, . . . , vN} realizza tale triangolariz-
zazione, allorav1 è un autovettore perT . Più in generale la matrice associata aT nell base
{v1, . . . , vN} è una matrice triangolare superiore (ovvero tale cheA = (aij) conaij = 0 per
i > j, i, j = 1, . . . , N ).

Teorema 1.11.Sono equivalenti:
(1) T è triangolarizzabile
(2) Il polinomio caratteristicopT (x) si scompone nel prodotto di fattori lineari.

La dimostrazionèe omessa in questa versione.
In particolare si ha la prima differenza fondamentale tra spazi vettoriali reali e complessi:

Corollario 1.12. SeV è uno spazio vettoriale suC allora ogni T ∈ End(V ) è triangolariz-
zabile.

Dimostrazione.SiaT ∈ End(V ). Per il teorema 1.11 si ha cheT è triangolarizzabile se e solo
se

PT (x) = (x− λ1)
α1 · · · (x− λr)

αr ,

per qualcher ∈ N, λj ∈ C eαj ∈ N tale cheα1 + . . . αr = N . Ma per il teorema fondamentale
dell’algebra questòe sempre vero. ¤

Si ha inoltre

Teorema 1.13(Hamilton-Caley). pT (T ) = 0

La dimostrazionèe omessa in questa versione.
Come conseguenza diretta si ha

Corollario 1.14. Il polinomio minimoµT (x) divide il polinomio caratteristicopT (x). In parti-
colare deg(µT (x)) ≤ N .

Vediamo adesso le relazioni tra autovalori e polinomio minimo

Proposizione 1.15.Seλ è un autovalore diT ∈ End(V ) allora (x − λ) divide il polinomio
minimoµT (x).

Dimostrazione.Siav ∈ V \ {0} tale cheTv = λv. Si consideri l’ideale diK[x] definito da

IT,v := {q ∈ K[x] : q(T )v = 0}.
Chiaramente(x− λ) ∈ IT,v. MaK[x] è un dominio di integrit̀a ad ideali principali, ed essendo
(x − λ) il polinomio monico di grado minimo (le costanti non nulle non stanno inIT,v) in IT,v
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ne segue che(x − λ) è un generatore diIT,v. Ora, per definizione,µT (T )v = 0 e pertanto
µT (x) ∈ IT,v e dunque(x− λ) divideµT (x). ¤

Mettendo assieme il Corollario 1.14 e la Proposizione 1.15 si ottiene il seguente risultato:

Proposizione 1.16.SiaT ∈ End(V ) e supponiamo che il polinomio caratteristico diT sia dato
da

pT (x) = (x− λ1)
α1 · · · (x− λr)

αr

doveλj ∈ K,conλj 6= λi sei 6= j, r ≤ N , 1 ≤ αj ∈ N eα1 + . . . + αr = N .
Allora il polinomio minimoµT (x) è dato da

µT (x) = (x− λ1)
β1 · · · (x− λr)

βr

con1 ≤ βj ≤ αj.

Esempio 1.17.Sia T : C2 → C2 definito daT (x, y) = A(x, y)t, doveA è definita dalla
seguente matrice:

A =

(
1 1
0 1

)
.

Un calcolo diretto ci d̀a pT (λ) = (λ − 1)2. Per il teorema 1.13 si ha cheµT può essereλ − 1
oppure(λ − 1)2. Si scarta subito la prima possibilità dato cheT − Id 6= 0. DunqueµT (λ) =
(λ− 1)2.

2. DIAGONALIZZAZIONE DI ENDOMORFISMI

Definizione 2.1.Un operatoreT ∈ End(V ) si dicediagonalizzabilese esiste una base diV
formata da autovettori diT .

DunqueT è diagonalizzabile se esistonov1, . . . , vN vettori linearmente indipendenti tali che
Tvj = λjvj per qualcheλj ∈ K. Nella base{v1, . . . , vN} che diagonalizzaT la matrice
associata aT è la matrice diagonaleA che ha come entrateλj, ovveroA = (aij) conaij = 0
peri 6= j eajj = λj peri, j = 1, . . . , N .

Teorema 2.2. (1) SeT possiedeN autovalori distinti alloraT è diagonalizzabile.
(2) T è diagonalizzabile se e solo se esistonor autovalori distintiλ1, . . . , λr ∈ K tali che

r∑
i=1

dimVλi
= N.

(3) T è diagonalizzabile se e solo se esistonor autovalori distintiλ1, . . . , λr ∈ K tali che

V = Vλ1 ⊕ . . .⊕ Vλr .

(4) T è diagonalizzabile se e solo se il polinomio caratteristicopT (x) si spezza nel prodotto
di fattori lineari e la molteplicit̀a geometrica di ogni autovalore eguaglia la molteplicità
algebrica.
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Dimostrazione.1. Sianoλ1, . . . , λN gli N autovalori distinti. Allora dimVλj
≥ 1. Perj =

1, . . . , N , siavj ∈ Vλj
un autovettore (non nullo) diT . Occorre e basta provare che{v1, . . . , vN}

sono linearmente indipendenti. Ma questo segue subito dalla Proposizione 1.8. Infatti, sup-
poniamo per assurdovj =

∑
i6=j aivi. Allora vj ∈ Vλj

e d’altra partevj ∈ ⊕i 6=jVλi
. Ma

Vλj
∩ ⊕i6=jVλi

= {0} e pertantovj = 0, contraddizione.
2. SeT è diagonalizzabilèe chiaro che la somma delle dimensioni degli autospaziè N .

Viceversa per ognij si sceglie una base diVλj
indicata da{vj

1, . . . , v
j
βj
} (doveβj = dimVλj

).
Nuovamente per la Proposizione 1.8 i vettori{v1

1, . . . , v
1
β1

, . . . , vr
βr
} sono linearmente indipen-

denti, ma dato che sonoN sono una base diV e quindiT è diagonalizzabile.
3. Segue dal punto 2. precedente e dalla Proposizione 1.8.
4. Se il polinomio caratteristico si spezza nel prodotto di fattori lineari distinti significa che

esistonor ≥ 1 autovalori distintiλ1, . . . , λr tali che ma(λ1)+ . . .+ ma(λr) = N . Se mg(λj) =
ma(λj) per ognij allora (per definizione di molteplicità geometrica) risulta

∑
dimVλj

= N e
si applica il punto 2. Il viceversàe ovvio. ¤

Un criterio pìu fine per la diagonalizzazioneè il seguente, la cui dimostrazione richiede però
il teorema di decomposizione primaria edè posticipata alla sezione successiva:

Teorema 2.3.T è diagonalizzabile se e solo se il polinomio minimoµT (x) si spezza nel prodotto
di fattori lineari distinti, vale a dire se esistonoλ1, . . . , λr ∈ K tutti distinti tali che

µT (x) = (x− λ1) · · · (x− λr).

3. IL TEOREMA DI DECOMPOSIZIONE PRIMARIA NEL CASO DI SPEZZAMENTO LINEARE

DEL POLINOMIO CARATTERISTICO

In questa sezione supponiamoV uno spazio vettoriale di dimensioneN suK = R,C e
T ∈ End(V ). SepT (x) è il polinomio caratteristico diT supponiamo che si spezzi in fattori
lineari:

pT (x) = (x− λ1)
α1 · · · (x− λr)

αr

conr, αj numeri naturali strettamente maggiori di zero tali cheα1 + . . . + αr = N e λj ∈ C
conλj 6= λi sei 6= j. Per la Proposizione 1.16 il polinomio minimoµT (x) è allora dato da

µT (x) = (x− λ1)
β1 · · · (x− λr)

βr

con1 ≤ βj ≤ αj.
Osserviamo che seK = C allora per il teorema fondamentale dell’algebra il polinomio

caratteristico si spezza sempre in fattori lineari.

Definizione 3.1.L’ autospazio generalizzatoEλj
relativo all’autovaloreλj di T è definito tramite

Eλj
= Ker(λjId− T )αj .

Enunciamo adesso le proprietà basilari diEλj
:

Teorema 3.2(Decomposizione Primaria). Se il polinomio caratteristico diT si spezza in fattori
lineari valgono le seguenti:
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(1) Eλj
è un sottospazioT -invariante.

(2) Vλj
⊆ Eλj

.
(3) V = Eλ1 ⊕ . . .⊕ Eλr .
(4) Il polinomio caratteristico diT |Ej

è dato da(x− λj)
αj .

(5) dimEλj
= αj.

(6) Il polinomio minimo diT |Eλj
è dato da(x− λj)

βj .

Dimostrazione.1. Notiamo che

(λjId− T ) ◦ T = T ◦ (λjId− T ).

Pertanto iterando questa relazione si ottiene(λjId− T )s ◦ T = T ◦ (λjId− T )s per ognis ≥ 1.
Dunque sev ∈ Eλj

allora(λjId−T )sv = 0 per qualche1 ≤ s ≤ αj. Pertanto per l’osservazione
precedente si ha

(λjId− T )sTv = T (λjId− T )sv = T0 = 0,

e alloraTv ∈ Eλj
.

2. Dato cheVλj
= Ker(λjId− T ) ⊆ Ker(λjId− T )s per ognis ≥ 1, alloraVλj

⊆ Eλj
.

3.Proviamo cheEλ1 + . . . + Eλr = V . Sianopj(x) =
∏

i6=j(x − λi)
αi per j = 1, . . . , r. I

polinomi pj(x) per j = 1, . . . , r non hanno fattori comuni di grado positivo inC[x], ne segue
che esistonoh1(x), . . . , hr(x) ∈ C[x] tali che

p1(x)h1(x) + . . . + pr(x)hr(x) = 1.

PoniamoVj = pj(T )V . Dalla relazione precedente segue cheV = V1 + . . . + Vr, dato che ogni
v ∈ V si pùo scrivere come

v = p1(T )u1 + . . . + pr(T )ur,

conuj = hj(T )v. Dato chepT (T )v = 0 per il Teorema 1.13, ne segue cheVj ⊂ Ker(λjId −
T )αj = Eλj

e pertantoEλ1 + . . . + Eλr = V . Proviamo adesso cheEλj
∩ (

∑
i6=j Eλi

) = {0}.
Diamo la dimostrazione perj = 1. Sia0 6= v ∈ Eλ1 e supponiamov = u2 + . . . + ur con
uj ∈ Eλj

. Allora p1(T )uk = 0 perk = 2, . . . , r e pertanto deve esserep1(T )v = 0. Per quanto
visto in precedenza risulta

v = p1(T )v1 + . . . + pr(T )vr,

dovevj = hj(T )v. Essendo però pj(T )v = 0 per j 6= 1 (dato chev ∈ Eλ1), ne segue che
pl(T )vl = 0 e dunquev = p1(T )h1(T )v = h1(T )p1(T )v = 0 contro l’ipotesi suv.

4. Per semplificare le notazioni poniamoTj = T |Eλj
. Per i punti 2. e 3. risulta che l’unico

autovalore diTj su Eλj
è λj. Pertanto il polinomio caratteristico diTj è dato dapTj

(x) =
(x − λj)

sj per qualchesj ≥ 1, e sj = dimEλj
. Vogliamo provare chesj = αj. Per farlo

scegliamo una base{v1, . . . , vN} di V in modo tale che i primis1 vettori siano una base diEλ1,
i successivis2 vettori siano un base diEλ2 e cosi via (̀e possibile farlo per il punto 4.). Inoltre
utilizzando il Corollario 1.12 su ciascunTj si può assumere che tale base triangolarizziT . In
tale base la matriceA associata aT è una matrice triangolare superiore tale cheaii = λ1 per
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i = 1, . . . , s1, aii = λ2 peri = s1 + 1, . . . s1 + s2, etc., e si ha

pT (x) =
N∏

i=1

(x− aii).

Pertantosj = αj per ognij.
5. Segue subito dal punto 5. e dalla definizione di polinomio caratteristico.
6. Siaµj(x) il polinomio minimo di Tj = T |Eλj

. Per il punto 5. e per il Corollario 1.14
risulta cheµj(x) = (x− λj)

sj per qualche1 ≤ sj ≤ αj. Dato cheµT (T )v = 0 per ogniv ∈ V ,
ne segue cheµj(x) divide µT (x) per j = 1, . . . , r e dunquesj ≤ βj. D’altra parte, poniamo
p(x) = µ1(x) · · ·µr(x). Poich̀e ogniv ∈ V si scrive come somma diu1 + . . . + ur per qualche
uj ∈ Eλj

risulta chep(T )v = 0 e dunqueµT (x) divide p(x) e pertantosj ≥ βj, da cui la
tesi. ¤

Possiamo adesso dimostrare il Teorema 2.3.

Dimostrazione del Teorema 2.3.SeT è diagonalizzabile la matriceA associata aT in una base
che diagonalizzaT è una matrice diagonale. Un calcolo diretto mostra allora che il polinomio
minimo diT si spezza nel prodotto di fattori lineari distinti. Viceversa, supponiamo cheµT (x)
sia il prodotto di fattori lineari distinti. Per il teorema di decomposizione primaria possiamo
scegliere una base{v1, . . . , vN} di V in modo che i primiα1 vettori formino una base diEλ1, i
successiviα2 vettori formino una base diEλ2, etc.. Vogliamo (e basta) provare che ognivj è un
autovettore diT . Ma il polinomio minimo diT |Eλj

è (x−λj) per il teorema di decomposizione
primaria. Dunque per ogniv ∈ Eλj

vale(T−λjId)v = 0. In particolare ognivj è un autovettore,
come volevasi. ¤

4. DECOMPOSIZIONE SECONDARIA

In questa sezione ci preoccuperemo di trovare una decomposizioneT -invariante diEλj
per

j = 1, . . . , r, nelle ipotesi del Teorema 3.2. Fissiamo dunqueλj. Per semplificare le notazioni
poniamoλ = λj, α = αj e β = βj. Per il Teorema 3.2, si ha che il polinomio caratteristico di
T |Eλ

èpj(x) = (x− λ)α e il suo polinomio minimòeµj(x) = (x− λ)β.

Definizione 4.1.Un sottospazioW ⊂ Eλ si dice unsottospazio ciclicose esistew0 ∈ W tale
che ogni altrow ∈ W è della formap(T )w0 per qualchep(x) ∈ K[x]. Il vettorew0 si dice un
generatore ciclicodi W .

Vale il seguente risultato:

Teorema 4.2(Teorema di decomposizione secondaria). Esiste una decomposizioneT -invariante
di Eλ data da

(4.1) Eλ = Eλ
1 ⊕ . . .⊕ Eλ

ma(λ),

tale che ogniEλ
j è un sottospazio ciclico. Inoltre senj = dimEλ

j , e si ordinano in modo che
1 ≤ nma(λ) ≤ . . . ≤ n1, risulta che

(1) n1 = β.
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(2) (x− λ)nj è il polinomio minimo diT |Eλ
j
.

(3) Ogni altra decomposizioneT -invariante diEλ in sottospazi ciclici ha ma(λ) compo-
nenti e su ogni componente la restrizione diT ha polinomio minimo(x − λ)nj per
j = 1, . . . , ma(λ).

Prima di dare la dimostrazione del Teorema 4.2, premettiamo alcune considerazioni:

Definizione 4.3. I polinomi (x − λ)n1 , . . . , (x − λ)nma(λ) si dicono idivisori elementaridi T
suEλ.

Più in generale, facendo variareλj si ottiene una collezione{(x−λ1)
n1

1 , . . . , (x−λr)
nr
ma(λr)}

di polinomi che sono detti idivisori elementaridi T .

Il Teorema 3.2 e il Teorema 4.2 affermano che i divisori elementari diT sono univocamente
determinati e determinano univocamenteT a meno di coniugio con automorfismi diV . In altri
termini

Proposizione 4.4.SianoT, T ′ due endomorfismi diV tali che il polinomio caratteristicopT (x)
di T e il polinomio caratteristicopT ′(x) di T ′ si spezzano in fattori lineari.T e T ′ hanno gli
stessi divisori elementari se e solo se esiste un automorfismoS di V tale cheT ′ = S ◦ T ◦ S−1.

Dimostrazione.SeT eT ′ sono coniugati allora hanno ovviamente gli stessi divisori elementari.
Viceversa, applicando dai Teoremi 3.2 e 4.2 si ottengono due decomposizioni diV perT e T ′.
L’isomorfismoS si realizza allora mandano ogni generatore ciclico dellaT -decomposizione
nel corrispondente generatore ciclico dellaT ′-decomposizione. I dettagli sono lasciati come
esercizio. ¤
Nota4.5. Il Teorema 4.2nonafferma gli spaziEλ

j sono univocamente determinati, visto che,
come sar̀a chiaro dalla dimostrazione, dipendono dal generatore ciclico (che nonè unico).

Procediamo adesso alla dimostrazione del Teorema 4.2. La dimostrazioneè costruttiva e
fornisce un metodo pratico per trovare la decomposizione secondaria e più in particolare sarà
utilizzata per trovare la forma di Jordan diT .

Dimostrazione del Teorema 4.2.Seβ = 1 alloraT è diagonalizzabile suEλ per il Teorema 2.3
e non c’̀e niente da dimostrare (ogniEλ

j è generato da un autovettore diT ). Supponiamoβ > 1.
Dato cheµj(T ) = (x − λ)β, esistev 6= 0 tale che(T − λId)β−1(v) 6= 0. Osserviamo che
(T − λId)β−1(Eλ) ⊂ Vλ poich̀e (T − λId)β(Eλ) = {0}. Dunque costruiamo la seguente catena
di sottospazi:

{0} ⊂ Im(T − λId)β−1(Eλ) ∩ Vλ ⊆ Im(T − λId)β−2(Eλ) ∩ Vλ ⊆ . . . ⊆ Vλ.

I. Postokβ−1 = dimIm(T − λId)β−1(Eλ) ∩ Vλ, prendiamo una baseuβ−1
1,β−1, . . . , u

β−1
kβ−1,β−1 di

Im(T − λId)β−1(Eλ)∩ Vλ. PoniamoS = (T − λId). Dato che ogniuβ−1
l,β−1 è immagine di(T −

λId)β−1v = Sβ−1v per qualchev ∈ Eλ (che non sar̀a unico dato che ogni altra combinazione
del tipov+u conu ∈ Vλ risolve lo stesso sistema) si possono trovareu0

1,β−1, . . . , u
0
β−1,β−1 ∈ Eλ

tali che perl = 1, . . . , kβ−1

uβ−1
l,β−1 = Sβ−1(u0

l,β−1).
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Poniamouj
l,β−1 = Sj(u0

l,β−1) perl = 1, . . . , kβ−1 e j = 1, . . . , β − 2. Si pone allora

Eλ
l = 〈u0

l,β−1, . . . , u
β−1
l,β−1〉

perl = 1, . . . , kβ−1.

(AI) Si dimostra che dimEλ
l = β perl = 1, . . . , kβ−1 eEλ

i ∩ Eλ
j = {0} peri 6= j.

Posticipiamo la dimostrazione di (AI) e procediamo nella costruzione degli spaziEλ
j . Poniamo

ki = dimIm(T − λId)i(Eλ) ∩ Vλ peri = 0, . . . , β − 2.
II. Se kβ−2 > kβ−1 allora esistono dei vettoriuβ−2

kβ−1+1,β−1, . . . , u
β−2
kβ−2,β−1 tutti non nulli, tali

cheuβ−1
1,β−1, . . . , u

β−1
kβ−1,β−1, u

β−2
kβ−1+1,β−1, . . . , u

β−2
kβ−2,β−1 sono una base di Im(T−λId)β−2(Eλ)∩Vλ.

Come prima si possono trovare dei vettoriu0
kβ−1+1,β−2, . . . , u

0
kβ−2,β−2 ∈ Eλ tali che perl =

kβ−1 + 1, . . . , kβ−2

uβ−2
l,β−2 = Sβ−2(u0

l,β−2).

Poniamouj
l,β−2 = T j(u0

l,β−2) perl = kβ−1 + 1, . . . , kβ−2 e j = 1, . . . , β − 2. Si pone allora

Eλ
l = 〈u0

l,β−2, . . . , u
β−2
l,β−2〉

perl = kβ−1 + 1, . . . , kβ−2 e j = 1, . . . , β − 2.

(AII) Si dimostra che dimEλ
l = β− 2 perl = kβ−1 +1, . . . , kβ−2 eEλ

i ∩Eλ
j = {0} peri 6= j.

La dimostrazione di (AII) è posticipata. Sekβ−1 = kβ−2 si salta il punto II e si passa la punto
III seguente:

III. Se kβ−3 > kβ−2 si ragiona come nel punto II costruendokβ−3 − kβ−2 catene di vettori
uj

l,β−3 perj = 0, . . . , β − 3 e l = kβ−2 + 1, . . . , kβ3. Si definiscono poi gli spazi

Eλ
l = 〈u0

l,β−3, . . . , u
β−3
l,β−3〉

perl = kβ−2 + 1, . . . , kβ−3 e j = 1, . . . , β − 3. Si prova poi

(AIII) Si dimostra che dimEλ
l = β− 3 perl = kβ−2 +1, . . . , kβ−3 eEλ

i ∩Eλ
j = {0} peri 6= j.

Sekβ−3 = kβ−2 si salta il punto III. Si passa poi al punto IV ripetendo il punto II sekβ−4 >
kβ−3. Si prosegue in questo modo poi fino ad arrivare a confrontarekβ−(β−1) ek0 = ma(λ).

Si nota che ogni dim(Eλ
j ∩ Vλ) = 1 e pertanto gliEλ

j sono ma(λ). Inoltre sev ∈ Eλ risulta
(T − λId)β−l(v) = 0 per qualchel = 1, . . . , β − 1. Allora v appartiene allo spazio generato da
uβ−l

β−1,1, . . . , u
β−l
β−1,kβ−1

, u0
β−l,kβ−l−1

, . . . , u0
β−l,kβ−l

cheè contenuto dunque nella somma degliEλ
j .

Proviamo adesso (AI), ..., (Ax). Per prima cosa, postou = u0
j,β−l si vuole provare che

u, Su, . . . , Sβ−lu sono linearmente indipendenti (quil = 1, . . . , β e j = kβ−l−1, . . . , kβ−l).
Infatti sea0u + . . . aβ−lS

β−lu = 0 allora applicandoSβ−l si ottienea0S
β−lu = 0 ed essendo

Sβ−lu 6= 0 per costruzione, risultaa0 = 0. Si applica poiSβ−l+1 e si ottienea1 = 0 e
cosi via fino aaβ−l = 0. Questo dimostra che le dimensioni dei variEλ

j sono quelle volute.
Proviamo poi cheEi ∩ Ej = {0} per i 6= j. Supponiamo cheEi = 〈u, Su, . . . , Sβ−a−1u〉
e Ej = 〈v, Sv, . . . , Sβ−b−1v〉 per certi0 ≤ a, b ≤ β, con Sβ−a−1u e Sβ−b−1v linearmente
indipendenti. Possiamo anche supporea ≤ b. Si vede subito cheu, . . . , Sb−a−1u non possono
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appartenere aEj poich́e Sβ−b(Sju) = 0 solo sej ≥ b − a. Poniamow = Sβ−au e E ′
i =

〈w, . . . , Sβ−b−1w〉. Basta allora dimostrare cheSjw 6∈ Ej per j = 0, . . . , β − b − 1. Sia
Sjw = a0v + . . . + aβ−b−1S

β−b−1v. ApplicandoSβ−b−1 a tale identit̀a si ottieneSj+β−b−1w =
a0S

β−b−1v, da cuia0 = 0 sej > 0 poich̀eSj+β−b−1w = 0 e sej = 0 nuovamentea0 = 0 poich̀e
Sβ−b−1w = Sβ−a−1u e Sβ−b−1v sono linearmente indipendenti. Si procede cosi applicando
successivamenteSβ−b−2, . . . , S, Id per ottenerea1 = . . . = aβ−b−1 = 0.

Per terminare la dimostrazione del teorema occorre verificare (1), (2) e (3). Ma (1) e (2) sono
immediati dalla definizione diEλ

j . Per la (3), siaEλ = W1 ⊕ . . . ⊕Wm una decomposizione
T -invariante in sottospazi ciclici. Siaw1 un generatore ciclico diW1. Allora esiste1 ≤ s ≤
β tale che(T − λId)sw1 = 0 ma (T − λId)s−1w1 6= 0. Vogliamo dimostrare cheW1 =
〈w1, . . . , S

s−1w1〉. Sia w ∈ W1. Allora w = p(T )w1 per qualchep(x) ∈ K[x]. È facile
verificare che allora esisteq(x) ∈ K[x] tale chew = q(S)w1. Infatti sew = a0Tw1 allora
w = a0Sw1 + λw1. Per induzione supponiamo sia vero per tutti i polinomi fino al gradom− 1.
Allora dato cheSm = (T −λId)m = Tm +h(T ) con degh(x) < m e dunqueTm = Sm−h(T ),
sew = p(T )w1 = amTmw1+. . .+a0w1 si haw = amSmw1+g(T )w1 cong(x) di grado minore
di m, e per induzione si ha il risultato. Dunquew1 è un generatoreS-ciclico di W1. Dunque per
ogniw ∈ W1 esiste un polinomioq(x) di gradom tale chew = q(S)w1 = a0w1+. . .+amSmw1.
Ma poich̀e Sjw1 = 0 per j ≥ s si haw = a0w1 + . . . + as−1S

s−1w1. Ragionando come in
precedenza quando abbiamo trovato la dimensione degliEλ

j , si vede chew1, Sw1, . . . , S
s−1w1

sono linearmente indipendenti. Si noti che il polinomio minimo diT ristretto aW1 è (x− λ)s e
dunque la dimensione diW1 coincide con il grado del polinomio minimo diT ristretto aW1. Si
ripete il ragionamento per tutti iWj. Si nota che per ogniWj risulta dim(Wj ∩Vλ) = 1 e quindi
risultam = ma(λ). Ordiniamo in modo decrescente iWj in base alla loro dimensione. Siaηk

il numero di spaziWj di dimensionek. Occorre e basta provare che gliηk sono univocamente
determinati daS. Dalla base diWj si vede subito che

dim(Wj ∩ Sl(Eλ)) = 0 sel ≥ dimWj,

mentre
dim(Wj ∩ Sl(Eλ)) = dimWj − l sel < dimWj.

Pertanto ogni spazio di dimensioneβ−k (conk = 0, . . . , β) contribuisce con(β−k)−(β−j) =
j − k vettori linearmente indipendenti ad una base di Im(Sβ−j) (dove0 < j < k). Pertanto si
ha, per0 ≤ j < β

dim ImSβ−j = jηβ + (j − 1)ηβ−1 + . . . + ηj+1.

Da qui si vede subito cheηβ è determinato solo daS, dunque ancheηβ−1 è determinato solo da
S e cosi via tutti gli altri. ¤

5. LA FORMA DI JORDAN

Definizione 5.1.Una matriceA quadratam ×m si dice unblocco di Jordan di dimensionem
relativo aλ ∈ C seaii = λ, ai+1,i = 1 per i = 1, . . . , m, e tutte le altre entrateaij = 0 se
i 6= j, j + 1. Una matriceN ×N J si dicematrice di Jordanseè una matrice a blocchi, in cui
ogni bloccoè di Jordan.
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Definizione 5.2.SiaT ∈ End(V ). Si dice cheT è riducibile informa di Jordanse esiste una
base (dettabase di JordanperT ) di V in cui la matrice associata aT sia una matrice di Jordan.

Teorema 5.3(Esistenza della forma di Jordan). SiaT ∈ End(V ). L’endomorfismoT è riducibile
in forma di Jordan se e solo se il suo polinomio caratteristicopT (x) si spezza nel prodotto di
fattori lineari.

Dimostrazione.SeT è riducibile in forma di Jordan basta calcolarepT (x) per la matrice asso-
ciata aT nella base di Jordan perT e verificare chèe prodotto di fattori lineari. Viceversa si
applica il Teorema 3.2 e il Teorema 4.2. Dato che ogniE

λj

k è ciclico, per ognij, k si sceglie
un generatore ciclicovjk tale che,(T − λjId)njkvjk = 0 (dovenjk = dimE

λj

k ). Si pone allora
ejk

l = (T − λjId)njk−lvjk, per l = 1, . . . , njk. Per la scelta fatta risulta che{ejk
l }, ordinata

in modo cheejk
l+1 seguaejk

l per ognij, k, è una base diV , e si verifica subito che la matrice
associata aT in tale basèe una matrice di Jordan. ¤
Teorema 5.4(Unicità della forma di Jordan). La forma di Jordan diT ∈ End(V ) quando esiste
è unica a meno di coniugio. In altri termini, seA è una matrice di Jordan diT in una data base
di V eB è una matrice di Jordan diT in un altra base, allora esiste una matriceC invertibile
tale cheB = C−1AC.

Dimostrazione.Notiamo che seA è una matrice di Jordan associata aT in una qualche base,
allora lo spazioV ha una decomposizione in sottospaziT -invarianti ciclici (su ognuno di tali
sottospaziT è dato da un blocco di Jordan diA). Si vede subito che ognuno di tali sottospaziè
contenuto in un (unico) autospazio generalizzato diT e dunque l’unicit̀a segue dal Teorema 4.2.

¤
Per il teorema precedenteè possibile parlare di “numero dei blocchi di Jordan diT di una

certa dimensione relativi ad un autovalore”. In effetti, come si vede dalla dimostrazione dei due
precedenti teoremi,T ha un blocco di dimensionek relativo all’autovaloreλj se e solo se nella
decomposizione spettrale diV relativa aT esisteEλj

s di dimensionek. Poniamo

ηj
k = numero di blocchi di Jordan di dimensionek relativi aλj.

Teorema 5.5(Propriet̀a della forma di Jordan). SiaT ∈ End(V ) tale che

pT (x) = (x− λ1)
α1 · · · (x− λr)

αr

e
µT (x) = (x− λ1)

β1 · · · (x− λr)
βr .

Allora
(1) αj = ηj

1 + 2ηj
2 + . . . + βjη

j
βj

.

(2) ηj
βj
≥ 1.

(3) ηj
1 + . . . + ηj

βj
= mg(λj) = dimVλj

.

(4) dim[Im(T − λjId)βj−k ∩ Eλj
] =

∑k−1
l=0 (k − l)ηj

βj−l perk = 1, . . . , βj − 1.

(5) ηj
βj−k = dim[Im(T − λjId)βj−k+1 ∩ Vλj

]− dim[Im(T − λjId)βj−k ∩ Vλj
].
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(6) ηj
k = 2dimKer(T − λjId)k − dimKer(T − λjId)k+1 − dimKer(T − λjId)k−1.

Dimostrazione.I punti dall’1 al 5 si ricavano direttamente dalla dimostrazione del Teorema 3.2
e 4.2 e dalle osservazioni precedenti. Per quanto riguarda il punto 6., si nota che

dim[Im(T − λjId)βj−k ∩ Eλj
] = rk(T − λjId)βj−k|Eλj

= αj − dimKer(T − λjId)βj−k|Eλj
= αj − dimKer(T − λjId)βj−k,

poich̀e l’operatore(T −λjId)βj−k è invertibile su⊕i6=jEλi
. Dalla formula 4., tenendo conto che

αj = dimKer(T − λjId)βj si ha la formula.
¤


