LA FORMA DI JORDAN DI UN ENDOMORFISMO

FILIPPO BRACCI

1. POLINOMIO MINIMO E POLINOMIO CARATTERISTICO

SiaV uno spazio vettoriale di dimensione find&a> 1 suK conK = R, C. Indichiamo con
EndV) lo spazio delle applicazioni lineari dain V. SiaT' € End(V"). Osserviamo che per un
polinomiop(z) € K[z] & ben definitgy(7") nel modo seguente: $¢x) = ag + a1 + . .. a, "
allora

p(T)=ald+a; T+ ...+ a,T" € EndV),
dovel’ =T o...oT j-volte. Possiamo allora definire
It = {p € K[z] : p(T) = 0},
dove0 e ovviamente 'operatore nullo che associa ad egail” I'elemento neutrd. Si prova
subito chelr € un ideale dK[z].
Lemma 1.1. Iy # Klz] e Iz # {0}.

Dimostrazione E chiaro chel; # K[z]. Inoltre EndV) ha dimensioneV2. Dato che Id,
T,...,TN’ sonoN?+ 1 vettori di End V') devono essere necessariamente linearmente indipen-
denti e dunque esistong, ..., ay2 € K tali che

aold + ... + an:TN =0,
e pertanto il polinomiay + ... + an22V* € Iy che dunque nog ridotto al sold. O

Dato cheK & un campo ne segue cker| € un anello euclideo e pertarga ideali principali
(PID). In particolare esiste un (unico) polinomio monjeg(z) € K[z] tale che

It = {pr(x)).
Definizione 1.2.1l polinomio pr(x) si dice il polinomio minimodi T'.

Notal.3 (1) SiaRunautomorfismo dV’. Dato che RTR™!)" = RT™R™!, ne segue che
p(RTR™') = Rp(T)R™". In particolare endomorfismi simili hanno lo stesso polinomio
minimo.

(2) Il polinomio minimoe caratterizzato dall’essere quel polinomio moniabh grado min-
imo tale chep(T") = 0.
(3) End V) & unK[x]-modulo tramite la mapp&[z] > p — p(T) € End V).

Fissiamo una base &li e associamo & in tal base I N x N)-matriceA. In base all’'osser-

vazione 1.3.E possibile parlare di polinomio minimo della matridge
1
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Definizione 1.4.11 polinomio caratteristicdi unT € EndV') e definito tramite
pr(N) = det(Ald = T).
Le radici dipr()) si dicono gliautovaloridi T'.

Si dice che un vettore € V' \ {0} & unautovettorali T' seT'v = \v per qualche\ € K.

Si noti chev € V' \ {0} & un autovettore dI" se e solo s¢7" — Ald)v = 0 per qualche
A € K. In particolarev € V' \ {0} & un autovettore dI'" se e solo se I'operatordd — 7" noné
invertibile, ovvero se e solo set(Ald — 7) = 0. Pertanto\ & un autovalore di” se e solo se
esiste un autovettore (non nulloYi 7" tale chel'v = Av. Si definisce

V)\:{UEV2TU:O}.

E facile verificare ch&, = {0} se e solo s& noné un autovalore dI'. Se\ € K & un autoval-
ore di7T alloraV, si chiamo lautospazio di’ relativo all'autovalore\. 1l nome “autospazio”
suggerisce che effettivameritg sia uno spazio vettoriale. In effetti vale

Teorema 1.5.Sia) € K un autovalore dil". Allora V), € un sottospazio vettoriale .

Dimostrazione.Occorre provare ch&), e chiuso rispetto alla somma e al prodotto per uno
scalare. Siano,w € V,. Allora

Tw+w)=Tw)+T(w) = v+ Iw = Av+w)

e pertanta + w € V). In modo simile si dimostra chg, e chiuso rispetto al prodotto per uno
scalare. 0

Definizione 1.6.Sia\ € K un autovalore di”’ € EndV'). La molteplicita algebricana\)
definita come la molteplicit della radice\ nel polinomio caratteristicpy(x). In altri termini
ma\) = a se(z — \) divide pr(x) e (x — X\)*™! non dividepr(z).

La molteplicita geometricali \ & definita da m@\) = dimV,.

Lemma 1.7. Per un autovalore\ € K di 7" vale mg\) < ma(\).

Dimostrazione.Poniamos = mg(\). Allora esiste una basgv, ..., vg,vg41,...,on} di V
tale cheV, = (vy,...,vg). In tale base la matricd = (a;;) associata d" & tale chei;; = A
perj=1,...,8,a; =0perl <i<j<pj,1<j<i<p. Pertanto un calcolo diretto mostra
che(x — \)? divide pr(z) e dunque? < ma(\) come volevasi. O

Proposizione 1.8.Sianoq, § € K due autovalori dil". Sea # [ allora V,, N V3 = {0}. In
particolare per ogniv € V,,\ {0} ew € Vj3\ {0} si ha chev ew sono linearmente indipendenti.

DimostrazioneSev € V, NV alloraav = T'(v) = v e dunquea — F)v = 0. Dato che
a — [ # 0 cio implica chev = 0. O

Definizione 1.9.Sial/ C V un sottospazio vettoriale di. Si dice chelV e T'-invariantese
Tw € W per ogniw € W.

Un sottospazidl? C V che siaT-invariante si diceT -irriducibile (0 semplicementer-
riducibile) se per ogni sottospazid”’ C W che siaT-invariante risultalV’ = W oppure
W’ ={0}.
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Sew & un autovettore dI” allora (v) & T-invariante (e irriducibile). Viceversa S& & un
sottospazio unidimensionale Wi T-invariante, allora ogniv € W \ {0} € un autovettore df'.
Piu in generald/, e T-invariante (ma pa essere o meno irriducibile).

Definizione 1.10.Un’applicazione lineard” € EndV') si dicetriangolarizzabilese esiste una
base{v;,..., vy} di V tale che gli spazl; = (v,...,v;) sianoT-invarianti per ognij =
1,...,N.

Osserviamo che S€ e triangolarizzabile, e la bade, ..., vy} realizza tale triangolariz-
zazione, alloray; € un autovettore per. Piu in generale la matrice associatd anell base
{v1,...,vn} € una matrice triangolare superiore (ovvero tale dhe (a;;) cona;; = 0 per
i>7j,i,j=1,..., N).

Teorema 1.11.Sono equivalenti:
(1) T e triangolarizzabile
(2) Il polinomio caratteristicopr () si scompone nel prodotto di fattori lineari.

La dimostrazion@ omessa in questa versione.
In particolare si ha la prima differenza fondamentale tra spazi vettoriali reali e complessi:

Corollario 1.12. SeV & uno spazio vettoriale sG allora ogni7” € EndV') & triangolariz-
zabile.

Dimostrazione.SiaT € End V). Per il teorema 1.11 si ha cliéé triangolarizzabile se e solo
se

Pr(z) = (x—X)* - (z — N\,
per qualche € N, \; € Ceq; € Ntale cheny + ..., = N. Ma per il teorema fondamentale
dell'algebra queste sempre vero. O

Si hainoltre
Teorema 1.13(Hamilton-Caley) pr(7) =0

La dimostrazion®& omessa in questa versione.
Come conseguenza diretta si ha

Corollario 1.14. 1l polinomio minimogu(z) divide il polinomio caratteristic(z). In parti-
colare dedur(z)) < N.

Vediamo adesso le relazioni tra autovalori e polinomio minimo

Proposizione 1.15.Se\ & un autovalore dii’ € End V) allora (z — \) divide il polinomio

minimo ().

Dimostrazione Siav € V' \ {0} tale chel'v = Av. Si consideri I'ideale dK[z] definito da
Ir, ={q € Kz] : ¢(T")v = 0}.

Chiaramentéz — \) € Ir,. MaK][z]| € un dominio di integré ad ideali principali, ed essendo
(x — A) il polinomio monico di grado minimo (le costanti non nulle non stannép) in I,
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ne segue chér — \) € un generatore di;,. Ora, per definizioney,(T)v = 0 e pertanto
pur(z) € Ir, e dunqugz — \) divide pp(x). O
Mettendo assieme il Corollario 1.14 e la Proposizione 1.15 si ottiene il seguente risultato:

Proposizione 1.16 SiaT € End V') e supponiamo che il polinomio caratteristicofisia dato
da

pr(z) = (= A)™ - (= A)™
dove); € K,con\; # \;sei # j,r < N,1<a; e Nea; +...+a, = N.
Allora il polinomio minimour(x) € dato da

pr(z) = (x = M) (z = A7
conl S ﬁ] S Oéj.

Esempio 1.17.SiaT : C* — C? definito daT'(z,y) = A(z,y)!, dove A & definita dalla

seguente matrice:
11
A= (0 1) '

Un calcolo diretto ci d pr()\) = (A — 1)2. Per il teorema 1.13 si ha che- pud essere\ — 1
oppure(\ — 1)2. Si scarta subito la prima possibdliiato chel’ — Id # 0. Dunquepur()\) =
(A —1)2

2. DIAGONALIZZAZIONE DI ENDOMORFISMI

Definizione 2.1.Un operatorel’ € End V) si dice diagonalizzabilese esiste una base Wi
formata da autovettori df'.

DunqueT” e diagonalizzabile se esistong . . ., vy vettori linearmente indipendenti tali che
Tv; = Ajv; per qualche\; € K. Nella base{v,...,vx} che diagonalizzd’ la matrice
associata d' & la matrice diagonald che ha come entrate;, ovveroA = (a;;) cona;; = 0
peri;éjeajj :)‘j perz’,j = 1,...,N.

Teorema 2.2. (1) SeT possiedeV autovalori distinti alloral” e diagonalizzabile.

(2) T e diagonalizzabile se e solo se esisterautovalori distinti\;, . .., A, € K tali che
> dimly, = N.
=1

(3) T e diagonalizzabile se e solo se esistorautovalori distinti\q, ..., A, € K tali che

V:VM@"'@VM‘

(4) T e diagonalizzabile se e solo se il polinomio caratterisfig0x) si spezza nel prodotto
di fattori lineari e la molteplicia geometrica di ogni autovalore eguaglia la moltepkcit
algebrica.
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Dimostrazione.l. Siano);, ..., Ay gli N autovalori distinti. Allora din¥,, > 1. Perj =
1,...,N,siav; € V,, unautovettore (non nullo) di. Occorre e basta provare chg, ..., vy}

sono linearmente indipendenti. Ma questo segue subito dalla Proposizione 1.8. Infatti, sup-
poniamo per assurdo; = »_,, a;v;. Allorav; € V), e daltra partev; € @ix;V),. Ma

Vi, N @iz Vi, = {0} e pertanta; = 0, contraddizione.

2. SeT e diagonalizzabile chiaro che la somma delle dimensioni degli autospaXi.
Viceversa per ognj si sceglie una base di, indicata dafv7, . .. ,vgj} (dove3; = dimVy)).
Nuovamente per la Proposizione 1.8 i vettorf, . . . ,vél, ..., vp } sono linearmente indipen-
denti, ma dato che son® sono una base di e quindi7 & diagonalizzabile.

3. Segue dal punto 2. precedente e dalla Proposizione 1.8.

4. Se il polinomio caratteristico si spezza nel prodotto di fattori lineari distinti significa che
esistona- > 1 autovalori distinti\,, ..., A, taliche m@\;) + ...+ ma\,) = N. Sem@);) =
ma()\;) per ognij allora (per definizione di moltepliGtgeometrica) risulta_ dimVy, = N e
si applica il punto 2. Il viceversa ovvio. 0

Un criterio pu fine per la diagonalizzazioreeil seguente, la cui dimostrazione richiedeger
il teorema di decomposizione primaria egbosticipata alla sezione successiva:

Teorema 2.3.7" & diagonalizzabile se e solo se il polinomio minimdz) si spezza nel prodotto
di fattori lineari distinti, vale a dire se esistony, ..., A\, € K tutti distinti tali che

pr(x) = (& = A1) - (= Ay).

3. |L TEOREMA DI DECOMPOSIZIONE PRIMARIA NEL CASO DI SPEZZAMENTO LINEARE
DEL POLINOMIO CARATTERISTICO

In questa sezione supponiamouno spazio vettoriale di dimensioné suK = R, C e
T € EndV). Sepr(x) & il polinomio caratteristico di’ supponiamo che si spezzi in fattori
lineari:

pr(z) = (z = A)* - (2 =A™
conr, a; numeri naturali strettamente maggiori di zero taliehet ... + o, = Ne); € C
con\; # \; sei # j. Per la Proposizione 1.16 il polinomio minime (z) € allora dato da
pr(e) = (= X)% - (@ = A)*

conl < f3; < q.
Osserviamo che s = C allora per il teorema fondamentale dell’algebra il polinomio
caratteristico si spezza sempre in fattori lineari.

Definizione 3.1.L autospazio generalizzak,, relativo all'autovalore\; di 7" e definito tramite
Ey, = Ker(\ld — 1),
Enunciamo adesso le propagbasilari dif) :

Teorema 3.2(Decomposizione Primariape il polinomio caratteristico di’ si spezza in fattori
lineari valgono le seguenti:
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(1) E\, & un sottospazi@-invariante.

(2) V\; C Ey,.

B V=E,&...8E,.

(4) Il polinomio caratteristico dil'|;; & dato da(z — ;).
(5) dimE), = a.

(6) Il polinomio minimo diT|EAj e dato da(z — \;)%.

Dimostrazione.l. Notiamo che
(A\ld=T)oT =To (\Id-T).

Pertanto iterando questa relazione si ottiexigd — 7)° o 7' = T o (A\;1d — T)® per ognis > 1.
Dunque se € £, allora(A;ld—T")°v = 0 per qualchd < s < «;. Pertanto per 'osservazione
precedente si ha

(\jld — T)*Tw = T(\ld — T)*v = TO = 0,

e alloraTv € E,,.

2. Dato chely, = Ker(\;ld — T') C Ker(\;ld — T')° per ognis > 1, alloraVy, C Ej,.
3.Proviamo chey, + ... + Ej, = V. Sianop;(z) = [],;(x — A)* perj =1,...,r. |
polinomip;(z) perj = 1,...,r non hanno fattori comuni di grado positivo @jz|, ne segue

che esistona, (z), ..., h,(z) € C[z] tali che

pi(x)hy(x) + ... + pe(2)he(2) = 1.

PoniamoV; = p;(T")V. Dalla relazione precedente segue the- V; + ...+ V;, dato che ogni
v € V si puw scrivere come

v=p1(Tus + ...+ p(T)u,,

conu; = h;(T)v. Dato chepr(T)v = 0 per il Teorema 1.13, ne segue chieC Ker(\;ld —

T)% = E,, e pertantak, + ... + E,, = V. Proviamo adesso ch,, N (>_,; Ex,) = {0}

Diamo la dimostrazione per = 1. Sia0 # v € E,, € supponiame = uy + ... + u, con

u; € Ey,. Allorap,(T)u, = 0 perk = 2,...,r e pertanto deve essesg(1')v = 0. Per quanto
visto in precedenza risulta

v=pi(T)vy + ...+ p.(T)v,,

dovev; = h;(T)v. Essendo pérp,;(T)v = 0 perj # 1 (dato chev € E,,), ne segue che
pi(T)v = 0 edunquey = py(T)hy(T)v = hy(T)p:(T)v = 0 contro I'ipotesi sw.

4. Per semplificare le notazioni poniariip = T|Exj. Per i punti 2. e 3. risulta che l'unico
autovalore dil; su E,, & \;. Pertanto il polinomio caratteristico di; e dato dapy,(r) =
(x — Xj)* per qualches; > 1, es; = dimE),,. Vogliamo provare che; = «;. Per farlo
scegliamo una basey, ..., vy} di V in modo tale che i primi; vettori siano una base di,, ,

i successivis, vettori siano un base di,, e cosi via € possibile farlo per il punto 4.). Inoltre
utilizzando il Corollario 1.12 su ciascufi si pud assumere che tale base triangolariZziln
tale base la matricd associata & € una matrice triangolare superiore tale ehje= \; per
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t=1,...,81,a; = Ny peri=s;+1,...s51 + s9, €tc., e si ha
N
pr(z) = H(x — Q).
=1
Pertantos; = «; per ognij.

5. Segue subito dal punto 5. e dalla definizione di polinomio caratteristico.

6. Siay,;(z) il polinomio minimo di7; = T\Exj. Per il punto 5. e per il Corollario 1.14
risulta chey;(x) = (x — A;)* per qualchd < s; < «;. Dato cheus(T")v = 0 per ogniv € V,
ne segue chg,(x) divide up(x) perj = 1,...,r e dunques; < ;. D’altra parte, poniamo
p(z) = pi(x) - - p,(x). Poicke ogniv € V' si scrive come somma di, + ... + u, per qualche
u; € E), risulta chep(T)v = 0 e dunqueur(z) divide p(z) e pertantos; > 3;, da cui la
tesi. O

Possiamo adesso dimostrare il Teorema 2.3.

Dimostrazione del Teorema 2.8e7T € diagonalizzabile la matricé associata " in una base

che diagonalizzd" € una matrice diagonale. Un calcolo diretto mostra allora che il polinomio
minimo di T si spezza nel prodotto di fattori lineari distinti. Viceversa, supponiamq.¢fie)

sia il prodotto di fattori lineari distinti. Per il teorema di decomposizione primaria possiamo
scegliere una bas), ..., vy} di V in modo che i primin; vettori formino una base dt),, i
successiviy, vettori formino una base dt),, etc.. Vogliamo (e basta) provare che ogne un
autovettore di’. Ma il polinomio minimo diT]EA]_ e(x— ;) per il teorema di decomposizione
primaria. Dunque per ognic £, vale(T—\;ld)v = 0. In particolare ogni; € un autovettore,
come volevasi. OJ

4. DECOMPOSIZIONE SECONDARIA

In questa sezione ci preoccuperemo di trovare una decomposizion@riante diEy; per
j =1,...,r, nelle ipotesi del Teorema 3.2. Fissiamo dunguePer semplificare le notazioni
poniamo\ = \;, « = a; € 3 = 3;. Per il Teorema 3.2, si ha che il polinomio caratteristico di
T|g, ep;(z) = (x — \)* e il suo polinomio minima u;(z) = (z — \)”.

Definizione 4.1.Un sottospazidV C F, si dice unsottospazio ciclicee esistev, € WV tale
che ogni altrow € W & della formgp(T)w, per qualche(z) € K[z]. Il vettorew, si dice un
generatore ciclicdi .

Vale il seguente risultato:

Teorema 4.2(Teorema di decomposizione secondarizgiste una decomposiziofieinvariante
di I/, data da

(4.1) Ex=E®...® Emay).

tale che ogniEjA € un sottospazio ciclico. Inoltre 3¢ = dimEjA, e si ordinano in modo che
1 <nmay) < ... < ny, risulta che

(1) ny = 8.
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(2) (z —A)™ e il polinomio minimo dil’| ;.
J
(3) Ogni altra decomposizioné-invariante di £, in sottospazi ciclici ha m@) compo-
nenti e su ogni componente la restrizioneZdiha polinomio minimox — \)" per
j=1,...,ma).

Prima di dare la dimostrazione del Teorema 4.2, premettiamo alcune considerazioni:

Definizione 4.3.1 polinomi (x — \)™, ..., (z — X\)"Ma» si dicono idivisori elementardi T
SUFE).
Piu in generale, facendo variake si ottiene una collezionf(z— A\, )™, . . ., (z—\,)"Maxn }

di polinomi che sono dettidivisori elementardi T

Il Teorema 3.2 e il Teorema 4.2 affermano che i divisori elementafi sibno univocamente
determinati e determinano univocameiit@ meno di coniugio con automorfismi di. In altri
termini

Proposizione 4.4.SianoT, T’ due endomorfismi di” tali che il polinomio caratteristico(x)
di T" e il polinomio caratteristicayr (x) di 7" si spezzano in fattori lineariZ” e 7" hanno gli
stessi divisori elementari se e solo se esiste un automorffsdnd” tale chel” = SoT o S~1.

Dimostrazione.SeT eT’ sono coniugati allora hanno ovviamente gli stessi divisori elementari.
Viceversa, applicando dai Teoremi 3.2 e 4.2 si ottengono due decomposiziometi’ e T".
L'isomorfismo S si realizza allora mandano ogni generatore ciclico dédecomposizione
nel corrispondente generatore ciclico deélladecomposizione. | dettagli sono lasciati come
esercizio. OJ

Nota4.5. Il Teorema 4.2nonafferma gli spazi} sono univocamente determinati, visto che,
come sai chiaro dalla dimostrazione, dipendono dal generatore ciclico (ché noito).

Procediamo adesso alla dimostrazione del Teorema 4.2. La dimostraziovstruttiva e
fornisce un metodo pratico per trovare la decomposizione secondatiaire particolare sar
utilizzata per trovare la forma di Jordan’di

Dimostrazione del Teorema 4.83e5 = 1 alloraT” € diagonalizzabile s&), per il Teorema 2.3
e non cé niente da dimostrare (ogEg\ e generato da un autovettoreldi. Supponiamg’ > 1.
Dato chey;(T) = (z — \)?, esistev # 0 tale che(T — Ad)?~1(v) # 0. Osserviamo che
(T — A\Id)?~1(E,) c V), poiche (T — Mld)?(E,) = {0}. Dungue costruiamo la seguente catena
di sottospazi:

{0} € Im(T — Ald)"~H(E) NV, CIm(T — Md)P2(E\) N Vy C ... C V.
|. Postoks_; = dimim(7' — Ald)?~!(E,) NV, prendiamo una base ', ... u; " 5, di
Im(T — Ald)?~1(E,) N Vi. PoniamaS = (T — Ald). Dato che ognis);*, & immagine d{7" —
Ald)#~1y = S§8~1y per qualchey € E, (che non sar unico dato che ogni altra combinazione
del tipov+u conu € V, risolve lo stesso sistema) si possono trovgrg ;,...,u%_; 5, € Ey
talicheper =1,... ks

upgty =8P uf5_y).
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PoniamoLL{ﬁi1 = S (ups_y) peri=1,...,kg_yej=1,...,6—2. Sipone allora
-1
ElA = (uloﬁ_l, e ,ufﬂfﬁ
perl=1,..., ks 1.

(A;) Sidimostrache difi} = g perl =1,...,ks_y e E} N E} = {0} peri # j.
Posticipiamo la dimostrazione dil() e procediamo nella costruzione degli spEj’Zl Poniamo
k; = dimim(T — Md)'(E\) NV peri =0,...,3 — 2.

Il. Seks_o > ks, allora esistono dei vettozﬁ*2 gt Up o tutti non nulli, tal
cheu; ;" ... ,ufﬁ U 11 Ug ) 51 SONO UNa base di I(ﬂ“ Ald)#=2(E\)NVA.

Come prima si possono trovare de| vetto%ﬁlifﬁw_% e ,ugHﬂ_Z € [, tali che perl =
]Cg_l + 1, ceny kg_g

2 —
ulﬁﬁ 2= =5’ 2(“25—2)-
PonlamOu{[, =T (u)g ) perl =ks_1+1,...,ksg_oej=1,...,3 —2. Sipone allora

-2
El = <ulﬁ 27~--7U1’iﬁ72>

perl =ks_1+1,...,kgoe€j=1,...,0—2.
(A;;) Sidimostrache dimf} = 3—2perl = ks_1+1,...,kg_s e E} N E} = {0} peri # j.
La dimostrazione di4l;;) € posticipata. S&;_; = kz_, Si salta il punto Il e si passa la punto

[l seguente:
lll. Se kg_3 > ksz_o si ragiona come nel punto Il costruenélg 5 — ks_, catene di vettori

u s 3perj=0,...,0 -3el=ksgo+1,..., ks. Sidefiniscono poi gli spazi

El)‘ = <u?ﬁ73, . ,uf}/g%)
perl =kgo+1,....kg_3ej=1,...,8— 3. Siprova poi
(A7) Sidimostrache dimi)} = 3 —3perl = ks_o+1,...,ks_se E} N E} = {0} peri # j.

Seks_3 = kg_o si salta il punto lll. Si passa poi al punto IV ripetendo il punto Ilkge, >
ks—3. Si prosegue in questo modo poi fino ad arrivare a confromtarg_,y e ko = ma(\).

Si nota che ogni dir(nEA NVy) = 1 e pertanto inE} sono m@)\). Inoltre sev € FE), risulta
(T — Nd)?~(v) =0 per qualché =1, ..., 3 — 1. Allora v appartiene allo spazio generato da
UGy s U Uk, oo UGy, , CE@ contenuto dunque nella somma deig

Proviamo adessoA(), ..., (4,). Per prlma cosa, posto = ug-)ﬁfl si vuole provare che
u, Su, ..., S% " sono Iinearmente indipendenti (qui= 1,...,8ej = ksgy1,...,kz_1).
Infatti seagu + . ..az_;S°~'u = 0 allora applicande&s”~! si ottienea,S°~'u = 0 ed essendo
SP=tu #+ 0 per costruzione, risulta, = 0. Si applica poiS®~+! e si ottienea; = 0 e
cosi via fino aas_; = 0. Questo dimostra che le dimensioni dei vE]ji sono quelle volute.
Proviamo poi cheZ; N E; = {0} peri # j. Supponiamo ché’; = (u, Su, ..., S 1)
e E; = (v,9,...,5°7 1) per certi0 < a,b < 3, conSP~*"1y e SP~0~1y linearmente
indipendenti. Possiamo anche suppere b. Si vede subito che, . .., S*~* 4 non possono
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appartenere &, poiche S°~*(S/u) = 0 solo sej > b — a. Poniamow = S# %u e E! =
(w,...,SP~"1y). Basta allora dimostrare ch®/w ¢ FE; perj = 0,...,6 — b — 1. Sia
Siw = agv + ... + ag_p_15°~""1v. ApplicandoS”~*~! a tale identik si ottieneS+-0=1y =
apS?~"~1v, da cuiay = 0 sej > 0 poiche S7+7-b=1y = 0 e sej = 0 nuovamente, = 0 poiche
Sh=b=1y = S§P~a=1y e SP~*~1y sono linearmente indipendenti. Si procede cosi applicando
successivamentg’ =2 ... S, Id per ottenere;, = ... = az__; = 0.

Per terminare la dimostrazione del teorema occorre verificare (1), (2) e (3). Ma (1) e (2) sono
immediati dalla definizione dE]A Per la (3), siab), = W, & ... & W,, una decomposizione
T-invariante in sottospazi ciclici. Sia; un generatore ciclico dit;. Allora esistel < s <
3 tale che(T — Ald)*w; = 0 ma (T — Ad)*'w; # 0. Vogliamo dimostrare ché/; =
(wy, ..., S wy). Siaw € Wi. Alloraw = p(T)w, per qualchep(z) € K[z]. E facile
verificare che allora esistgz) € K|z] tale chew = ¢(S)w;. Infatti sew = ayTw, allora
w = apSw; + Aw;. Per induzione supponiamo sia vero per tutti i polinomi fino al grade 1.
Allora dato cheS™ = (T'— Ald)™ = T™ + h(T') con de@(x) < m e dunquel™ = S™ —h(T),
sew = p(T)wy = ap, T w1 +. . .+agw; Sihaw = a,,S™w;+¢g(T)w; cong(x) di grado minore
di m, e per induzione si ha il risultato. Dunque € un generatorg§-ciclico di 1/;. Dunque per
ogniw € W, esiste un polinomiq(x) digradom tale chew = ¢(S)w; = agw;i+. . .+a, S™w;.
Ma poiche S7w; = 0 perj > s si haw = agw;, + ... + a,_15° 'w,. Ragionando come in
precedenza quando abbiamo trovato la dimensione ﬂ@glﬂ;i vede chevy, Swy, ..., S tw,
sono linearmente indipendenti. Si noti che il polinomio minim@'distretto al; & (z — \)® e
dunque la dimensione dii’; coincide con il grado del polinomio minimo @i ristretto al¥/;. Si
ripete il ragionamento per tuttii’;. Si nota che per ognii/; risulta dimWW; NV,) = 1 e quindi
risultam = ma(\). Ordiniamo in modo decrescentéli; in base alla loro dimensione. Sija
i numero di spazi¥; di dimensioné:. Occorre e basta provare che glisono univocamente
determinati d&5. Dalla base diV; si vede subito che

dim(W,; N S(Ey)) =0 sel > dimWV;,

mentre

dim(W,; N S'(Ey)) = dimW; — [ sel < dimW/;.
Pertanto ogni spazio di dimensiofie-k (conk = 0, ..., 3) contribuisce cotif—k)—(8—7j) =
j — k vettori linearmente indipendenti ad una base didftr/) (dove0 < j < k). Pertanto si
ha, pel0 <j < g

dim ImS?~7 = jng + (j — Vnp_1 + ... + 1011
Da qui si vede subito che; e determinato solo d&, dunque anchgs_; e determinato solo da
S e cosi via tutti gli altri. O

5. LA FORMA DI JORDAN

Definizione 5.1.Una matriceA quadratan x m si dice unblocco di Jordan di dimensione
relativo aA € C sea; = A, a;41, = 1 peri = 1,...,m, e tutte le altre entrate;; = 0 se
i # j,j+ 1. Una matriceN x N J si dicematrice di Jordagee una matrice a blocchi, in cui
ogni bloccoe di Jordan.
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Definizione 5.2.Sia7T € End V). Si dice chel’ é riducibile informa di Jordarse esiste una
base (dettdase di JordaperT) di V' in cui la matrice associata/asia una matrice di Jordan.

Teorema 5.3(Esistenza della forma di Jordar§iaZ” € End V). L'endomorfismd@” e riducibile
in forma di Jordan se e solo se il suo polinomio caratteristigdx) si spezza nel prodotto di
fattori lineari.

Dimostrazione.SeT e riducibile in forma di Jordan basta calcolaxgx) per la matrice asso-
ciata a7’ nella base di Jordan pé&t e verificare che prodotto di fattori lineari. Viceversa si
applica il Teorema 3.2 e il Teorema 4.2. Dato che o@fﬁ e ciclico, per ognij, k si sceglie
un generatore ciclico;;, tale che, (7" — A;ld)"*v;, = 0 (doven;, = dimE,ij). Si pone allora
el¥ = (T — M\ld)"#~t,, perl = 1,...,n,,. Per la scelta fatta risulta cHe’*}, ordinata
in modo chee{f1 seguae{k per ognij, k, € una base dv, e si verifica subito che la matrice
associata 4 in tale based una matrice di Jordan. O
Teorema 5.4(Unicita della forma di Jordan)-a forma di Jordan dii” € EndV') quando esiste
e unica a meno di coniugio. In altri termini, sée una matrice di Jordan df’ in una data base
di V' e B & una matrice di Jordan dI’ in un altra base, allora esiste una matricéinvertibile
tale cheB = C~*AC.

Dimostrazione Notiamo che sel € una matrice di Jordan associat@d @ una qualche base,

allora lo spaziol” ha una decomposizione in sottosp@zinvarianti ciclici (su ognuno di tali

sottospazil’ e dato da un blocco di Jordan d). Si vede subito che ognuno di tali sottospazi

contenuto in un (unico) autospazio generalizzatf didunque I'unicia segue dal Teorema 4.2.
O

Per il teorema preceden&epossibile parlare di “numero dei blocchi di Jordariddi una
certa dimensione relativi ad un autovalore”. In effetti, come si vede dalla dimostrazione dei due
precedenti teoremi’ ha un blocco di dimensionerelativo all'autovalore); se e solo se nella

decomposizione spettrale Wirelativa al’ esisteE,’ di dimensione:. Poniamo
n.. = numero di blocchi di Jordan di dimensioheelativi a.\;.
Teorema 5.5(Propriet della forma di Jordan)SiaT € End V') tale che
pr(z) = (x = A)™ - (2 = A)™

e
pr(x) = (= A)? - (@ = A)7
Allora
(1) ;= m+2m + ..+ By,
(2) m, = 1.
) 7l + ...+, = mg(y;) = dimV),. }
(@) dim[Im(7 = \1d)% =% 1 By ] = 3050 (k= D, perk =1,..., 8; — 1.

(5) 11, = dimIm(T — \;1d)% ~++1 AV, ] — dim[Im(T — A;1d)% =+ NV, ).
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(6) 1) = 2dimKer(T — \;1d)* — dimKer(T — \;1d)*+! — dimKenT — \;Id)*~.

Dimostrazione.l punti dall'l al 5 si ricavano direttamente dalla dimostrazione del Teorema 3.2
e 4.2 e dalle osservazioni precedenti. Per quanto riguarda il punto 6., si nota che

dim{Im(T — A\1d)* =% N By ] = k(T — A1d) %",
= a; — dimKer(T' — \1d)»~*| 5, = a; — dimKer(T' — \;1d)* ",

poicheé 'operatorgT" — \;1d)% ~* & invertibile sup; ., E,,. Dalla formula 4., tenendo conto che
a; = dimKer(T — \;1d)% si ha la formula.
U



