Algebra II.  10. Campi finiti. Roma, 25 dicembre 2017
1. Fattorizzare il polinomio X — X € F3[X] in fattori irriducibili.
2. Sia k = F16.
(a) Per quanti elementi o € k si ha che k = Fa(«)?
b) Quanti elementi o € k* hanno ordine 157

)
a) Dimostrare che X2 — 2 & un polinomio irriducibile in F5[X].
b) Dimostrare che F5(v/2) = F5[X]/(X? —2) & un campo di 25 elementi.
)
)
)

Dimostrare che X2 — 3 & un polinomio irriducibile in F5[X].
Esibire un isomorfismo fra i campi F5(v/2) e F5(V/3).

5. Il polinomio X? + 2 ¢ irriducibile in F7[X]? Stessa domanda per X3 + 2 in F3y3[X].

6. (a) Dimostare che per ogni z € F3y — Fy si ha che Fi, = ().
(b) Per quanti polinomi f € F3[X] si ha che Fo[X]/(f) = F32?

~J

. Sia p > 2 un primo.
(a) Dimostrare che il campo F,2 contiene una radice primitiva ottava dell’unita.
(b) Dimostrare che 2 ¢ un quadrato in Z, se e solo se p = £1 (mod 8).

8. La funzione di Mébius p: Z>1y — {—1,0,+1} ¢ data da
(n) = 0; se esiste un primo p tale che p? divide n,
) = (—1)%; sen & prodotto di ¢ primi distinti.
(a) Dimostrare che p(nm) = pu(n)pu(m) se med(n, m) = 1.
(b) Dimostrare che per ogni n > 1 si ha che

1; sen=1,
dzz,u(d) - {0; sen > 1.

(c) (Inversione di Mobius) Siano f, g due funzioni Z>; — C con la proprieta che
> djn f(d) = g(n) per ogni n € Z>;. Dimostrare che

f(n) = ZN(%)Q(CZ)7 per ogni n € Zx;.
d|n

9. Sia p un primo. Per ogni intero n > 1 sia b,, il numero di polinomi irriducibili monici
nell’anello Z,[X] di grado n.
(a) Dimostrare che ,,, dbq = p" per ogni n > 1.

(b) Dimostrare che nb, =3_,, 1(%)p? per ogni n > 1.

(c) Dimostrare 'identita
ﬁ 1o\ 1
1—-1Tn - 1—pT

n=1

nell’anello Z[[T]] (Sugg. valutare la sommatoria > rcp T4°¢/ in due

, monico
modi diversi.)



