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INTERESSI DI RICERCA

A) Studio di equazioni ellittiche semilineari del tipo —Au = f(u) (si vedano i lavori [2],
31, (7], [10],[13], [14]).

B) Studio di problemi ellittici singolari e degeneri. (si vedano i lavori [4],[5],[6],[8],[9],[11],[13],
[16],[17], 18], [19], [20])

C) Studio di problemi ellittici su varieta (si vedano i lavori [12], [15]).

D) Studio di sistemi ellittici semilineari (si vedano i lavori [21], [22], [23] ).

DESCRIZIONE DELL’ ATTIVITA DI RICERCA

A) Studio di equazioni ellittiche semilineari del tipo —Au = f(u)

A1) Unicita di soluzioni per problemi ellittici semilineari del tipo

—Au = f(u) in Q
(1) u > 0 in Q
u = 0 su 02

dove f € CY(R) e proprieta qualitative delle soluzioni del problema linearizzato associato

Ly = 0 n Q
(2) { v =0 su  0f)

dove L = —A — f'(u).

Nel lavoro [2] si considera il problema dell’unicita delle soluzioni di (1) quando f(u) =
u? 4+ Au, p>1,conp< % se N >3, A€ R. Se X\ # 0 tale problema ¢ stato risolto solo
nel caso in cui €2 e una palla. In questo caso ¢ noto che le soluzioni sono radiali e quindi
e sufficiente studiare I'’equazione differenziale ordinaria associata al problema. Usando
questo approccio diversi autori hanno dimostrato, per diversi valori di p e di A, che esiste
un’unica soluzione di (1) nella palla.

In [2] si dimostra un risultato di unicita parziale nel caso A > 0 in domini regolari stel-
lati rispetto all’origine mostrando che due soluzioni di (1) che abbiano gli insiemi di livello
"dello stesso tipo”, in un senso reso preciso, necessariamente coincidono. Se poi ) € una
palla in RY 1" ipotesi sugli insiemi di livello & verificata, e si ottiene una dimostrazione dell’
unicita della soluzione di (1) che non utilizza tecniche di equazioni differenziali ordinarie,
ma piuttosto principi di massimo, ed € quindi potenzialmente suscettibile di generaliz-
zazioni a domini diversi.



Nel lavoro [7] si considera il caso in cui 2 ¢ un dominio simmetrico rispetto agli
iperpiani {x; = 0} e convesso nelle direzioni z;, i =1, ..., N, e si dimostra come i principi
di massimo permettano di ottenere semplicemente molti risultati interessanti. Ad esempio
si dimostra che ogni soluzione del problema (2), cioeé ogni autofunzione di L corrispondente
all’autovalore nullo, & simmetrica rispetto agli iperpiani {z; = 0},7=1,..., N, estendendo
in questo modo un analogo risultato noto per gli autovalori negativi di L.

Se la dimensione dello spazio € N = 2 si dimostrano poi alcune proprieta dei sottoin-
siemi di © dove una soluzione v di (2) & positiva (negativa, nulla ), e analoghe proprieta
per la differenza w = u; — uy di due soluzioni uy, uy di (1) nel caso in cui f sia convessa.

In particolare se f € convessa e N = 2 si dimostra che non possono esistere due soluzioni
distinte di (1) che abbiano lo stesso massimo. Questo risultato puo essere considerato una
generalizzazione del teorema di unicita per le equazioni differenziali ordinarie; inoltre la
dimostrazione ¢ valida anche nel caso in cui Q ¢ una palla in R, N > 2, fornendo cosi
un’alternativa naturale allo studio dell’equazione differenziale ordinaria associata a (1).

Se Q & un dominio simmetrico in R? oppure una palla in R, N > 2, viene dimostrata
poi, utilizzando tecniche analoghe, I'unicita delle soluzioni del problema (1) nel caso in cui
f(u) =uP, p>1, el esistenza di esattamente due soluzioni nel caso in cui f(u) = u?+ pul,
p>1,0<qg<1, u>0 per valori di p sufficientemente piccoli (in questo caso € noto che
esiste un A > 0 tale che per ogni p € (0, A) esistono almeno due soluzioni di (1) ).

A2) Studio della linea nodale delle autofunzioni del laplaciano.

Nel lavoro [10] viene presentata una semplice dimostrazione di una nota congettura, che
afferma che I'insieme nodale della seconda autofunzione del laplaciano in domini regolari
limitati di RV deve intersecare la frontiera del dominio. Tale congettura viene dimostrata
nel caso di un dominio Q di RV, N > 2, che sia convesso e simmetrico in una direzione. Con
tale ipotesi il risultato era stato dimostrato da Payne in dimensione N = 2, con una tecnica
piu complicata, e, sempre in dimensione 2, nel caso di un dominio convesso da altri autori.
La tecnica usata nel lavoro consente non solo di evitare la limitazione sulla dimensione (e
sulla regolarita del dominio) ma anche di estendere il risultato ad autofunzioni di ordine
piu elevato nel caso in cui il dominio presenti piu simmetrie. Inoltre per alcuni domini
viene fornita una limitazione superiore alla molteplicita del secondo autovalore.

A3) Monotonia, simmetria e non esistenza delle soluzioni positive di problemi ellittici
semilineari.

Nel lavoro [3] si estendono a operatori quasilineari strettamente ellittici in forma di
divergenza alcuni risultati di simmetria e monotonia delle soluzioni in dipendenza dalla
geometria del dominio considerato, note nel caso dell’operatore di Laplace o nel caso di
operatori nonlineari in forma non di divergenza. La tecnica usata si basa da un lato sul
noto metodo di spostamento di iperpiani, dall’ altro su una dimostrazione di alcuni principi
di confronto per operatori quasilineari non degeneri in forma di divergenza.

Nel lavoro [14] vengono dimostrati alcuni teoremi di tipo ”Liouville” per le soluzioni
positive di equazioni ellittiche semilineari nello spazio intero o in semispazi, cioe teo-
remi di non esistenza di soluzioni positive sotto ipotesi di crescita della non linearita e/o
della soluzione. In particolare otteniamo teoremi di tipo Liouville non noti precedente-
mente per soluzioni di problemi ellittici semilineari in semispazi con condizioni di tipo



misto (Dirichlet-Neumann) sulla frontiera, senza alcuna condizione sul comportamento
delle soluzioni all’ infinito. Come caso particolare di questo risultato si ottiene la non
esistenza di soluzioni non identicamente nulle del problema

—Au = u? in RY ={z e RV : zy > 0}
v >0 i RY
u = 0 su [y={zeRY:azy=0,z >0}
ai—qjv =0 su Ii={zeRVN:z2y=0,2 <0}
se 1 <p< FE2

La tecnica usata si basa da un lato sull’ uso della trasformata di Kelvin e dall” altro sul
metodo di spostamento di iperpiani insieme a un opportuno uso di classiche disuguaglianze
integrali, come nei lavori [11] e [12] (si vedano le successive descrizioni).

Nello sviluppare questa tecnica otteniamo anche una dimostrazione unificata, con
ipotesi piu deboli, di diversi risultati noti di tipo Liouville per soluzioni di problemi ellittici
in tutto lo spazio e in semispazi con condizioni al bordo di tipo Dirichlet. Ad esempio si
dimostra che non esistono soluzioni non costanti del problema

—Au = f(u) in RY
> 0 in RV

senza alcuna condizione sul comportamento della soluzione all’ infinito, se e verificata la
seguente ipotesi (nonlinearita sottocritica o critica):
ft)

. Nt2
~viz € non crescente , f(t) # ktv-2
tN-2

Precedentemente un risultato di questo tipo era stato dimostrato dapprima nel caso di
flu)=uP, 1 <p< % da Gidas-Spruck e Caffarelli-Gidas-Spruck, e poi generalizzato da
Chen e Lin al caso in cui oltre all” ipotesi da noi considerata si suppone che f sia positiva,

lipschitziana e crescente.

B) Studio di problemi ellittici singolari e degeneri.

B1) Principi di confronto per soluzioni di disuguaglianze differenziali in presenza di oper-
atori ellittici singolari e degeneri.

Nello studio di problemi differenziali associati a equazioni ellittiche singolari e degeneri,
il cui modello e dato dall’equazione

(3) —Apu = f(u) in Q

dove Apyu = div (|Du|P~?Du) & 'operatore p-laplaciano, una difficolta sostanziale ¢ data
dalla mancanza di teoremi di confronto generali, paragonabili a quelli noti invece nel caso
di operatori strettamente ellittici.
Nel lavoro [4] viene studiato il problema generale del confronto tra sottosoluzioni e
soprasoluzioni di equazioni del tipo (3) (o di problemi pii generali con analoga struttura).
In particolare se u, v sono rispettivamente una sottosoluzione e una soprasoluzione di
(3),con p>1,e f:R — R e localmente Lipschitziana si dimostrano:
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i) Principi di confronto forte. Ad esempio se v < vin Qe Z = Z(u,v) = {z € Q :
Du(z) = Dv(x) = 0}, in ogni componente connessa di 2\ Z si ha l'alternativa u < v

oppure u = v. Precedentemente un risultato di questo tipo era stato dimostrato
supponendo che u € C? con |Du| > ¢ > 0.

ii) Principi di confronto debole. Ad esempio se 1 < p < 2, Q & limitato, ' C Q e
u < v su 0 si ottiene la disuguaglianza v < v in tutto il dominio €2’ se €2 ha
misura piccola o se i gradienti di w e v sono ivi piccoli (o se €' ¢ unione di due
domini con una di queste proprieta). Nel caso nondegenere di p = 2 era noto un
corrispondente principio in insiemi di misura piccola per operatori non in forma di
divergenza, mentre non e vero un analogo principio di confronto in insiemi dove i
gradienti sono piccoli.

Analoghi principi di confronto debole per operatori di questo tipo in domini illimitati sono
contenuti nei lavori [8], [11], di cui si parlera nella parte B3).

Nel lavoro [13] si dimostra un Principio di massimo forte per soluzioni non negative di
problemi quasilineari del tipo

—Apju=f(u) nQ , 1<p<2
u=20 on 0f2

dove f(0) < 0 (problemi ”di tipo non positone”) in domini Q di RN, N > 2, convessi e
simmetrici in qualche direzione. In questo caso il seguente fenomeno singolare era stato
osservato nel caso strettamente ellittico in cui p = 2: mentre in dimensione N = 1 esistono
soluzioni del problema di Dirichlet in un intervallo limitato I che si annullano all” interno
dell’intervallo I, se Q ¢ una pallain RY, N > 2. le soluzioni sono strettamente positive in €.
Noi estendiamo tale risultato a domini strettamente convessi che abbiano una simmetria in
una direzione, e al caso singolare del p- laplaciano con p < 2. E interessante notare come
per questo tipo di principi di massimo forte sia utile, e cruciale per la nostra dimostrazione,
il metodo di spostamento di piani solitamente utilizzato per problemi di simmetria. Tale
metodo fornisce, per ogni dominio regolare strettamente convesso 2 in RY, N > 2, un
sottoinsieme di positivita della soluzione, che nel caso di domini simmetrici coincide con
I'intero dominio.

B2) Proprieta di simmetria e monotonia per soluzioni di problemi di Dirichlet quasilineari
ellittict singolari o degeneri in domini limitati.

La tecnica variazionale usata nel lavoro [3] per operatori non lineari, ma strettamente
ellittici, ¢ un punto di partenza per la considerazione del problema della simmetria e
monotonia delle soluzioni nel caso di operatori degeneri il cui modello ¢ il cosiddetto
p-laplaciano Apyu = div (|[DulP™?Du), 1 < p < oo. In questo caso perd una difficolta
sostanziale e data dalla mancanza di teoremi di confronto generali per operatori ellittici
degeneri di questo tipo, teoremi di confronto che sono alla base del metodo di spostamento
di piani ("moving plane method”) che viene usato per dimostrare teoremi di simmetria in
casi nondegeneri.

I teoremi di confronto dimostrati nel lavoro [4] permettono di ottenere nello stesso
lavoro anche dei risultati di simmetria parziale delle soluzioni deboli di classe C! del



problema

-Apju = f(u) in Q
(4) u > 0 in Q
u = 0 on 0f)

nel caso in cui 1 < p < 2, f ¢ localmente lipschitziana in [0, +00), e £ ¢ un dominio
limitato in RY avente delle proprietd di simmetria in qualche direzione. I risultati sono
di simmetria parziale nel senso che si fanno ipotesi topologiche sull’insieme critico della
soluzione, insieme dei punti dove il gradiente della soluzione si annulla (ipotesi comunque
molto pit deboli di ipotesi considerate precedentemente in letteratura); si dimostra in ogni
caso che se non c’e simmetria delle soluzioni in domini che hanno una simmetria in qualche
direzione, le soluzioni hanno una ”simmetria locale”, in un senso reso preciso.

Nel lavoro [6] (e nella corrispondente nota breve [5] ) un’analisi pid fine della possibile
mancanza di simmetria delle soluzioni ha permesso di ottenere un risultato "pieno” di
simmetria delle soluzioni di (4): senza fare ipotesi alcuna sull’insieme dei punti critici si
ottiene la simmetria delle soluzioni di (4) in domini regolari convessi e simmetrici in una
direzione. In particolare se 2 ¢ una palla si ottiene che le soluzioni di (4) sono radiali e
strettamente radialmente decrescenti.

La tecnica e piuttosto elaborata e si basa sui precedenti risultati di simmetria locale
([4]), su un uso particolare del lemma di Hopf e su una tecnica di spostamento simultaneo
di iperpiani differenti, ortogonali a direzioni appartenenti a un intorno di direzioni di una
direzione fissata.

Tra le ipotesi figura la locale lipschitzianita di f in [0, 00), ipotesi che nel caso p = 2
permette di trattare tutti i casi "sopralineari”, ma che non e naturale per i corrispondenti
problemi nel caso di p < 2.

Nel lavoro [9] abbiamo quindi esteso il risultato di simmetria al caso in cui la nonli-
nearita f non e lipschitziana in 0 e verifica piuttosto ipotesi molto deboli di "positivita”
nell’origine. Abbiamo poi applicato i risultati ottenuti allo studio di un problema sovrade-
terminato in cui compare il p-laplaciano e allo studio delle migliori costanti nella disu-
guaglianza isoperimetrica e di alcune disuguaglianze di Sobolev ottenendo in particolare
le migliori costanti utilizzando solo tecniche di equazioni a derivate parziali e principi di
confronto per operatori ellittici quasilineari.

B3) Proprieta di simmetria e monotonia per soluzioni di problemi di Dirichlet quasilineari
ellittici singolari o degenert in domains illimitats.

Il problema della simmetria delle soluzioni di equazioni ellittiche in cui compaiono
operatori del tipo p-laplaciano in domini illimitati ¢ piti complicato, anche nel caso nonde-
genere di p = 2, per la mancanza di un principio debole di confronto generale per soluzioni
di (dis)uguaglianze ellittiche in domini illimitati.

Nel lavoro [8] otteniamo la simmetria radiale delle soluzioni (“ground states”) del problema

(5)

{ —Aju(z) = fu(z)) nRY, u>0,
u(x) — 0 per |z| — oo.

per 1 < p < 2, f localmente lipschitziana in (0, c0) e decrescente in un intorno destro di
0 (ipotesi questa standard in alcuni teoremi di simmetria nel caso p = 2) e u € C*(RY) N
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WLHP(RY). Per ottenere tale risultato si dimostrano dapprima alcuni principi di confronto
debole in insiemi illimitati.

In generale non sempre ¢ nota a priori la sommabilita delle soluzioni di un problema tipo
(5), specialmente quando si arriva a soluzioni del problema attraverso tecniche di ”blow
up” , e inoltre molte nonlinearita tipiche che compaiono quando si usano tali tecniche non
verificano la condizione di decrescenza vicino a 0 (ad esempio le potenze f(u) = uP).

Nel lavoro [11] ci siamo dunque posti il problema della simmetria delle soluzioni di (5)
in questi casi piti generali. Da un lato siamo riusciti a estendere il risultato di simmetria
in [8], nelle stesse ipotesi sulla f, alle soluzioni deboli che siano solo di classe C.

Inoltre abbiamo considerato il caso in cui la f non sia decrescente in un intorno di
zero, ma si conosca l'ordine del decadimento all’infinito di una soluzione. Questo caso ¢
stato studiato finora solo nel caso nondegenere, e nel caso p = 2 e stato dimostrato che le
soluzioni u di (5) sono radiali nell’” ipotesi in cui esistono « > 0, m > 0, tali che

(6) Flu) = 0u®) (uw—0), uz) =0 (L) (2] = 00), ma > 2

[

Noi abbiamo dimostrato la simmetria radiale delle soluzioni con ipotesi ”naturali” nel caso
p < 2, precisamente supponendo che f'(u) = O(u®) (v = 0), u = O <L>, Du(x) =

‘wlnl
O <|x‘++1) all’ infinito, con m(a + 2 — p) > p. Nel caso p = 2 queste ipotesi coincidono
con le (6) e si ha una dimostrazione “variazionale” dei risultati noti per il laplaciano,
generalizzabili immediatamente a operatori ellittici in forma di divergenza. Per entrambi

i risultati in [11] la chiave & data da estensioni appropriate delle classiche disuguaglianze
di Poincaré e di Hardy-Sobolev.

B4) Regolarita e proprieta qualitative per soluzioni di problemi di Dirichlet quasilineari
ellittict singolari o degeneri in domini limitat.

Nel lavoro [16] partiamo dal punto di vista che consiste nel considerare |Du|™ 2 come
un peso, cio e particolarmente utile nello studio delle proprieta qualitative di una fissata
soluzione u. Otteniamo in questo modo risultati di regolarita e proprieta qualitative delle
soluzioni deboli di classe C''(Q) positive del problema di Dirichlet relativo all’ equazione
—A,(u) = f(u) in un dominio limitato regolare Q di RY, dove 1 < m < oo e f & positiva
e localmente Lipschitziana.

In particolare dimostriamo proprieta di sommabilita dell’” inverso \D_1u| del modulo del gra-
diente di una soluzione u, e disuguaglianze di tipo Sobolev e Poincaré in spazi di Sobolev
con peso |Du|™ 2. e utilizzando questi risultati di regolarita possiamo dimostrare un prin-
cipio di confronto debole per le soluzioni e, con 1’ aiuto del metodo di spostamento di
piani di Alexandrov-Serrin, un risultato di monotonia (e simmetria) per le soluzioni in
domini limitati (e simmetrici in una direzione) nel caso in cui f(s) > 0 per s > 0em > 2.
Estendiamo quindi al caso generale 1 < m < +oo risultati precedentemente dimostrati nel
caso 1 <m < 2.

Nel lavoro [18], utilizzando tutti i risultati ottenuti in [16], dimostriamo anche una dis-
uguaglianza di tipo Harnack per le soluzioni dell’ operatore linearizzato in una fissata
soluzione, e una disuguaglianza di tipo Harnack di confronto per coppie di soluzioni e
come conseguenza un principio di confronto forte per le soluzioni, e un principio di mas-
simo forte per le soluzioni del linearizzato.
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Utilizzando tutti questi risultati dimostriamo alcune proprieta dell” insieme critico di una
soluzione. Come caso particolare otteniamo che in un dominio convesso e simmetrico
in N direzioni ortogonali in RY il gradiente si annulla solo nel centro di simmetria 0,
ie. Z ={z € Q|D(u)(x) = 0} = {0}. Cio ¢ cruciale nello studio dell’ operatore m-
Laplaciano, perché Z ¢ esattamente |’ insieme dove la stretta ellitticita viene a mancare.
Come corollario la soluzione u € C?(Q\ {0}) nel caso di simmetria considerato.

Nel lavoro [17] estendiamo alcuni dei risultati di regolarita e delle proprieta qualitative
delle soluzioni presenti nei lavori [16] e [18] al caso di sistemi di equazioni ellittiche degeneri
in cui compare I’ operatore m-laplaciano, del tipo

(7) {_Aml(u) =f(v) u>0 in Q@ u=0 su 09

—Ap,(v) =gu) v>0 in Q@ v=0 su 9N

dove (u,v) € C*(Q) x C1(Q), Q & un dominio limitato regolare in RN, N > 2, A, (u) =
div(|Du|™2Du) ¢ I’ operatore m-Laplaciano, 1 < mj, my < oo e le nonlinearita f, g sono
positive (f(s), g(s) > 0 per s > 0) nondecrescenti e localmente Lipschitziane.

Per alcuni risultati I’ estensione e naturale e non presenta eccessive difficolta, per altri
e necessario raffinare le tecniche; ad esempio per dimostrare che le soluzioni verificano

|Du|™2Du € WH2(Q,RY), |Dv|"2Dv € WH(Q,RY) & necessario studiare per una
singola equazione problemi di regolarita per equazioni del tipo
—Ap(u) =h(z) inQ
(8) u >0 in
=0 on 02

B5) Teoremi di tipo Liouville per soluzioni stabili, di indice di Morse finito o positive di

problemi ellittici quasilineari.

Nel lavoro [19] consideriamo soluzioni deboli u (che eventualmente cambiano segno)
dell’ equazione —A,,(u) = |u[P~'u in domini illimitati 2 e nell’ intero spazio RY e dimos-
triamo dei teoremi di tipo Liouville per soluzioni stabili o stabili fuori di un compatto.
Ricordiamo che u ¢ soluzione debole se

(9) / (Vu|"2(Vu, Vi) dr = / lulP"lup dr Vo € C2(9).
Q Q
In altri casi consideriamo problemi di Dirichlet del tipo

{—Am(u) =|ulP~lu  inQ,

10
(10) U =0 su 0f).

Una soluzione u € CL%(Q) di (9) & detta stabile se

loc
L,(p,¢) =20,
Vo € CL(Q),

La condizione di stabilita si traduce nel fatto che la seconda variazione del funzionale
associato € non negativa, percio ad esempio tutti i minimi del funzionale associato sono
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soluzioni stabili dell” equazione.
La soluzione v ha indice di Morse uguale a K > 1 se K ¢ la massima dimensione di un
sottospazio Z C C}(Q) tale che L,(p, ) < 0 per ogni ¢ € Z, ¢ # 0, mentre ¢ stabile
fuori di un compatto K C Q se L,(¢,¢) = 0 per ogni p € CHQ\ K).

Qui L e I’ operatore linearizzato dell’ equazione nella soluzione u:

Lu(v.0) = [ 1Val™ (V0. V) dot
0
+ /(m —2)|Vu|™"* (Vu, Vo) (Vu, Vo) — plufPlop dr.
Q

Un primo risultato che dimostriamo e il seguente.

Sia u € Cllo’co‘(]RN ) una soluzione stabile dell” equazione (9) con m > 2. Supponiamo che

(m—1)<p< oo, se Ng%,
(m—1) <p<pN,m), ise N>%,
con
(N, m) = [(m —1)N —m]> 4+ m2(m — 2) — m*(m — 1)N + 2m?*\/(m — 1)(N — 1)
o (N —m)[(m —1)N —m(m + 3)]
Allora u = 0.

Oserviamo che il nuovo esponente critico p.(N,m) ¢ sempre piu grande dell” esponente
critico classico M, e nel caso di m = 2 si riduce all’ esponente trovato da Farina
nel lavoro ” On the classification of solutions of the Lane-Emden equation on unbounded
domains of RY” pubblicato su J. Math. Pures Appl., 87(5):537-561, 2007.

Nel caso di soluzioni stabili fuori da un compatto e necessario utilizzare un’ identita di
tipo Pohozaev, che ridimostriamo in modo semplice, utilizzando i risultati dei lavori [16],
[17], [18]. Per questo tipo di soluzioni (che comprende le soluzioni con indice di Morse
finito) dimostriamo il seguente risultato.

Sia u € CLY(RN) una soluzione di (9) stabile fuori di un compatto K. Sia m > 2 e

(m—1) < p < oo, se N <m,
(m—1)<p<w7 se N > m.
Allora u = 0.
Il risultato e ottimale, perché se p = W, esistono soluzioni della forma
1 1 m—1 B
AT (Na () ) ) T
ualll) =) :A< N A0

che sono stabili fuori di una palla di raggio sufficientemente grande (come si dimostra
utilizzando la disuguaglianza di Hardy).

Se m < N e p e supercritico rispetto all’ esponente classico ma sottocritico rispetto al
nuovo esponente, , cioe se

{ N(m—1)+m <p<oo if N < m(m+3)

N—m m—1 7
Nem=Dim ) < po(N,m), if N > mimts)

m—1

N—m

13



non riusciamo a dimostrare un teorma di tipo Liouville per soluzioni stabili fuori di un
compatto (come invece dimostrato da Farina nel citato lavoro se m = 2), ma dimostriamo
che ogni tale soluzione decade piu velocemente all’ infinito delle sole soluzioni radiali
esistenti, e questo conduce a un teorema di tipo Liouville per soluzioni radiali in questo
range di esponenti.

m . . \ .
Dimostriamo cioe che in queste ipotesi 1‘1m |z|7=mFTu(z) = 0, e quindi se u & radiale allora
|z]—00

u = 0.
Osserviamo che se m = 2 e p > p.(IN,m), esistono soluzioni positive limitate radiali e
stabili dell’ equazione in RY.

Molti dei risultati dimostrati sono validi per le soluzioni dell’ equazione —A,,(u) =
|ulP"lu in domini illimitati € diversi dall’ intero spazio. In particolare vengono con-
siderati i casi di grafici coercivi e di semispazi.

Nel caso m = 2 e noto che le soluzioni positive di problemi di Dirichlet in grafici coercivi
o semispazi sono monotone e che le soluzioni monotone sono stabili. Nel caso semilin-
eare m = 2 una conseguenza ¢ la dimostrazione della nonesistenza di soluzioni positive in
semispazi di problemi a crescita sottocritica, gia nota con altre dimostrazioni.

Nel caso generale m # 2 ¢ possibile dimostrare, grazie alle tecniche dei lavori [16]-[18] che
le soluzioni di tali problemi in grafici coercivi sono monotone, ma nel caso di un semispazio
non sono noti tali risultati, e anzi questo ¢ uno dei piu importanti problemi aperti.
Infatti la nonesistenza di soluzioni nel caso di semispazi, insieme alla corrispondente none-
sistenza di soluzioni intere in RY dimostrata in un celbre lavoro di Serrin-Zou, permet-
terebbe di utilizzare le tecniche di blow-up che si dimostrano essenziali in numerosi teoremi
di esistenza e in molte altre questioni.

Nel lavoro [20] affrontiamo il problema nel caso particolare in cui la dimensione dello
spazio ¢ N = 2, ma per nonlinearita generali, e dimostriamo un teorema di monotonia per
soluzioni (positive) del problema

—A,(u) =fu) inD={(r,y) eR*:y >0}
(11) u >0 inD
u(z,0) =0 Ve e R

Le ipotesi che facciamo sulla nonlinearita f sono abbastanza generali e sostanzialmente
si richiede a f di essere localmente lipschitziana in [0, 00), e positiva in (0, 00) se m # 2.
Osserviamo che non si richiede che f sia globalmente lipschitziana in [0, 00) o che u sia
limitata, ipotesi che in una delle due forme compaiono nella letteratura nel caso m = 2.
In queste ipotesi dimostriamo che ogni soluzione di classe C''(D), u # 0 & (positiva in D
e) strettamente monotona nella direzione verticale, con Z—Z(x, y) > 0in D.

Una conseguenza di tale risultato, e dei teoremi dimostrati in [19], ¢ un notevole
teorema di Liouville, si dimostra cioe la nonesistenza di soluzioni non banali del prob-
lema(11) nel caso dell’ equazione di Lane-Emden-Fowler, cioe quando (N = 2 e) f(u) = u?,
1<p<oo.
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C) Studio di problemi ellittici su varieta.

Nel lavoro [12] abbiamo studiato il problema della simmetria delle soluzioni positive di
equazioni ellittiche non lineari in varieta riemanniane non compatte. Per affrontare questo
problema abbiamo dapprima riottenuto (e migliorato) i risultati di simmetria noti nel
caso dello spazio RV utilizzando una nuova tecnica basata sulle immersioni di Sobolev. In
particolare nell’ ipotesi (6), che garantisce la simmetria delle soluzioni di (5) (con p = 2), la
soluzione u appartiene allo spazio L'z (RY) perché ™¥e > N e u € C'(RY). Utilizzando
solamente la disuguaglianza di Sobolev, abbiamo dlmostrato che per per p = 2 le soluzioni
(deboli) di (5) u € CHRM) N L%(RN ) sono radiali, e sono radiali le soluzioni deboli
dell’ equazione, senza condizione all” infinito, che appartengano allo spazio DY2(RY) se la
condizione f'(u) < C'u® ¢ soddisfatta globalmente. Essendo la tecnica basata unicamente
sulla disuguaglianza di Sobolev, essa e applicabile nel caso di varieta in cui agiscano gruppi
di isometrie e siano disponibili disuguaglianze di tipo Sobolev. Ora in ipotesi abbastanza
generali sulla varietd M vale per le funzioni nello spazio H'(M) la disuguaglianza

vn2vo n< v|“dvol + vdvol
(/| dl) KZ/]D]dl B/ 2dvol
M

dove K = K (n,2) ¢ una costante universale dipendente solo dalla dimensione N e B = By
e una costante dipendente dalla varieta, che nel caso dello spazio iperbolico e strettamente
negativa (mentre B = 0 per RY). Utilizzando la disuguaglianza precedente dimostriamo
una serie di risultati in cui assume un ruolo importante il rapporto G = G := |€(f‘§|.
Nel caso di soluzioni del problema analogo a (5) per lo spazio iperbolico HY, con il lapla-
ciano sostituito dall’ operatore di Laplace-Beltrami Agn~, si dimostra ad esempio che le
soluzioni u € C'(HY) sono radiali se esiste sy > 0 tale che f & non crescente in (0, so);
oppure se esistono sg, @ > 0 tali che se 0 < a < b < s allora % <G+Cla+b)™

w € L2(HYN)N L3 (HY); o ancora, senza I ipotesi u(x) — 0 per |z| — oo, se u € H(HY),
Ja > 0 tale che se 0 < a < b allora ]f a)| <G+Cla+b)*e ue Lo (HY).

Nel caso dello spazio iperbolico e 1nteressante notare che, grazie alla forma che ha la
disuguaglianza di Sobolev per H¥, le ipotesi su f sono pit deboli di quelle che ci si aspet-
terebbe per analogia con il risultato per R, in particolare f puo avere un comportamento
lineare nell’origine (purché u abbia un decadimento corrispondente all’infinito).

Nel lavoro [15] si estendono al caso di equazioni ellittiche degeneri o singolari su varieta
alcune delle tecniche utilizzate nei lavori [16] e [18], in particolare si ottengono i risultati
di regolarita delle soluzioni corrispondenti.
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