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Definizione di Serie

Somma formale di un numero infinito di addendi.
E un’ operazione che ¢ in stretta relazione con quella di integrale
improprio.
@ data un successione numerica {ax}xen , ax € R vogliamo
dare significato all'operazione di

o
> %
k=0
@ a partire da {ak }ken costruiamo un'altra successione {s,} e

definita per ricorrenza:

So = ao
St =ap+ a1
n
S,,:ao+31+32+"'+3n22k:03k
Sn+1 = Sp + an+1 successione delle somme parziali

o anche s,: ridotta n-ma della serie
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la serie )37 ax si dice semplicemente convergente se e solo se

3 finito lim s, =5 Somma della serie
n—-400

S= Zak
k=0

la serie si dice diverente (o irregolare) se la successione s, &
divergente (rispett. irregolare)

OSS: spesso invece di partire da zero nella serie, si parte da

Ng € N, ¢ evidente che il carattere della serie non cambia, ma il
valore della somma S dipende da Ny

o0 o0
Z ak:Zak—(ao—&-al—&-“-—i-aNo,l)
k=N k=0
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@ Si chiama resto n — mo della serie

Z ax = Zak—sn—i-R

k=n+1

se la serie converge, € evidente che

R,=§5—-5,—0 poiché s, — S

@ si potrebbe pensare alla serie come ad una successione
{sn}nen € applicare a {s,},en la teoria svolta sulle successioni
ma spesso non e possibile determinare esplicitamente s, e
questo non consente |'applicazione diretta della teoria dei
limiti di successioni ma occorrono dei criteri di convergenza ad
hoc per lo studio della particolare successione s, = Y} _ax e
per individuare il suo limite (ciog la somma S)
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Serie di Mengoli: esempio di serie telescopica — formula

esplicita per s,

Serie telescopiche:
oo
> b= by
k=0

Si puo determinare esplicitamente s, e applicare la teoria dei limiti
di successioni per calcolare la somma. Infatti,

sn =(bo—b1)+ (b1 —b2) + (b2 — b3)+ - -+ (bn— bny1) = bo — byt

= s, converge <= b, convergee S =by—limb,

Esempio: Serie di Mengoli:

1 1 1 L
W—Z(;*F)—l infatti:

o
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Serie geometrica: formula esplicita per s,

Un'altra serie per cui si puo determinare esplicitamente s, € la serie
geometrica di ragione q:

(o0}
Y dt=1+q+@+d+...
k=0

In tal caso s, & la progressione geometrica di ragione g

n+1

n 1-g
Sn:qu: 1-q q¢1
o n+1 qg=1

Quindi
n l%q \q\ <1
=Y _q" =+ +oo g>1
k=0 non converge (& irregolare) g < —1

Percio la serie geometrica converge se e solo se |g| < 1 ed in tal
caso la somma Y ;% ¢ = 1
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0o No
q

E qkzi1 se gl <1
—4q

k=No

(si parte da Np > 0): Infatti il carattere della serie rimane lo
stesso ma la somma no, visto che si modificano i primi
addendi e dunque la ridotta s, che diventa, per n > N,

Sy = qNo _|_No+1_|_..._|_q” — qNo[1+q+q2+...+qn—No]
N, 17qn7N0+1 q
- q 0[ ]_7q ] — 1g
In generale non si riesce ad esplicitare s, ed allora servono criteri
ad hoc per le serie.
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Condizione necessaria per la convergenza della serie

o
Condizione Necessaria perché la serie E ay sia convergente, €
k=0
che:
lim a,=0
k—-+o0

Dim: Poiché la serie converge, s, — S quando n — +o00. Essendo
Sp = Sp—1 + ap dal fatto che s, > S e s,_1 — S, segue che
an =5Spn — Sp—1 — 0.

@ la condizione non e sufficiente:

o
—0 k — +o00 ma Z

N
%\
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1 1
ax=—=—0 k — 400 ma — =400
Ve 2k
Infatti:
S 1 14 - + - +---+ !
S, = _— = e e — R
B R R RN
SULIE S S L Y R
v o/noy/n vn o vno
(stima di sp)
°

“+o00o
—dx = 400
1 VX
la divergenza dell'integrale improprio e della serie sono tra

loro collegati
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Condizione necessaria e sufficiente per convergenza della

serie:Criterio di Cauchy

Alla successione delle ridotte n-me s, si puo applicare il criterio di
Cauchy che si esplicita cosi:

Theorem

La serie )2, ax € convergente se e solo se:

Ve > 0,3N > 0 tale che Vm> N eVp >0 (m,p€N)

|am+1 +amy2 + -+ am+P| <€

Dim: Si applica il criterio di Cauchy alla successione s, che
converge se e solo se:

Ve > 0,3N >0 tale che Vm>Nep>0 (m,peN)

|Smtp — Sm| < € cioe  |amt1+ ami2 + ot Amyp| < €
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La serie armonica & divergente

Spesso il criterio di Cauchy & utile per provare la non convergenza
di una serie. Consideriamo la serie armonica

- 1
; —14 1t st3te

La condizione necessaria per la convergenza della serie &
soddisfatta poiché % — 0 per k = 400. Ma consideriamo

1 1 1 n 1

n+1+n+2+ +2n 2n 2

S2pn — Sp =

percio per n grande se scegliamo ¢ = % nel criterio di Cauchy e
m = p = n il criterio non & soddisfatto e dunque la serie armonica
non converge. Essendo a, = % > 0, la successione s, € monotona
crescente e dunque, visto che la serie non converge, s, — +00.
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@ osserviamo che anche

+oo 1
/ —dx = 400
1 X

Anche in questo caso |'integrale improprio f1+oo %dx e la serie
numerica 337 ; + hanno lo stesso andamento. Vediamo un criterio
(criterio Integrale) che stabilisce un legame tra convergenza o
meno di serie e di integrali impropri. Fornisce una condizione
necessaria e sufficiente ma si riferisce a serie a termini non negativi
di tipo particolare (quindi & meno generale di quello di Cauchy):

ay = f(k) con f > 0 e definitivamente decrescente.
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Serie a termini (definitivamente) non negativi

Consideriamo ora serie a termini non negativi
E ak con a; >0

(e sufficiente che ax > 0 definitivamente per k — +00). In tal
caso

@ s, e monotona non decrescente poiché s, =s,_ 1+ ap > Sp_1

Quindi la serie converge se e solo se s, € limitata superiormente,
altrimenti la serie diverge a 400 (non pud essere irregolare)
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Criterio integrale per serie a termini non negativi

Sia KheNe
f:[Ko,+o0) € R talechef >0 f e monotona non crescente
Allora
0 400
Z f(k) converge (div.) <= f(x) dx  converge (div.)
Ki
k=Ko 0

Dim: (supponiamo Ky = 0)

i F(k) = F(0) + F(1) + F(2) + ...
k=0

Poiché f & monotona non crescente,
f(k+1) < f(x)<f(k) Vx € [k, k + 1]

Integriamo in (k, k + 1)

0 < f(k+1) = /I(H_1 f(k+1)dx < /kk+1 f(x)dx < /kk+1 f(k)dx = f(k)
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Integriamo in (k, k + 1)

0 < fk+1) = /k+1 F(k+1)dx < /Hl F(x)dx < /k+1 F(k)dx = F(K)
J k J k Jk

Sommando su k tra 0 e n:

k+1 n
ka+1 <Z/ f(x)dx < f(k)=s,

k=0

Jji=k+1lsihad o f(k+1)= ZHH () = snt1 — £(0).
Quindi

n+1
snt1 — F(0) < / f(x)dx < s,
J0

Quindi, facendo tendere n — +o0, I'integrale improprio converge
se e solo se la serie numerica converge (basta provare che s, &
limitata superiormente visto che & monotona non decrescente)
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Serie armonica generalizzata

La serie armonica generalizzata:

=1
Z o & convergente = a>1
k=1
essendo
+oo 1
/ —dx < 400 <= a>1
1 x@

. . N . C s 1
Il criterio integrale si puo applicare poiché f(x) = = >0 e
monotona decrescente in [1, +00)
OSS: si recupera il fatto che la serie armonica diverge (¢ =1) e la

serie Y oo ﬁ = +00
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Criterio del confronto per serie a termini non negativi

Consideriamo serie a termini non negativi

o
E EP con a, >0
k=0

(e sufficiente che ax > 0 definitivamente per k — +00).

Se
0 < a < by definitivamente per k — +o00 (1)
Allora
o o0
Zbk<+oo :>Zak<+oo
e

k=0 k=0
o0 o0
Zak=+oo :>Zbk:+oo
k=0 k=0

Poiché s, = > ) _gak < > h_o bk
(se (1) vale da k = 0, altrimenti nella somma si parte da Np)
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Serie assolutamente convergenti

Una serie ;7 ak si dice Assolutamente convergente se converge
(semplicemente) la serie a termini non negativi:

oo
> lal
k=0

Poiché risulta:

0o 00
1D ad <D lad,
k=0 k=0

una serie che converge assolutamente, converge anche

semplicemente.
Inoltre alla serie D7 ,|ak| si possono applicare i criteri validi per
serie a termini non negativi che per questo motivo si chiamano

Criteri di convergenza assoluta
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Criterio del confronto asintotico

Dal comportamento della serie armonica generalizzata e dal criterio
del confronto segue che se esistono C > 0, > 1 tali che
definitivamente per k — +o00

|3k‘ < kia

(in particolare se ha ordine di infinitesimo « > 1) allora >~} ; ax
converge assolutamente ( e semplicemente). Se esistono
C > 0,0 € (0,1] tali che definitivamente per k — 400

ak>F

(in particolare se ha ordine di infinitesimo 8 < 1) allora
2 ke 3 = +00
Attenzione: |ax| = o(%) NON implica che la serie converge!
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Consideriamo
- 1
— 1G]
Z: Koghyp ' P70

Siha ay = 15> 0 (per k >2) e ax = o(}).

k(lo gk)
Il comportamento della serie dipende dal parametro 5. Poiché
ax = f(k) con
1
flx)= ———
() x(log x)#

e f € monotona decrescente per x grande, infatti:

oy —(Iogx)ﬁ — ﬁ(logx)ﬁ_1
Fa) = x2(log x)28

per il criterio integrale:

<0 per x > 1,

+o0o 1
kz—:z k(log k)# < e /2 x(log x)# =00

ciog se e solo se 3 > 1.
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Esercizio (svolto a lezione)

Verificare che
Zk—z ke(log k)8

converge V3 € R se o > 1 e non converge per alcun g € R se
a € (0,1).
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Criterio del rapporto per convergenza assoluta

Il criterio del rapporto riguarda serie a termini non negativi, quindi
si puo considerare un criterio di convergenza assoluta per la serie

0o
>
k=0

@ sia a, #0 definitivamente per k — +00
e dg € (0,1) tale che

a .
Tl < q definitivamente per k — +o00 (2)
dk
Allora
Z a converge assolutamente
k=0

Oss: l'ipotesi ax # 0 definitivamente serve per dare senso al
rapporto in (2).
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DIM: Per (2), esiste Ky € N tale che

i) < Vk > Ko
ak
Quindi
lak| < lak-1lq < lak—2|q® < ... < [ak|q" "
Poiché

Z ‘aKo‘qk o = ’3K0| Z qk o — |3K0|Zq

k=Ko k=Ko

e la serie geometrica all'ultimo membro converge, essendo
€ (0,1), per il criterio del confronto si ha la convergenza di

> ko lakl-
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Se invece

a _—
> g definitivamente per k — +o0 (3)
dk
Allora .
Z ak non converge
k=0

DIM: Per (3), esiste Ko € N tale che
|ak+1]2|ak\2...2\a;<o\ Vk > Ky
Quindi

lim |ak| > |ak,|# 0 non vale la condizione necessaria di conv.
k—400

A. Cutri 10-01-2018, 11-01-2018, 15-01-2018 Analisi Matematica | (Ing. dell’Edilizia e Ing. Edile&Architettura



Se in particolare,

3 lim |2k =
k—+o00 ak
allora -
Sel<1l = Y reo lak|< +oo
o
SelL>1 = Y reo lak|= +oo

Sel=1 = > o lakl ?

Analogamente non si puo concludere nulla se

Fk+1 <1 definitivamente
ak
Esempio:
=1
D
k=0
verifica Lo
ala [ S1=L VYa>0
Ak (k + 1)‘l

ma la serie converge se e solo se > 1
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Con il criterio del rapporto si pud per esempio provare che

=1
ZH<+OO
k=0
Infatti )
ak41
0<—=—+-—=0=1L
< ak k+1
o che
= k!
W<+OC‘
k=0
infatti:
O<ak+1_ (k+1)| Lk_ k k_(l_ 1 )k 1<1
ax  (k+1D)k1 Kkl \k+1) k+1 e
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Criterio della radice per convergenza assoluta

Il criterio della radice riguarda serie a termini non negativi, quindi
si puo considerare un criterio di convergenza assoluta per la serie

0o
D>
k=0

e Se dg € (0,1) tale che
V/lak| < g  definitivamente per k — +o00 (4)

Allora

oo
E ak converge assolutamente
k=0

Dim: (4) = |ax| < g¥ con g € (0,1), dal teorema del confronto
segue la tesi.
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@ Se

ak] > 1 per infiniti valori di k (5)
Allora
[ee]
Z ak non converge
k=0

Dim: (5) = |ak| > 1 per infiniti k e dunque la condizione
necessaria per la convergenza della serie non & soddisfatta

OSS: se esiste limy_, 4 W = L allora la serie converge
assolutamente se L < 1, non converge se L > 1, non si sa nel caso
L=1
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Vediamo un esempio dove il criterio della radice ci permette di
determinare la natura della serie mentre quello del rapporto no:

Z <2 ( 1)k>k
pard 5
In questo caso

(2 + (—1)k>k (%)k per k pari
gk = | ———— = 1
5

5 ( )k per k dispari
Quindi
p 3 .
lak| < 5= Vk = la serie converge
facendo
1 .
— er k pari
ak-',-l 5.3k p p .
= = non si conclude nulla
ak 3k+1

5~ per k dispari
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Serie a termini di segno alterno

Abbiamo visto che laconvergenza assoluta di una serie implica la
convergenza semplice.
E vero anche il viceversa? NO Infatti la serie armonica

o0 1 e (—].)k
Z = 400 mentre Z T converge
k=1 k=1

x|

. . —1)k
Come si prova la convergenza di ;7 ( k) 7

Segue dal criterio di Leibniz che riguarda la convergenza di serie
con termini di segno alterno, cioe della forma:

Z(—l)kak con a, >0

00
k=0
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Criterio di Leibniz per convergenza di serie a termini di

segno alterno

. . : 00 k .
Consideriamo la serie )~ ;(—1)*aj con:
°

lim a, =0
k—+o00

@ Esiste Ky € N tale che
0 < aksr < ax Vk > Ko

(cioe ay & definitivamente non negativa e decrescente per

k — +00)
Allora
o
2:(—1)"3,< converge semplicemente
k=0

ed inoltre S = >3 o(—1)kay verifica:

41 <S < sy se2n> Ko e[S —sy|=[Ry| <ant1 Yn> Ko
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DIM: Supponiamo Ky = 0, quindi ax & non negativa, monotona
decrescente e tende a zero. Proviamo che sy, € decrescente e
limitata inferiormente da s; mentre sy, 1 € crescente e limitata
superiormente da sy = ag, infatti:

So = ao
s1=a— a1 <9
s=s51+a>s (a2>0) s=s5—(a1—a2) <sp(a1> a)

ss=—a3<s(a3>0) s3=-51+(ar—a3)> s (a2 > a3)
sS4 =S3+as>53(ag>0) s3=25 —(a3—as) <52 (a3 > a4)
Quindi

SO =S >S4 222> g2

51 <3< 55 << sopp1 < g3
Percio

|inf(s2n) — sup(s2nt1)| < |s2n — S2nt1] = |a2n41] — 0

= 5, = ST, o001 — ST e |S — s, < |apial
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Poiché % > 0 & monotona decrescente e tende a zero, per il criterio
di Leibniz la serie

[e.o]

1 ,
Z(_l)kE converge semplicemente pur non convergendo assolut.
k=1

Esempio: Studiare la convergenza semplice e assoluta di

— 2k + cos k
Se ay = m,sihaak>0perk21eak:i(1+o(1))
quindi la serie per il criterio del confronto NON converge
assolutamente. Per la convergenza semplice dobbiamo vedere se:

a, — 0 vero!

e ay decrescente (almeno definitivamente). Per questo,

consideriamo f(x) = 5. Risulta f'(x) = (ZX%::% <0

quindi f decresce ed anche a, = f(k). La serie dunque converge
semplicemente.
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Importanza della monotonia della successione nel criterio di

Leibniz

Nel criterio di Leibniz I'ipotesi di monotonia su a, almeno
definitivamente non si puo eliminare. Infatti, consideriamo la serie

kYK (1)
S
k=1
qui ak—[‘fﬂ Ol ] > 0 per k > 1 e verifica ax — 0 se k — 400
Pero |a serie non converge, infatti:

o0 k o0
IR R SIEANE
k=1 k=1 vk k
La prima delle due serie converge per il criterio di Leibniz poiché
ﬁ tende a zero decrescendo mentre la seconda & la serie armonica
che non converge. Quindi la somma delle due serie non converge.
L'unica ipotesi che non & soddisfatta & la monotonia di aj

14 (=1)" D" non & definitivamente decrescente
vk k k

ay = in quanto
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Esercizi

Studiare il comportamento della serie seguente:

abbiamo:

1
ax =1 — +/e(cos ;)k2 =
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Esercizi

Studiare il comportamento della serie seguente:

> 2

Zl—\/g(cosf)k

k=1
abbiamo:

ag=1- \/E(COS%)I@ -1— e%+k2 log (cos %)
poiché
1 1 1 1
sy =12 T o)

1 1 1 1 1 1 1
| 2Y —log (1= —os 4+ 4 0( ) = — o =
0g (cos 1) =log (1 = 5 + 71 +°U38) = 3z Tqnea —gra T0@)

1 1
—1— —oetolz) _ 1 1
ax e 122 "k 12k2( + o(1))

e, per il criterio del confronto asintotico, la serie converge (ax > 0)
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Studiare il comportamento della serie seguente:
oo
. ]. k3
Z(k sin ;)
abbiamo:

= (ksin 2)° = (1= 5 + o(%))k3
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Studiare il comportamento della serie seguente:
oo
1,
Z(k sin ;)
k=1
abbiamo:

. ]. k3 1 1 k3
ak:(ksm}) :(1 W—f—o(l@))

osserviamo che definitivamente sm > 0 e quindi ax > 0. Per il
criterio della radice:
YA =(1- ( L))k = K 1o (1— gz +0(35)) — K (-5 to(35))
1
~5

e——<1+o(1>) <1

dunque, per il criterio della radice, la serie converge.
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Studiare il carattere della serie seguente al variare di o € R:
oo
1
Z “sin P (—1)%ax
k=1 k=1

ax = k%sin % > 0 definitivamente per k — +o0
poiché

ak = (1 + o(1))

1
kl—o
se 1 —a > 1 cioe v < 0 allora la serie converge assolutamente
se &« > 1 allora |ax| NON tende a zero e la serie NON converge
se 0 < v < 1 la condizione necessaria ¢ verificata poiché ay — 0
Inoltre, se 0 < v < 1, ay & definitivamente decrescente, infatti:
(x“ sm% '=ax*tsinl — x¥2cos i
x*72(—cost +axsinl)=x*"2(-14+a+0(1)) <0 x— +oo

per il criterio di Leibniz si ha la convergenza semplice della serie
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Studiare il comportamento della serie seguente:

Z kx (k+1)x )

k—l(l +k2x2 1+ (k+1)2x2

xeR

Fissato x € R,
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Studiare il comportamento della serie seguente:

xeR

i( kx (k+1)x )
k_11+k2x2 1+ (k+1)°x2

kx

Fissato x € R,si tratta di una serie telescopica con by = FEwErel

Poiché b, — 0 se k — 400 per ogni fissato x € R, si ha
convergenza della serie per ogni fissato x € R e la somma della

serie S = by = 1Jf7
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Studiare il comportamento della serie seguente:

o0 o
log (e2k 4 4 k3+1
g . gl ) cos (> ) =: E ak
k2 + klogk +3 k2437~
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Studiare il comportamento della serie seguente
2. log(e?k + 4) k3 + 1
> sy =3
w1 k2 + klogk + 3 +
La serie non & a termini non negativi né a termini di segno alterno

perché I'argomento del cos diverge se k — 400 ed il cos oscilla
Vediamo se la serie converge assolutamente (questo implica la

convergenza semplice).
lak| < 5Iog(e2k +4) b,
k2 + klogk + 3
ma per k — 400
2k + log (1 4 4e=2K) _ 2k +o(1) < <
k2(140(1)) ~ k2

b= 250
k3 (1 + o(1))

e per il criterio del confronto asintotico si ha la convergenza di
> req bk e dunque, per il confronto, la convergenza assoluta sella

Analisi Matematica | (Ing. dell’Edilizia e Ing. Edile&Architettura

H o0
serie ) .- ak.
A. Cutri 10-01-2018, 11-01-2018, 15-01-2018




Studiare, al variare di x € R, il comportamento della serie

seguente:
Z |2x + 3|”

La serie & a termini non negativi.
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Studiare, al variare di x € R, il comportamento della serie

seguente:
Z |2x + 3|”

La serie & a termini non negativi. Applicando il criterio del
rapporto,

antl ‘2X+3|(n+1)27n2 B ‘2X+3|2n+1

0< = =
an n+1 n+1

Quindi

an+1 0 se [2x+3| <1
%
an +oo se[2x+3|>1

Pertanto la serie converge se e solo se x € [—2, —1]
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Esempio di funzione non limitata all'infinito ma con

integrale improprio convergente

@ Se f ammette limite L per x — 400 e l'integrale
| [° f(x)dx| < +o0 allora L = 0. Altrimenti, se L % 0 (per
esempio L > 0), si ha definitivamente

L—e<f(x)<L+e Vx > ko
allora

+oo:(L—e)/k+oodx§/k+oof(x)dx§(L+e)/+oodx

0 0 ko
Pero esistono funzioni definitivamente non limitate, che non
ammettono limite per x — +00 ma che hanno integrale improprio
all'infinito convergente:
1
n sen<x<n+ =
(x) = 1S SN
0 altrimenti

1
. 400 too Mtz 400 1
Siha [["7f(x)dx =3 2 [n " ndx=3),"/n: - < 400
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