DISPENSE DI GEOMETRIA (Ciriza)

I. numeri complessi, polinomi, vettori geometrici, matrici.

INSIEMI DI NUMERI

La cardinalita di un insieme e il numero dei suoi elementi. Un insieme infinito € un insieme che
contiene un insieme proprio con la stessa cardinalita.

Esempio: L’insieme dei numeri naturali N = {1,2,3,4,...} ¢ infinito, giacché l'insieme dei numeri
naturali pari P = {2,4,...} ¢ contenuto nell’insieme dei numeri naturali N. Non tutti i naturali
sono pari quindi P & strettamente contenuto in IN inoltre la funzione n — 2n & una biiezione tra
N e P per cui hanno la stessa cardinalita.

Un insieme che ha la stessa cardinalita dei naturali si dice numerabile.

Gli insiemi dei numeri interi Z = {...,—2,—1,0, 1, ...} e dei numeri razionali Q (decimali periodici)
sono numerabili, cioe: |[N| = |Z| = |Q|
Dimostrazione: |N| < |Z| < |Q| < |Z x Z| = |N|, 'ultima uguaglianza si vede graficamente.

L’insieme dei numeri reali R (decimali) non ¢ numerabile: |R|=|(—1,1)| =(0,1)] > |N|.
Dimostrazione: la prima uguaglianza segue dalla biiezione z > 1_f|”7w|2, la seconda dalla bi-

iezione dall’intervalo (a,b) con 'intervalo (0, 1) data da z — (b — a)x + a. La terza si dimostra per

assurdo supponendo che 'intervalo (0, 1) sia un insieme numerabile, cioé (0,1) = {a1, as,as3,...} e

si esibisce un b € (0, 1) tale che b # a;Vi € N.

NUMERI COMPLESSI:
C denota I'ambiente in cui equazione 22 + 1 = 0 ha soluzione. Si denota con i tale numero (si ha
che i2 = —1, e quindi i € R).
Un numero complesso z € una espressione del tipo z = a + ib dove a,b € R
Uguaglianza a +ib=c+id<a=c, b=d
Operazioni di somma e prodotto:
La somma ¢ definita da (a + ib) + (¢ +id) = (a+¢) + i(b+ d)
il prodotto & definito da (a + ib).(c + id) = (ac — bd) + i(ad + be)
Se z = a +ib # 0 'inverso & 21 = P —zﬁ
Il coniugato di z = a + b € il numero complesso z = a — b.
Siosservache z+2=2ca € Rechez=z2&2€R
Inoltre 2.z = a® + b? € R, e si definisce il modulo di z = |z| = Va2 + b2 = /22
Sihaquindia=Rez=3(z+2); b=Imz= (2 —2) e 27* :%

Rappresentazione geometrica.

In un piano con un sistema di coordinate ortogonali cartesiane Ozy, dove O ¢ l'origine, x ¢
I’asse reale e y e ’asse immaginario, c¢’e una corrispondenza tra il numero complesso z = a + b e il
punto P di coordinate (a,b).

Forma trigonometrica.

z & individuato dal modulo p = |z| e dalla rotazione antioraria 6 che I’asse x deve compiere
per sovrapporsi al segmento OP. Si chiama argomento di z la rotazione . Se z = 0 ’argomento
non ¢ definito.

Se z # 0 si ricava sinf = % e cost) = £ quindi z = a +ib = p(cosf + isinf).

Uguaglianza in forma trigonometrica

z2=2 & p=p e =460 +2nk per un opportuno k € Z
Prodotto in forma trigonometrica

z.2" = pp'[cos(0 + ") + isin(0 + 60')],

in particolare [p(cos @ + isinf)]|” = p"™(cosnd + isinnd).



CAMPI:
Definizione: Un insieme K si chiama campo se in esso sono definite due operazioni: la prima, detta
somma indicata comunemente con ” +” soddisfa

1) a+b=b+aVa,be K (commutativa)

2) a+ (b+c)=(a+b)+cVa,b,c e K (associativa)

3) 30 €K :0+a=aVa € K (esistenza elemento neutro)

4) VaeK3Jd' € K:a+a =0 esidenota a’ = —a (esistenza elemento opposto)

la seconda operazione, detta prodotto si indica con ”.” e soddisfa:

5) a.b=b.a Va b € K (commutativa)

6) a.(b.c) = (a.b).c Va b, c € K (associativa)
7) 31(#0) e K :l.a=a.1V a € K (esistenza elemento unitd)
8) VacK:a#03a*: a.a* =1 esidenota a* = a~! (esistenza elemento inverso)
in pit soddisfano le proprieta dlstributive

9) a.(b+c)=ab+a.cVa,bceK

10) (a+b).c=a.c+b.cVa,b,ce K

Esempi: Gli insiemi dei numeri naturali N e interi Z non sono campi. Invece gli insiemi Q
dei numeri razionali, R dei numeri reali, C dei numeri complessi sono campi, anche l'insieme
Z, ={0,1,...,p} delle classi di resto modulo p, dove p & un numero primo ¢ un campo.

POLINOMI
Un polinomio & una espressione del tipo f(x) = ag+aix+...a,z™ dove x ¢ la variabile indeterminata
e aj € K sono i coefficienti di f, ag ¢ detto il termine noto.

Se a1 = -+ = a, = 0 si dice che il polinomio & costante. Se anche ag = 0 si dice che il polinomio é
nullo.
Seglia; € C,j =0,...,n il polinomio si dice complesso, se gli a; € R,j = 0,...,n il polinomio si

dice reale. L’insieme dei polinomi complessi si indica con C[z], I'insieme dei polinomi reali si indica

con R[z]

Definizione: Il grado di un polinomio non nullo ¢ il numero intero k tale che ap # 0 e axy; =
0, Vj € N. Il grado del polinomio nullo ¢ —co

Uguaglianza tra polinomi. Due polinomi f(x) = ag+a1z+---+anz™ e g(x) = bo+bix+- - - +bya™
sono uguali se e solo se hanno lo stesso grado e i coefficienti sono uguali (m = n, a; = b;Vj).

Operazioni tra polinomi: se n < m
la somma e (f + g)(x) = f(x) +g(x) =ap+bo+ (a1 +b1)x + -+ (an + bp)x" + -+ + bpz™
il prodotto & (f.g)(z) = f(x).g(x) = apbo + (apb1 + a1bo)x + - -+ + (anbm )z ™™
grado (f 4+ ¢g) < max(grado f, grado g) = m.
grado (f.g) = grado f + grado g = n + m.

Principio di Euclide: Se f e g sono due polinomi e g € non nullo, allora esistono due polinomi ¢ ed
r tali che f = gg+r con grado r < grado ¢g. Inoltre se f e g sono polinomi reali, allora ¢ ed r sono
reali. Il polinomio ¢ e detto il quoziente e il polinomio 7 e detto il resto.

Definizione: Se il resto r ¢ il polinomio nullo si dice che f e divisibile per g o che f & multiplo di g.

Definizione: Un numero z si dice radice di un polinomio f se soddisfa f(z) = 0 (cioé se z € soluzione
della equazione f(x) = 0).

Teorema di Ruffini: Se f & un polinomio, z un numero e g(z) = (x — z) allora il resto r(z) = f(z).
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Dimostrazione: Esistono ¢ ed r tali che f(z) = ¢(x)(z — z) +r(z), con grado r < grado (x — z) = 1,
questo implica che r & un polinomio di grado 0 0 —oco e quindi é costante (dunque r(x) = r(z)Vz).
Calcolando f in z si ottiene f(2) = q(2)(z — 2) + r(2) = r(2) che implica r(z) = f(z)Vz.

Corollario: Un numero z & radice del polinomio f se e solo se il polinomi (x — z) divide f. Cioé se
e solo se f(x) = (z — z)g(x). Inoltre se f e z sono reali allora anche ¢ ¢ reale.

Definizione: Se z ¢ una radice del polinomio f, si chiama molteplicita di z come radice del polinomio
al maggiore numero intero m tale che (z — z)™ divide f.

Teorema Fondamentale del’Algebra:
Ogni polinomio complesso di grado positivo ha almeno una radice complessa.

Corollario: Ogni polinomio complesso di grado n > 0 ha esattamente n radici complesse.

Principio d’identita:
A) un polinomio di grado n > 0 puo avere al piu n radici,
B) un polinomio di grado n che ha m radici con m > n & necessariamente il polinomio nullo,
C) due polinomi di grado < n che assumono gli stessi valori per m valori di « con m > n sono
uguali.

Teorema (Radici di un polinomio reale): Se f € un polinomio reale e z € C ¢ una radice di f, allora
anche il coniugato Z € una radice di f. Inoltre z e zZ hanno la stessa molteplicita.

Dimostrazione: f(z) =ag+ a1z + ... + apz" =ap+ a1z + ... + apz™ = f(z) = 0.

Definizione: Un polinomio p € K[z] & irreducibile se gli unici divisori sono 1 e p stesso.

Corollario: Su C[z] gli unici polinomi irreducibili sono di primo grado. Su R[z] i polinomi irriducibili
sono quelli di primo grado e quelli quadratici senza radici reali.

Corollario: Un polinomio complesso si fattorizza nel prodotto di polinomi complessi di primo grado
come a(x — z1)™ ... (x — zk)™, 21,...25, € C.

Un polinomio reale si fattorizza nel prodotto di polinomi reali di grado 1 e di polinomi reali di
grado 2: a(z —x1)™ ... (x — zk)™ (22 + biz + a1)™ ... (@® + bpx + ap)™, z;;a;,bj,a € R.

Esempio: Il polinomio 2% —1 su R si fattorizza come (z —1)(z% +z +1), mentre su Clx] si fattorizza
come (z —1)(z — 71%“/5)(30 — *1%“/5)
APPLICAZIONE: radice n-esima di un numero complesso z.

Per il corollario del Teorema Fondamentale dell’ Algebra il polinomio ™ — z ha esattamente n radici
complesse, quindi ’equazione ™ = z ha esattamente n soluzioni complesse.

Se z = p(cos +isinfl) e x = o(cos ¢ +isin¢) si ha che o = {/p ed ng = 0 + 27k con k € Z.

Al variare di k ci sono n angoli ¢y = 6”’% ik =0,...n — 1, che danno luogo a numeri distinti
z dove k = 0,...n — 1. Tutte le soluzioni si trovano nel cerchio di centro 0 e raggio o. Inoltre
dividono il cerchio in n parti uguali.

Esempi: a) v/2i = {V/2(cos T +isin T), ¥/2(cos 2 + isin 2T )}
b) ¥/1+i={V2(cos % +isin %), v2(cos 3T + isin 9)}

¢) V1={1, cos 2 +isin &, cos & +isin 4T} = {1, —1-5;\/3’ _1_2i\/§}




VETTORI GEOMETRICI

Su un piano con un sistema di coordinate ortogonali cartesiane Oxy, dove O ¢é l'origine, = ¢
I’asse delle ascisse e y e 'asse delle ordinate, si fissa una unita di misura e ad ogni punto P del
piano si associa una coppia ordinata di numeri reali di coordinate (x,y).
Si denota con R? = {(z,y) : z,y € R}. Il simbolo 0 rappresenta il vettore nullo di componenti
(0,0) (di lunghezza 0).
I punti sulle ascisse soddisfano 1’equazione y = 0, i punti sull’asse delle ordinate soddisfano
I’equazione xz = 0.
Il segmento orientato uscente dall’origine e di estremo il punto P di coordinate (z,y) rappresenta
il vettore v di componenti (x,y).

Se v1 = (w1,y1) e v2 = (22,92) sono due vettori in R? si definisce la somma:

v1 +v2 = (z1,91) + (T2,92) = (T1 + 72,91 + ¥2)
se A € R il prodotto di v = (x,y) per A &
A = Az,y) = (Az, \y)

Se A > 0 si ha che Av ha la stessa direzione e verso di v,

se A <0 v ha la stessa direzione di v e verso opposto,

se A =0 si ha A =0.

L’opposto di v & —v = —(x,y) = (—z, —y).

Interpretazione geometrica (regola del parallelogramma): il vettore somma w1 + vy coincide con la
diagonale del parallelogramma costruito sui vettori v; e vy. Il vettore differenza v; — vo € parallelo
al segmento da (z1,y1) a (22, ¥y2).

Analogamente si definiscono su R", lo spazio delle n-uple reali, e su C", lo spazio delle n-uple
complesse, ’addizione di vettori e moltiplicazione per uno scalare.



MATRICI

Una matrice & un insieme di numeri ordinati per righe e colonne

ail e A1n
A=
Am1 cee Qmn
Siindica con Ay = (a1 ... agp) la k-esima riga.
a1k
Si indica con A% = : la k-esima colonna.
Amk

Si dice che A ha ordine m per n si ha m righe ed n colonne.

Se gli a;; € R la matrice A si dice reale. Se gli a;; € C la matrice A si dice complessa.
Si denota con M (m,n; K) U'insieme delle matrici con coefficienti in K di ordine m per n.

Somma di matrici e moltiplicazione per uno scalare.
Se B ¢ un’altra matrice di ordine m per n con coefficienti (b;;) si definisce la somma

a1 +bi1i ... aip by
A+B= : :

A1 +bm1 oo A+ b
Se « & uno scalare si definisce il prodotto tra uno scalare e una matrice
aany e adlp

al =

A1 --. OQlmn

Una matrice si dice:
nullase a;; =0Vi=1,...,m; j=1,...,n, e si indica con 0,
trasposta di A se ha come ij—esimo coefficienti a;; e si indica con A,
quadrata se m = n.

Una matrice quadrata e chiamata:
identita se a;; = 0Vi # j ,a;; = 1 e si indica con I,
diagonale se a;; = 0 Vi # j,
scalare se a;; = 0Vi # j e a;; = aVi.
triangolare superiore se a;; = 0 Vi > 7,
triangolare inferiore se a;; = 0 Vi < 7,
simmetrica A = A?,
antisimmetrica A = — A",

Definizione: Si chiama traccia di A la somma degli elementi sulla diagonale
traccia A =ai1 + - -+ apn

PRODOTTO di MATRICI (riga per colonna).
Se A€ M(m,n;K) e B € M(n,p; K) (il numero di colonne di A ¢ uguale al numero di righe di B)
il prodotto di A = (a;;) per B = (b;;) ¢ la matrice C = AB € M (m,p;K) che ha come ij-esimo

coefficiente
n
Cz’j: E aikbk]‘.
k=1
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Proprieta del prodotto di matrici
1) (AB)C = A(BC)

)
3) (A+ B)C = AC + BC
4) a(AB) = (aA)B = A(aB)
5)
6)

0A=A0=0
7) (AB) = B! At
verifica di 7): Siano A = (a;), B = (bi;), A" := (avij =
B'A' = (SiBikan;) = (Swbriajr) = (Skajrbri) = (cji)

8) Il prodotto non & commutativo:

: 1 1 10 10 11
Esemp10.A-<0 1>,B—<0 0>,AB—(0 O)’BA_(O 0)

9) Non vale la legge dell’annulamento:

Il prodotto di due matrici non nulle puo essere la matrice nulla:

e ) (13 (2 1)= (0 0) 2 (50) (5 0)-(6 %)

DETERMINANTE.
Si dice permutazione di n elementi ogni ordinamento degli elementi stessi. Il numero di permutazioni
di n elementi & n!. La permutazione fondamentale ¢ (1,2, ---,n). Due elementi di una permutazione

o presentano una inversione rispetto alla permutazione naturale se si succedono in ordine opposto
a quello naturale. La permutazione o si dice pari o dispari a seconda che il numero totale delle
inversioni sia pari o dispari.

Esempio: Le permutazioni dei tre primi naturali sono sei:

(1 2 3,2 3 1,83 2 1),1 3 2),(2 1 3,3 1 2).

sono pari: (1 2 3),(2 3 1),(3 1 2)

sono dispari: (3 2 1),(1 3 2),(2 1 3)

Definizione:
Se n =1 det(a) := a.

a b
Sen—2,det<c d>_

a b
c d

‘::ad—cb

Sen =3,
a1l a2 ais
det | az1 ag2 a3 | = a11022a33 —a11a23032 +0a12023031 — A12021A33 + 13021032 —A13022031 -
asz1 a3z2 G33
a21 G22
azr  a32

21 Q23
a3; ass

a22 G23
azz2 as3

= a1 — a2 + a3

Il determinante corrispondente alla matrice quadrata A di ordine n ¢ il numero

ail oo Qin
detA=| : L= Ze(o) Algye - (o,

anl1 ... Qpp

dove la somma ¢ sulle permutazioni ed €(o) ¢ la parita della permutazione o.
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Segue dalla definizione che se A & una matrice di ordine n det(aA) = o™ det A.
Nota: in generale det(A + B) # det A + det B

. 1 0 0 0
esempio: det<0 1)75det<0 O>+det(0 1)

Definizione assiomatica del determinante:

1) det(Al,.. C’+C” LAY =det(Al, ... C, ... A") +det(AL, ..., O, AT
2) det(A*, .. A“) =adet(Al,....C,..., A")

3) det(AL,.. ..,C,...,A):o

4) det(I ): 1

Inoltre il determinante ha le seguente proprieta:

5) det(AL, ... A} ... AT . A" = —det(AL, ... AT .. AL A

6) det(Al,..., AF + aAI, ... A") =det(A',... AF ... A")

7) det(A) = det(A?)

8) det(AB) = det(A) det(B) (Teorema di Binet)

9) det(0) =0
Teorema: Le proprieta 1,2,3 e 4 determinano univocamente il determinante come funzione delle
colonne.

applicando gli assiomi di definizione

(<)

Esempio: Calcolo del determinante della matrice

weman ()= (3« () (£)~(5)

sal=lo al+ ]t al=elo a+ell 4
=alo o|*o|o al*elt o}t 4]
- b‘(l) 0‘+ d‘é ?’m‘g’ é‘m’? (1"
:ab(l] é‘—l—ad‘é ?’—cb‘(l) (1)‘+cd’? (1)‘
=ad —cb

dimostrazione di 5):
0=det(A', ... A"+ AT .. AT+ AT ... A")
=det(Al,... A" ... AL .. A”)—l—det(A1 JAL AT AT
+det(A1,...,Aj,...,A A”)—Fdet(A1 GAT AT AT

= 0=det(Al,... Al ... A ,...,An)+det(A1,...,AJ‘,...,Ai,...,An)

Corollario di Binet: Se A e B sono matrici quadrate di ordine n allora
a) det(AB) = det(BA)
b) det(A*) = (det A)*

Nota: Se A e B non sono quadrate la formula a) non ¢ valida.
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0 1 1

-1 1
1 0 1 0 1 1 0
AB:<(1] . g’) 0 1 —<_11 ;>7BA— 0 1 (é . ?): 0 1 1
-1 1 -1 1 -1 0 1
det(AB) =3
det(BA):l’l 1‘ 1‘0 1‘+o‘0 1‘1(1)—1(1)+0(1):0

-1 1 -1 0

Definizione: Il complemento algebrico o cofattore A;; di un elemento a;; ¢ il determinante del
minore complementare di a;; moltiplicato per (—1)"J.

Teorema di Laplace (I):
La somma dei prodotti degli elementi di una riga per i suoi complementi algebrici & det A.
det A = a1 4,1 + ar2Aro + -+ - + arn Ary [sviluppo secondo la riga r (r fisso)]
det A = a15A415 + agsAas + -+ + ansAns [sviluppo secondo la colonna s (s fisso)]
Teorema di Laplace (II):
La somma dei prodotti degli elementi di una riga per i complementi algebrici di un’altra riga e zero
a1 Aj1 +aipAjo+ -+ aippnAj, =0 peri #j
a1;Avj + agiAgj + -+ aniAn; =0 peri #j

MATRICE INVERSA. Sia A una matrice quadrata di ordine n. Se esiste una matrice B tale che
AB = BA =1 si dice che A ¢ invertibile e che B & 'inversa di A.

Se A e B sono matrici invertibili allora anche AB lo ¢ e la sua inversa ¢ (AB)™! = B~tA~!
Teorema:

1) la matrice A ¢ invertibile se e solo se det A # 0.

2) Se det A # 0 allora A™! = =25 (A)" = 545 (Aj4)

3) Se A ¢ invertibile allora det Al = deiA

Dimostrazione:

Se 3A~! allora det(AA™Y) = det I =1,

per Binet det(AA~1) = det(A4) det(A™1)

quindi det(A) det(A~) =1 =det A # 0, det(A71) #0 e det(A™!) = (det A)~ L.

Per i Teoremi di Laplace
ail AT A11 Anl detA ... 0 1 ... 0

Do : : N : : : =(detA) | : =

anl1 ... Qpp Aln PN Ann 0 ... detA 0o ... 1

Se det A # 0 si ha che A ¢ invertibile e 11— (4;;)" ¢ la sua inversa.

RIDUZIONE

Operazione elementari sulle righe:
1) moltiplicazione della riga j-esima R; di A per uno scalare a non nullo: R; — aR;,
2) sostituzione della riga R; per lariga R; pitt o volte lariga R; j # i, #0: R; — Rj+aR;,
3) Intercambio fra le righe j-esima e la riga i-esima: R; <— R;.
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Una matrice e ridotta per righe se vale: in ogni riga non nulla di A ¢’e un elemento non nullo al di
sotto del quale ci sono soltanto zeri. Il primo elemento di ogni riga con questa proprieta si chiama
elemento speciale. In una riga nulla non ci sono elementi speciali.

Una matrice A si dice equivalente per righe a una matrice B se e solo se B ¢ ottenuta da A per una
successione finita di operazioni elementari sulle righe.

Si definiscono analoghe operazioni elementari sulle colonne e si dice che una matrice e ridotta per
colonne se vale: in ogni colonna non nulla di A ¢’e un elemento non nullo a destra del quale ci sono
soltanto zeri. il primo elemento di ogni colonna. con questa proprieta si chiama elemento speciale.
In una colonna nulla non ci sono elementi speciali.

Una matrice A si dice equivalente per colonne a una matrice B se e solo se B & ottenuta da A per
una successione finita di operazioni elementari sulle colonne.

RIDUZIONE A SCALA (Algoritmo di Gauss)
La riduzione a scala (I’algoritmo di Gauss) trasforma una matrice (quadrata) in una matrice a scala
(triangolare superiore).
Si considera la prima colonna. Se contiene solo zeri si pone p; = 0 e si passa alla seconda colonna.
Se invece la colonna ha qualche coefficiente non nullo, si scambiano le righe in modo che sia
air # 0 e si pone p; = ay,
sulle altre righe si effettuano le operazioni elementari che annullano i coefficienti sotto p; = a1:
per j =2,...,n sisostituisce R; per 7;1” R, + R;
Si procede in modo analogo con la seguente colonna fino ad ottenere una matrice a scala (triangolare
superiore nel caso che la matrice iniziale sia quadrata) equivalente per righe alla matrice iniziale.

Esempio: calcolare il determinante (Sanini)

5 3 1 4 5 3 1 4 1 1 0 0
4 2 1 3 -1 -1 0 -1
— =/ -9 -9 —-10|=[-9 0 -1|=1
603 2 -9 =9 0 -0 —-12 —-13 -19 —-12 -1 =7
23 8 7 9 —-12 —-13 0 -19

dove la prima uguaglianza segue da: Ry — Re — R1, R3 — R3 — 3R1, Ry — R4 — TRq;
la seconda usando lo sviluppo di Laplace per la terza colonna;

la terza segue da C? — C? — C1, C® — C3 - C1;

la quarta usando lo sviluppo di Laplace per la prima riga.

APPLICAZIONE Calcolo del rango di una matrice usando la riduzione:

Il rango di una matrice ridotta per righe coincide col numero di righe non nulle. Il rango di una
matrice A (non ridotta) € uguale al rango di una matrice ridotta B equivalente per righe ad A.

Il rango di una matrice ridotta per colonna coincide col numero di colonne non nulle. Il rango di
una matrice A € uguale al rango di una matrice ridotta B equivalente per colonne ad A.

Il rango € un invariante della matrice, sia essa ridotta per colonne o ridotta per righe. Se A & una
matrice di ordine m x n allora rango A < min{m,n} (Il rango ¢ minore o uguale al minimo tra il
numero di righe e il numero di colonne).

Esempi:
8 g (1) (1) 1 0 0 1 5 3 1 0 0 1 1
01 1 0 1 1 1 0 4 2 0 O 2 1 1
00 4 0 ’ 2 2 0 0] 6 0 0 0]’ 2 2 2
50 0 0 5 0 0 0 2 8 -1 1 -1 -1 -1



La prima matrice e ridotta per righe, la seconda per righe e colonne, la terza per colonne, la quarta
non ¢ ridotta ne per righe ne per colonne.
Le matrici hanno rango 4, tranne I'ultima che ha rango 2.

Per ridurre I'ultima matrice per righe si possono fare le seguenti operazioni elementari sulle righe:
prima Ry = Ry — Ry, R3 — R3 — 2Ry, Ry =+ Ry + Ry epoi Ry — R3 — Ry, Ry — Ry + %R?

Per ridurre per colonne si possono fare la seguenti operazioni sulle colonne: Co — Cy — Cy, C3 —
C3 — C e successivamente C's — C3 — C5. Quindi la matrice & equivalente per righe a

0 1 1 0 1 0
200 e per colonne a 2 -1.0 uindi il rango ¢ 2
00 o0]°P 2 0 of4 80 € &
0 0 O -1 0 O

RANGO

Definizione: Il rango di A & I'ordine massimo dei minori che si possono estrarre da A con determi-
nante diverso da zero.

Si verifica che rango A < min(m,n).

Se A & quadrata rango A = n se e solo se det A # 0

(equivalentemente det A = 0 se e solo se rango A < n)

1 10
. . 0O 1 1
Esempio: Sia A = _1 0 1
2 2
A ha quattro rlghe e tre colonne quindi rango A < 3. I minori di ordine 3 sono:
1 1 0 1 10 0 1 1
my = , Mo = 0 1 1 , M3 = -1 0 1 , My = -1 0 1
—1 0 1 0 2 2 0 2 2 0 2 2
1 10
detmi=]0 1 1 :1‘(1) H_l‘—ol 1’—1—0:1—1:0
-1 0 1
1 1 0
detme =10 1 1|=0
0 2 2
1 10
detmg=|-1 0 1 —1‘3 ;‘ 1‘_01 ;’—#0——2—%2—0
0 2 2
0O 1 1 11
detmy=|—-1 0 1 :—1(—1)’2 2‘:0
0 2 2

det m; = det my = det mz = det my = 0 quindi rango A < 3
C’¢ un minore di ordine due con determinante non nullo: det ((1) 1) # 0 quindi rango A = 2

Calcolo del rango della matrice A usando la riduzione

1 1 0 1 1 0 1 1 0
0 1 1 1 1 1

A= 10 1 — 01 1 — 00 0 = A ha rango 2
0o 2 2 0 2 2 0 0 O
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IT. SPAZI VETTORIALI

Assiomi di definizione:

Uno spazio vettoriale su un campo K & un insieme V dove sono definite due operazioni: ad-
dizione tra elementi di V' e moltiplicazione per elementi di K indicati con ”+” e ”.” rispettivamente
che soddisfano le seguente proprieta

1) v+w = w+v Yo, w € V (commutativa)

2) u+(v+w) = (u+v)+w Yu,v,w € V (associativa)

3) 30y € V/Oy+v =v Vv € V (esistenza elemento neutro)

4) Vv e V3Iu e V/v+u =0y e si denota u = —v (esistenza elemento opposto)

)
)
)
) a.(u+v) = a.uta.v Ya € KVv € V' (distributiva)
)
)
)1

ot

6) (a +b)v = a.v+b.v Va,b € KVv € V (distributiva)
7) (ab)v = a.(b.v)Va,b € KVv € V

8)lw=vdovel e KVv e V

Proprieta di (V, K, +, -)
a) l’elemento neutro 0 € unico,
b) I opposto di un dato vettore & unico,

¢) 0-v =0,

d) a-0 =0,

e) se av = 0 allora a = 0 oppure v = 0 (legge dell’annullamento)
f) Popposto di a-v & (—a)v = a(—v) = —a-w.

Dimostrazione a) Supporre che esistono due elementi neutri Oe0
allora 0’ =0+0"=0
la prima uguaglianza si verifica per che 0 ¢ neutro e la seconda per che anche 0’ lo &.

b) Supporre che esistono due elementi opposti w e w’ per v
allora 0 =w+wv

sommando w’ si ottiene w’' =0+ w' = (w+v)+w =w+ v+ w) =w+0=w.

c¢) 0-v = (0+0)-w = 0-v+0-v quindi 0-v = 0-v+0-v
sommando l'opposto —(0-v) si ha

0= —(0-v)+0-v = —(0-v)+[0-v+0-v].

ma —(0-v)+[0-v+0-v] = [~ (0-v)+0-v]4+-0-v = 04+0-v = 0-v.
si ha quindi che 0 = 0-v.

d)a-0=a-(0+0)=a-0+a-0
sommando l'opposto —(a0) si ha che
0=—(a-0)+a-0=—(a-0)+[a-0+a-0]=[-(a-0)+a-0+a-0=a-0.

e) Se a # 0 allora esiste I'inverso a=! € K, si ha dunque che
v=1-v=(a"ta)-v=a"t (a-v)=a"1-0=0.

Verifica di f)

av+ (—a)v = (a—a)v=0-v=0.

a-v + a-(—v) = a-(v — v) = a0 = 0.

Per unicita dell’opposto —(a-v) si ha che
(—a)v = —(aw) e che a-(—v) =—(aw).
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Esempi: R", M(n,m,R), R[z], R,[z], con le operazioni di somma e prodotto per uno scalare
definite prima, sono spazi vettoriali sul campo R.

SOTTOSPAZI Un insieme non vuoto W dello spazio vettoriale (V, K, +,.) & un sottospazio vetto-
riale di V' se con le stesse leggi di composizione di V' & uno spazio vettoriale.
Teorema: W C V & sottospazio vettoriale di V' se e solo se a) Yo, w e W =v+we We

b) Vae KVve W = ave W.

COMBINAZIONE LINEARE Un vettore v € V' & combinazione lineare dei vettori vq,...,vp, € V

se esistono ay,...,axr € K tale che si scrive v = ajv1 4+ - - - + apvy.

GENERATORI L’insieme di tutte le combinazioni lineari di vy, ..., v, si chiama spazio generato
da vy,..., vy e si indica con Span{vy,...,vx}. (v € Span {v1,..., 05} <= v =a1v1 + - + axvg)
Esempio: Il sottospazio generato dalle righe Ry,..., R;,..., R;,..., R di una matrice coincide col

sottospazio generato da Rq,...,R; +aRR;,..., R, ..., Ry, cioe
Span{Rl,...,Ri,...,Rj,...,Rk} = Span{Rl,...,Ri —l—aRj,...,Rj,...,Rk}.

Teorema: Span{vi, ..., v} & il pitt piccolo sottospazio di V' che contiene vy, ..., vg.
cioe: 1) v; € Span{vy,..., v}, 2) Span{vy,..., v} € un sottospazio vettoriale di V/,
3) se W C V & un sottospazio tale che v; € Wi =1,...,k allora Span{vy,..., v} C W.

Definizione: Sia W C V. Si dice che W & generato da vy,...,vx (o che vy,...,v; € un insieme di
generatori di W) se W = Span{vy,...,v;}.

Definizione: Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K, se esistono v1,...,vx € V che generano V si
dice che V e finitamente generato.

INDIPENDENZA LINEARE La collezione di vettori {v1, ..., v} € detta linearmente indipendente

seesolose 0 =av; +-+apvy = a; = 0Vi=1,...,k La collezione {v1,..., vk} & detta
linearmente dipendente se esistono ai,...,ar € K non tutti nulli tale che ajv; + - -+ + agvg = 0.
Lemma: La collezione {v,...,v;} € linearmente indipendenti se e solo se ogni loro combinazione

lineare si scrive in modo unico.

Dimostrazione: =) Se ajv1+- - -+agvp = byvi+- - -+bpvg quindi (a3 —by)vy+- - -+ (ar —bg)vg =
0, siccome la collezione di vettori & linearmente indipendenti allora a; = by, ...,a; = by.

<) Se ajvy + -+ + agvg = 0= Ovy + - - - + Ovg, siccome il modo di scrivere una combinazione
lineare € unico allora a; =0,...,a; =0.

Esempio: {v} & linearmente indipendente se e solo se v # 0.
Esempio: le righe non nulle di una matrice ridotta per righe sono linearmente indipendenti.

Verifica: Possiamo supporre che la matrice A sia ridotta a scala

a1 aiz - Glp o Gin
O a22 e a2p DR a/2n
0 0 - ap -+ app | dovei coefficienti a;; #0Vi=1,...,p.
0 O -~ 0 --- 0
0 O -~ 0 --- 0

Se a1 Ry +agRy + - -+ a,R, = 0 allora si ha che
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ajair =0
aage + araz =0

QpUpp + -+ qaag, +arag, = 0.
Quindiall#O:>Q1:0, CL227£0:>O[2:O, ...,app#():>ap:0

BASE e DIMENSIONE Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato.

Definizione: Una base B di V ¢ un insieme ordinato {v1,...,v,} di generatori di V' linearmente
indipendente.
Teorema: B = {vi1,...,v,} € una base di V se ogni elemento di V si scrive in modo unico nella

forma v = ajv1 + -+ + a,vy,.

Esempio: le righe non nulle di una matrice ridotta per righe formano una base dello spazio delle
righe di A e il loro numero ¢ il rango A.

Definizione: Le componenti di un vettore v rispetto a una base B = {v1,...,v,} sono gli n numeri
ai,...,a, tali che v =ayv1 + - - - + a,v, presi nel ordine.
Quindi fissata una base B si fa corrispondere al vettore v € V' la n-upla vz = (a1,...,a,) € K™

Teorema (di esistenza di una base): Ogni insieme finito di generatori di V' contiene una base di V.

Dimostrazione: metodo degli scarti successivi: 1) si scartano tutti i vettori nulli, 2) si scarta il
primo dei v; che & combinazione lineare dei precedenti, 3) si ripete il procedimento fino ad ottenere
un insieme linearmente indipendente.

Lemma di Steinitz: Se {v1,...,v;} € un insieme di generatori di V' e {wy,...,wp} & un insieme
linearmente indipendente allora h < k.

Dimostrazione: per induzione sul numero di vettori LI.

Se h = 1, per ipotesi esistono azy,...,ay tali che wy = ajv1 + ... + agvy, siccome {w;} ¢ LI
si ha che wy, # 6, allora esiste almeno un ¢ per cui a;v; # 6, quindi Ji| v; # 0 il che implica che
k> 1=h. Quindi per h =1 il lemma ¢ verificato.

Si puo supporre che ajv; # 6, in questo caso si ha che v, = é(wl — agUy — ... — apvi) €
Span{ws, ..., vt }. Quindi v; € Span{w;,vs,..., v} D Span{vy,va,...,vx} = V. Si ha dunque che
V = Span{ws,...,vx} ( ciog, vy & stato sostituito da wy).

Possiamo suporre il lemma valido per A — 1, in particolare che vq,...,v,_1 possano essere
sostituiti da wy, ..., wp_1, vale a dire che V' = Span{wy, ..., wp—1,vp, ..., v }. Peripotesi induttiva
esistono dei coefficienti bq,...,bs tali che wp = bywy + ... + bp_1wn_1 + bpvp + ... + bpvg. Nel
caso in cui i vettori vy, ..., vy fossero tutti uguali a 0 il vettore wy, sarebbe combinazione lineare di
w1y, ...,Wwh_1, il che contradice I'ipotesi di indipendenza lineare, quindi si ha che k& > h.

Corollario: Sia B = {uq,...,u,} una base di V e siano wy, ..., w,, m-vettori in V. Se m > n allora
{w1,...,wy} & linearmente dipendente (LD).
Teorema: Due basi qualsiasi di uno spazio vettoriale hanno la stessa cardinalita.

Dimostrazione: Se B = {uy,...,u,} e B/ = {u},...,ul,} sono due basi di V, si applica due
volte il lemma di Steinitz. Siccome V = Span{ui,...,u,} e {u},...,u,,} & LI allora n > m e
siccome V' = Span{u},...,ul,} e {u1,...,u,} & LI allora n < m, quindi m = n.

Definizione: La dimensione di uno spazio vettoriale V' & la cardinalita di una sua (qualsiasi) base.
Se V = {0} si definisce dim V' = 0.
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Esempio: Sia M (2,R) lo spazio vettoriale delle matrici quadrate reali di 2° ordine.

.. 1 0 0 1 0 0 0 0
Lematr1c1E11—<0 0>,E12—<0 0>,E21—<1 0>,E22—<0 1> generano M (2,R)

e inoltre sono linearmente indipendenti. Quindi la dimensione di M(2,R) ¢ 4.

Esempio: Sia R,,[z] lo spazio dei polinomi a coefficienti reali di grado minore o uguale a 2.
I polinomi 1, z,..., ™ generano R,,[z] e inoltre sono linearmente indipendenti. Quindi la dimen-
sione di R, [z] € n + 1.

Teorema (del completamento a una base): Ogni insieme di vettori linearmente indipendente &
contenuto in una base. Vale a dire, se {wy,...,w,} € linearmente indipendente, allora ¢ possibile
trovare vettori vpy1,...,v, € V in modo che {w1,...,wp,vp41,. .., 0} sia una base di V.

Dimostrazione: se V' = Span{vy,..., v} allora si puo estrarre una base col metodo degli scarti
successivi dall’insieme di generatori {ws, ..., wp,v1,...,v;} senza scartare alcun w;.

Alternativamente, si procede come nella dimostrazione del Lemma di Steinitz, dove i primi
v1,...,Vp SOno stati sostituiti dai wi,...,w,. Se la collezione {vy,vs,..., v} € linearmente in-
dipendente, per dimostrare che {ws,...,wn,vp41,...,0k} € linearmente indipendente si fa per
induzione su h, dome segue.

Per h =1, se 0= aqwy + agve + ...+ apvr = ag(a1vr + ...+ agvr) + agve + ..+ agu =

ara1v1 + (aras + az)ve + ...+ (agar + ai)v, implica che aja; = ajas +as = -+ = ajap +a = 0.
Se a; # 0 allora a; =0 e quindi ag =--- = a3 = 0.
11 passo induttivo si fa in modo analogo: supponendo che {w1, ..., wy_1,vp, ..., v} sia linear-
mente indipendente si deve dimostrare che {w1, ..., wn, Vpt1,...,0;} € linearmente indipendente.
Siccome V = Span {w1,...,Wh—-1,Vp, ..., v} allora

Wp = a1w1 + ...+ ap_1Whr_1 + apVp + ... + arvg. Si puod suporre che aj # 0.

0= Q1w + ...+ Qp_1Wh—1 + QpWH + ... + QUL

=awi+...+ap_qwp_1tap(aiwi+. . Fap_1wWh—1Fapvp+. . Fagvr) g1V RV
= (a1ap + o)wy + ...+ (ap—10n + ap—1)Wh—1 + Fapapvy + ... + (apar + o) vy

I'ipotesi indutiva implica che apa1 + a1 =--- = apap = ... = apar + o = 0.

Siccome ay, # 0 allora ap, =0 e quindi a3 =--- = ag = 0.

Nota: La dimensione di V' e pari al
a) numero minimo di generatori di V.
b) numero massimo di vettori linearmente indipendenti di V.

Lemma: Se W & un sottospazio di V allora dim W < dim V.

Teorema: Sia A una matrice con m righe e n colonne. Sia R C K" lo spazio generato dalle m
righe della matrice A e sia C C K™ lo spazio generato dalle n colonne della matrice A, allora
dim R = dimC = Rango A.

ail ... Qin Aq
Dimostrazione: Sia A = = o= (A - AM)
Am1 - Qmn A,
Siccome Vi A; = (a;1 ... ain) € R™ si ha che R = Span{A;,..., A,,} CR"
aij
eVj Al = : € R™ si ha che C = Span{A4!,..., A"} C R™.
Amj
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Sia k = dim R e sia Bg = {Ry,..., Rx} una base de R, dove
R, = (blla" . 7bln)t7‘ o 7Rk = (bkh' . wbkn)t‘

In questa base le righe si scrivono:

b11 br1
A =c1Ri+ ...+ xRy = c1n o+t
bin bkn
b1 br1
A, =cpmiRi+ ...+ cmpRr = ema + ...+ Cmk
bin bkn

Da queste espressioni si ottiene che le colonne di A si scrivono come segue: la prima colonna &
a1 Cllbll + ... -I-Clkbkl
Al = : = :

A1 Cm1b11 + .o + Cmrbra

la n-esima colonna e

a1in c11bin + ...+ cixbin
An pr— : p— .

Amn cmlbln +...+ kabkn

che si possono riscrivere come

Cc11 Cik
At =by | ¢ |+ b
Cm1 Cmk
C11 Cik
A™ = by, + ...+ bin
Cm1 Cmk
C11 Clk
Ponendo C! = .., OF = si ha che Al,...,A"GSpan{C’l,...,C'k}.
Cm1 Cmk

Quindi C = Span{C",...,Ck} di conseguenza dimC < k = dim R.

Invertendo i ruoli di C e R in modo analogo si dimostra che dim R < dimC.
Quindi dim R = dimC.

APPLICAZIONI
I) La dimensione di un sottospazio vettoriale W = Span{vy,...,v;} di uno spazio vettoriale V' &
il rango della matrice che ha per righe (o per colonne) le componenti dei vettori vy, ..., v in

una base di V.

IT) w € Span{vy,...,vx} se e solo se dim Span{vy,...,v;} = dim Span{vy,..., vk, w}.
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INTERSEZIONE, UNIONE, SOMMA, SOMMA DIRETTA di SOTTOSPAZI
Dati due insiemi U e W contenuti in V, si definiscono gli insiemi

intersezione UNW :={v eV talicheve U e ve W},

untone UUW :={v € V tali che v € U oppure v € W} e

somma U+ W :={v €V tali che Ju e Uyw e W : v = u+ w}.

Lemma: Se U e W sono sottospazi dello spazio vettoriale V' allora gli insiemi UNW e U + W sono
sottospazi vettoriali di V.
Definizione: La somma U + W e diretta se ogni vettore del sottospazio somma si pud scrivere in
modo unico nella forma u 4+ w dove u € U,w € W. In tal caso si scrive U +W =U @ W.
Teorema (Caratterizzazione): U + W =U @ W < UNW = {0}.

Dimostrazione: <) v =u+w = +w' implica U > u— v =w —w € W quindi v — v =
w—-—w=0eUNW.

=) Se Jv # 0 € U N W allora il modo di scrivere v non ¢ unico ad esempio v = 1v + a0 =
B0+ 1v =2v — 0.

Lemma: Se B ¢ un insieme di generatori di U e C & un sistema di generatori di W allora BUC &
un insieme di generatori di U + W.

Dimostrazione: se u = ajuy + -+ + asus € w = bywy + - - - + b,w, allora
U+ w=au +- -+ asus +bywi +--- + brw,

Teorema (Formula di Grassman): dim(U + W) +dim(U N W) = dim U + dim W.
Dimostrazione: Sia k = dim(U N W) e sia{vy,..., v} una base di U N W,

completiamo la base di U N W a una base {v1,..., v, Ugt1,...,up,} di U, dove p=dimU,
completiamo la base di U N W a una base {v1,..., V5, Wgt1,...,wq} di W, dove ¢ = dim W.
Basta dimostrare che {vi,..., v, Uky1, ..., Up, Wit1,...,Wq} € una base di U + W (per il lemma

precedente ¢ un insieme di generatori di U + W, rimane da verificare che ¢ LI).

Corollario: U+ W =U & W < dim(U + W) =dimU + dim W.

ESEMPIO 1: In V = R3, si considerino i sottospazi vettoriali U = {(z,y,2) € V :z = z
eW ={(z,y,2) € V :x2=y=0} UNW ={(z,y,2) €V 1z =y =2 =
U+W ={(z,y,2) € V :x =0} Mentre UUW = {(x,y,2) € V : 2 =0eyz =0} non &
sottospazio vettoriale di V. Siccome dim(U NW) = 0 si ha che U+ W = U @& W, si osservi inoltre
che U+ W #V.

0 0 0 0
Notare che U = Span 1 e W = Span 0 , quindi U + W = Span 11,10
0 1 0 1
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II1. SISTEMI LINEARI

Risoluzione dei sistemi lineari col metodo di riduzione

Una equazione lineare € una espressione del tipo aijx1 + - -+ + apx, = b. Gli a; sono i coefficienti
della equazione, gli z; sono le incognite e b & il termine noto. Una soluzione della equazione € una
n-upla (o, ..., a,) € K" che la verifica.

a1121 + -+ a1pTy = bl
Una collezione di equazioni :

Am1T1 + -+ QupZn = bm
e chiamata sistema di m-equazioni lineari ed n-incognite.

Una soluzione del sistema lineare ¢ una n-upla (a1, ..., a,) € K" che verifica tutte le m-equazioni.
Definizioni: Un sistema di equazioni lineari e risolubile o compatibile se e solo se ammette soluzioni.

RAPPRESENTAZIONE MATRICIALE

a1 s QA1n bl €1
Se A = : : : e la matrice dei coefficienti del sistema, B = : e X =

Gm1  * Qmn bm T
sono la colonna dei termini noti e la colonna delle incognite, rispettivamente, utilizando il prodotto
di matrici il sistema di equazioni lineari si scrive come AX = B.

ai; o aip | by

La matrice (A|B) = : : : : e detta la matrice completa del sistema.

am1 - Amn bm
Se si denota con A’ la colonna j-esima della matrice A il sistema AX = B puo scriversi come una
equazione lineare a coeflicienti vettoriali

Atz +-- -+ A"z, =B

Lemma: Il sistema AX = B é risolubile (o compatibile) se e solo se B & combinazione lineare di

Al . A" (cioé B € Span{A!,..., A"}).

Due sistemi lineari AX = B e A’X = B’ si dicono equivalenti se hanno esattamente le stesse

soluzioni.

Un sistema lineare AX = B si dice ridotto per righe se la matrice dei coefficienti A e ridotta per

righe. Il seguente lemma mostra che ogni sistema lineare ¢ equivalente a uno ridotto per righe

C&le j: ig:iz ; Z ¢ equivalente al sistema lineare

{ ar1 + -+ apty, =a
h(arzy + -+ + apxy) + k(brzy + -+ - + bpzy) = ha + kb.

Lemma: Se k # 0 il sistema lineare {

Teorema (Rouché-Capelli sulla risolubilita):
Il sistema AX = B ¢ risolubile se e solo se rango A = rango (A|B).

Dimostrazione: =) Se il sistema AX = B ¢ risolubile allora B ¢ combinazione lineare delle colonne
Al ... A" di A. Quindi la matrice (A|B) che si ottiene aggiungendo ad A la colonna B ha lo stesso
rango di A.

<) Viceversa, si osservi che Span{Al,... A"} C Span{A!,... A" B}. Inoltre rango A =
dim Span {A!,..., A"} e rango (A|B) = dim Span {A!,..., A", B}. Quindi per ipotesi questi sot-
tospazi hanno la stessa dimensione, siccome 1'uno ¢ contenuto nell’altro allora coincidono. Si ha
dunque che B & combinazione lineare di A',..., A”. Cioe, il sistema & risolubile.
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Teorema (Rouché-Capelli sul numero di soluzioni dei sistemi risolubili):
Sia AX = B un sistema risolubile e sia p il rango di A (= rango (A|B)), allora il sistema ha
oo™~ * soluzioni che dipendono di n — p incognite libere.
Se n = p c¢’e una e solo una soluzione,
se n > p c’e ne sono infinite soluzioni che dipendono di n — p parametri liberi.

Dimostrazione: Possiamo supporre che la matrice (A|B) sia ridotta a scala

a1l Gz - A1p Glpr1 0 Gln | by
0 a2 -+ az, agpy1 -+ G2y |bo
0 0 -+ ap appr1 - apn |[bp |
0 o --- 0 0 ..« 0 |0
0 0 0 0 0 |0

dove i coefficienti a;; #0Vi=1,...,p.
Da l'ultima equazione del sistema (ultima riga non nulla) a,,2, + appt1 + Tpt1 + - + apnn = b,

si ricava z, = (b, — app41Zpt1 + - — Appay). Quindi la variabile z, dipende (& funzione) dalle
PP
variabile z,11, -+, Ty, cioe x, = fo(Tpq1,- -, Tn).
Analogamente dalla penultima equazione si ricava x,_1 = Pp——— (bp_l —Qp_1pTp+-— ap_lnwn).
Sostituendo z, risulta che z,_; dipende dalle variabile (libere) x,41,:- -, zy,
cioe ,-1 = fp—1(Tpt1,- -+, xpn). Siprosegue fino a ricavare 1 = f1(Tpq1,- -+, Tn).
Le variabili x1,---,2, dipendono dalle variabili libere x,41,---,2,. Dando valori alle variabili
indipendenti si ottengono le seguenti soluzioni del sistema.
Ponendo z,41 = 1,2,12=0,---, 2, = 0 si ottiene la soluzione
S1 = (fl(]-uov'”70)7f2(1707'"70)7"‘7fp(1707"')0)71707'”70)‘
Ponendo z,41 =0,7,12 =1,---, 2, = 0 si ottiene la soluzione
S2 = (fl(ou]-v"'70))f2(0717'"70)7'”7fp(0717"')0)70717"'70)‘
Ponendo z,41 = 0,7,12 =0,---, 2, = 1 si ottiene la soluzione

Sp—p = (f1(0,0,---,1), f2(0,0,---,1),..., f»(0,0,---,1),0,0,---,1).

Per costruzione le soluzioni risultano essere linearmente indipendenti.

SISTEMI OMOGENEI
Sia A € M(m,n;K). Un sistema lineare AX = B si dice omogeneo se B ¢ il vettore nullo. Si
osservi che un sistema omogeneo ¢ compatibile (0 ¢ soluzione).

Teorema: L’insieme delle soluzioni del sistema AX = 0 & un sottospazio vettoriale di K.

Teorema: Lo spazio delle soluzioni del sistema AX = 0 ha dimensione n — p, dove n € il numero
delle incognite e p ¢ il rango di A.

Dimostrazione: Siccome il sistema omogeneo ¢ risolubile le soluzioni si costruiscono come
prima. Le soluzioni {s1,---,s,_,} generano il sottospazio delle soluzioni del sistema omogeneo
{Z € K" : AZ = 0}. La matrice che ha per righe le soluzioni si,---,s,—, € (per costruzione)
ridotta per righe, quindi {s1,---,s,—_,} € linearmente indipendente, dunque costituisce una base
del sottospazio delle soluzioni del sistema AX = 0 per cui la dimensione ¢ n — p.

18



SOLUZIONE GENERALE DI UN SISTEMA LINEARE

Teorema: Ogni soluzione del sistema AX = B & della forma Y = Yy + Z dove Y € una soluzione
particolare del sistema AX = B, e Z & una soluzione del sistema omogeneo AX = 0.

L’insieme delle soluzioni del sistema AX = B ¢ un sottospazio affine, cioe¢ ¢ della forma

Yo+{ZeK": AZ =0}.

RANGO E DETERMINANTE

Sia A una matrice quadrata di ordine n.
Teorema (Regola di Cramer): Se A ¢ invertibile allora il sistema lineare AX = B ammette una
unica soluzione:
Aq
X = L :
~ det A

n

dove A; ¢ il determinante della matrice ottenuta da A sostituendo la colonna i-esima A* con la
colonna B dei termini noti:

b1 a2 -+ ain air o Aip-1) b
Ay =det | : . : ,oo, Ay = det

b Gn2 - Gnn an1 " QGp(n-1) bn

Dimostrazione:

moltiplicando AX = B per A~! siha A71(AX)=A"'B= (A"1A)X=IX=A"'B

Per la definizione di matrice inversa e per le proprieta della trasposta si ha

X=AT'B = gz(45)'B = gra(B'(4y))
Molteplicando le matrici
Ay oo A
Bi(Ay)=(br -+ b)) |
Ay o Apn
= (blAu + ...+ bnAnl, cee 7b1A1n + ...+ bnAnn)
= (AI’...,An)

L’ultima uguaglianza si ottiene applicando il Teorema di Laplace.

Definizione: Il rango di A & I'ordine massimo dei minori che si possono estrarre da A con determi-
nante diverso da zero.

Corollario: Se A € una matrice quadrata di ordine n, le seguenti affermazioni sono equivalenti:
a) rango A < n,
b) le colonne di A sono LD,
¢) le righe di A sono LD,
d) det A = 0.

Corollario: Il sistema omogeneo AX = 0 ha soluzioni non nulle se e solo se det A = 0
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SOLUZIONE DI UN SISTEMA A INCOGNITE VETTORIALI

Siano X; = (1,...,%ip) € KP, i=1,...,n; Bj = (bj1,...,b;,) € KP, j=1,...,m. Si consideri
il sistema a incognite vettoriali e termini noti vettoriali

alle + "'+a1an = Bl

W1 X1+ -+ amn Xy, = By

Ponendo X3, ..., X,, come righe di una matrice X € M(n,p,K), e By,..., B, come righe di una
matrice B € M (m, p, K) il sistema si pud riscrivere in notazione matriciale come AX = B.

Esplicitamente
a1 A1n I11 (I}lp b11 blp
aAm1 *°° Amn Tpl -+ Tnp bml e bmp

considerando p-sistemi: AX? = B?, i = 1,...p si ha che il sistema AX = B ¢ risolubile se e solo se
ogni sistema AX® = B® ¢ risolubile, cio¢ se e solo se rango A = rango (A|B").
Teorema: Il sistema a incognite vettoriali AX = B ¢ risolubile se e solo se rango A = rango (A|B).

APPLICAZIONE: Calcolo della matrice inversa col metodo della riduzione per righe.

Se pone B = I dove I € M(n,K) ¢ la matrice identita e si applica I'ultimo Teorema al sistema a
incognite vettoriali

AX =1

La soluzione del sistema & la matrice A~!, inversa della matrice A.
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IV. GEOMETRIA ANALITICA
PRODOTTO SCALARE in R™.

Definizione: Siano v = (z1,...,2,) e w = (y1,...,ys) due vettori in R™, il prodotto scalare tra v e
w e il numero reale v.w =< v, w >=T1Yy1 + ... + TuYn.
Proprieta:

1) <v,w>=<w,v> Vv,w € R" (commutativa)

2) < (u+v),w>=<u,w>+ <v,w> Yu,v,w € R" (distributiva rispetto alla somma)
3) A <u,v>=< Au,v >=< u, \v > Yu,v € R" V) € R (omogenea)

4) <v,v>>0,VveR";<v,v>=0< v=0 (positivitd)

Definizione: La norma di un vettore & v = (z1,...,2,) ¢ ||[v| := /< v,0 > = /a2 + ...+ 22.

La distanza tra due punti P(z1,...,z,) ¢ Q(y1,. .. ,yn) ¢ la lunghezza del segmento PQ, pari alla
norma del vettore v = PQ = (y1 — x1,...,Yn — Tn) che ha punto iniziale P e punto finale Q:

dist(Q, P) == [lv]l = v/(y1 —21)? + ... + (Yo — 20)?

Teorema del coseno:
Vo,w € R™ si ha che < v,w >= |Jv||||w]|| cos v, dove a ¢ 'angolo fra i vettori v e w .

Dimostrazione: Si consideri il triangolo di vertici A, B, C, sia a I’angolo tra i vettori v = AB e
w = AC. Quindi i lati opposti ai vertici hanno lunghezza a = v — w||, b = |jw]|, ¢ = ||v]|.
Sia H il punto d’intersezione tra la retta che contiene il vettore v e la retta perpendicolare a v
che passa per il punto C. 1l triangolo CHB & rettangolo, i cateti hanno norma |[HC|| = bsina e
|HB|| = ¢ — beosa. Quindi per il teorema di Pitagora si ha che
a? = (bsina)? + (¢ — beos a)?

= b?sin® a + ¢ — 2bccos a + b2 cos® a

= b% — 2bccos a + 2.
Sostituendo a, b, ¢ si ha |Jv — wl]? = ||v||* = 2||v]|||w|| cos a + ||w]|?
Confrontando con ||[v — w|]? =< v —w,v —w >=< v,v > -2 < v,w > + < w,w >,
si ottiene < v,w >= ||v||||w]|| cos cv.

I

Corollario: v e w sono perpendicolari se e solo se < v,w >= 0.

Corollario (disuguaglianza di Cauchy-Schwarz): Yv,w € R" |v.w| < ||v| ||w]].
Dimostrazione: |cosa| < 1.

Proposizione:
a) Yv,w € R" |lv+ wl| < |w|| + ||v|| (disuguaglianza triangolare).
b) Vv € R" VA € R ||\ = |A] ||v]|.
Dimostrazione: a) v + w ¢ la diagonale del parallelogramma di lati v e w.
b) [A0l2 = (A21)? + ... + (Azn)? = A2(23 + ... +22) allora [ Av]| = VA [[o]] = A o]l

édet(ml y1>‘
T2 Y2

Proposizione: L’area del triangolo di lati v = (z1,y1) e w = (x2,y2) ¢ A =

Dimostrazione: A = £bh = 3|[v|| |w]|| siné dove 6 & I'angolo tra v e w.
4A? = [|v]? lw]|? sin® 6 = |jv]|* lw]|* (1 — cos® )

= [[vl? [[w][* — [|v]|* [w][* cos®6

= [[vl* [[w]]* = (< v,w >)?

= (23 +yi) (x5 + y2) (2172 + y192)?

= (v7a3 + 2iy3 +yia3 + yiy3) — (vfad + 2z 229192 + Y7Y3)

= (T1Y2 — 5623/1)
Quindi 24 = |z1y2 — X291/
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PRODOTTO VETTORIALE IN R?
Definizione geometrica del prodotto vettoriale nello spazio R3.

Siano v e w € R? due vettori, il prodotto vettoriale v Aw & il vettore di R?® definito come segue:
a) se v e w sono paralleli allora v A w & il vettore nullo (include i casi v = 0ow= O)
b) se v e w non sono paralleli allora v A w ¢ il vettore

i) la cui direzione ¢ la retta perpendicolare al piano generato dai vettori v e w,

ii) il werso ¢ ottenuto applicando la regola della mano destra.

iii) la norma ||v A w|| € pari all’area del parallelogramma che ha per lati i vettori v e w

Definizione del prodotto vettoriale A: R? x R® — R3, (v, w) — v A w in coordinate
se v = (r1,41,21) e w = (T2, Y2, 22) allora v Aw =: (Y122 — 2192, —T122 + 2122, T1Y2 — Y122)
Regola mnemotecnica per il calcolo del prodotto vettoriale:

- — -

T 5k
vAw= |z Y1 =21
T2 Y2 22

Proprieta del prodotto vettoriale

1) € anti-commutativo: w Av = —v A w
Esempi: 2/\] —k ]/\l;: , l;/\z_":j'
]/\Z——k k‘/\j_—; Z/\E:—j
2) e distributivo rispetto alla somma (v 4+ v) Aw =uAw+vAw
3) & omogeneo: (Av) Aw =v A (Aw) = A(v Aw)
4) NON ¢ associativo.
Esempio: 0= (A AJAINGAT) =iNk=
5) Inoltre soddisfa
uN (W Aw) =<u,w>v—<u,v>w

6) ldentita di Jacobi:

uN(WAw)+vA(wAu)+wA (uAv)=0

PRODOTTO MISTO IN R?
Definizione: R3 x R? x R?® — R, (u,v,w) =< u,v Aw > € R.

1 Y1 21
Se u = (x1,y1,21), v = (T2,Y2,22) e w = (x3,y3, 23) allora < u, v Aw >:= |3 Y2 29
r3 Ys <3

Proprieta del prodotto misto:

) <u,v Aw>=— < u,wAv >.
)] <u,v ANw >=<v,wAu>=< w,u\v >.

Le seguente affermazioni sono equivalenti:

a) <u,v ANw >=0,

b) u L vAw,

¢) u, v e w giacciono sullo stesso piano,
) {u,v,w} & linearmente dipendente.
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Definizione: Una base {v,w,u} si dice positivamente orientata se e solo se il determinante della
matrice che ha per righe (o colonne) i vettori v, w,u & positivo.

Dalla definizione del prodotto vettoriale e del prodotto misto (in coordinate) ne segue che:
a)v||wewAv=0
b) Se {v,w} & LI,

i) <vAw,w>=0,<vAw,v>=0.

ii) {v,w,v Aw} & una base positivamente orientata.

iii) [Jv A w| = ||v]|||w] sin o dove « & I'angolo tra v e w

Verifica di iii):
o] 2Jw||? sin® & = [Jv]|*lw]|*(1 — cos® @)
= [[vlP[lw]l* = l|v][*[Jw]]* cos® a
= lo)*|lw]]*~ < v,w >?
= (ef +yi+ 27) (23 +y3 + 23) — (2122 + Y1y2 + 2122)°
= y%z% — 2129212 + z%y% + x%z% — 2x12921T2 + z%x% + x%y% — 221Y2y122 + y%x%
= (y122 — 2192)% + (w122 + 2122)% + (T1y2 — Yy122)?
= ||v A w|?.

2

Notare che : ||[v Aw|]? = |Jv]]?||w]|?*~ < v,w >2

PROIEZIONE ORTOGONALE
11 vettore proiezione m,(w) di un vettore w su una retta [ passante per l'origine di R™ e parallela
a un vettore v non nullo ¢ il vettore (parallelo al vettore v)

 <w,v>
() = T

11 vettore proiezione 7, (w) di un vettore w su un piano « passante per l'origine di R™ e perpendi-
colare a un vettore n non nullo ¢ il vettore

< >
Ta(w) =w — T, (w) = w — % n.
n

VOLUME
Il volume del parallelepipedo di spigoli u, v e w € uguale all’area della base per 'altezza.
L’altezza € ||mynw(u)]],

<y, vAw> <u,vANw> vAw

= — Vv A = N =
senel) = S A = SR fenag = It =

<u,v/\w>‘
v Awl

L’area della base & ||v A w]|, quindi
V=I<u,vAhw>|.

11 parallelepipedo di spigoli u = (x1,y1,21), v = (22,¥2, 22), w = (r3,ys, 23) ha volume

1 Yy z
V=|det| 22 yo 29
r3 Yz z3
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EQUAZIONE PARAMETRICA DI UNA RETTA

Sia r la retta passante per Py e parallela al vettore v.
Per ogni punto @ (generico) sulla retta r il vettore di componenti Q — Py (coordinate di ) meno
coordinate di Fp) ¢ parallelo al vettore v. Quindi @ — Py = tv per un qualche ¢t € R. Al variare di
t si ottiene ’equazione parametrica (vettoriale) della retta r: Q = Py + tv.

EQUAZIONE CARTESIANA DI UN PIANO IN R?

Sia 7 il piano passante per Py e perpendicolare al vettore di componenti n = (a, b, c).
Per ogni punto @ (generico) sul piano 7 il vettore v di componenti ) — Py (coordinate di () meno
coordinate di Py) e perpendicolare a n. Ne segue che v.n = (Q — Py).n = 0, per cui 'equazione del
piano passante per Py € Q.n = Py.n. Chiamando d = Py.n si ottiene Q.n = d. Se le coordinate del
punto generico @ sono (z,y, z) si ha 'equazione cartesiana del piano 7 : az + by + cz = d.

PARALLELISMO E ORTOGONALITA IN R? :
TRA RETTE

Sia r la retta parallela al vettore v (di equazione vettoriale parametrica P = Py + tv, t € R) e sia
r la retta parallela al vettore v’ (di equazione vettoriale parametrica P = Pj + sv’, s € R).

Definizione: r ¢ parallela a r’ (r || ') se e solo se v || v/ (& v AV =0).
r & ortogonale a 1’ (r L ') se e solo se v L v (& v’ =0).

Osservazioni: Siano r una retta e () un punto esterno a r
a) 3! retta 7’ tale che ' || r passante per Q.
b) Joo rette r’ tale che ' L r passante per Q.
c¢) 3! rette 7’ tale che r’ L r passante per @ con r’ Nr # ().

TRA PIANI

Sia 7 il piano perpendicolare al vettore n (di equazione vettoriale cartesiana (P — Py).n = 0) e sia
7' il piano perpendicolare al vettore n’ (di equazione vettoriale cartesiana (P — Pj).n’ = 0).

Definizione: 7 ¢ parallelo a 7’/ (7 || ') se e solose n || n’ (& n AR =0).
7 & ortogonale a 7’ (m L 7’) se e solo se n L n’ (& n.n’ =0).

Osservazioni: Siano 7 un piano e () un punto esterno a m
a) 3! piano 7’ tale che 7 || 7’ passante per Q.
b) Joo piani 7’ tale che w L 7’ passante per Q.

TRA RETTA E PIANO

Sia r la retta parallela al vettore v (di equazione vettoriale parametrica P = Py + tv, t € R) e sia
m il piano perpendicolare al vettore n (di equazione vettoriale cartesiana (P — Py).n = 0).

Definizione: r & parallela a m (r || w) se e solo se v L n (& v.n = 0).
r & ortogonale a w (r L 7) se e solose v || n (& vAn=0).

Osservazioni: Siano 7 un piano e ) un punto esterno a
a) 3! retta r tale che r L 7 passante per Q.
b) Joo rette r tali che 7 || m passante per Q.

Siano r una retta e () un punto esterno a r
¢) Joo piani 7 tali che 7 || r passante per Q.
d) 3! piano 7 tale che m L r passante per Q.
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INTERSEZIONE IN R? :
TRA PIANI
Sia ax + by + cz = d 'equazione del piano 7 e sia da’x + b’y + ¢’z = d’ 'equazione del piano 7’.

axr +by+cz=d
d>
d )

dr+by+cdz=d"
Se rango A = 1 = rango (A|B) il sistema ¢ compatibile, i piani sono coincidenti e paralleli (perche
n=(a,b,c) || n = (a0, c)).
Se rango A = 1 < rango (A|B) = 2 il sistema ¢ incompatibile, quindi non c’e intersezione, cioé i
piani sono paralleli con 7 N7’ = (.

La intersezione dei piani si trova risolvendo il sistema lineare {

La matrice associata ¢ A = <§, é), CC,> e la matrice completa ¢ (A|B) = (5, é), CC,

Se rango A = 2 = rango (A|B) il sistema ¢ risolubile e la intersezione fra i piani ¢ una retta.

Definizione: L’equazione cartesiana di una retta in R? e data dalla intersezione di due piani non
paralleli che la contengono.

) ar +by+cz=d . . PR
Ser: { Azt by + s =d allora il vettore parallelo alla retta r ¢ v, = (a,b,c) A (a’,V/, ).

TRA PIANO E RETTA
ar+hyt+caz=d

Sia 7 il piano di equazione ax + b cz = d e sia r la retta di equazione .
p 4 Ty 4 {a2x+bzy+6222d2

a b ¢ a b c|d
La matrice associata ¢ A= | a1 b1 ¢ | la matrice completa ¢ (A|B)= | a1 b1 ¢ |dy
an b2 Co a9 b2 C2 d2

Se rango A = 2 = rango (A|B) il sistema ¢ compatibile, r V7w =7 C 7.

Se rango A = 2 < rango (A|B) = 3 il sistema ¢ incompatibile, (il piano 7w & parallelo a r con
mNr’ =0).

Se rango A = 3 = rango (A|B) il sistema ¢ risolubile e la soluzione & unica (quindi la intersezione
7 N7’ & un punto).

TRA RETTE (e posizione relativa)

ar+by+ciz=d; eds‘{agaz—i-bgy—i-c;),z:dg

Si considerino due rette r : { 7 + by + Coz — d 37+ byy + caz = dy

ap b1 ap b1 ¢ |dy
. as bg Co . . as bQ Co d2 .
Sia A = la matrice associata e (A|B) = la matrice completa.
as by c3 az by c3|ds
as by ¢4 ag by cyldy
Proposizione:

a) Se rango A = 2 = rango (A|B) le rette sono coincidenti (r N's =r = s).

b) Se rango A = 2 < rango (A|B) = 3 le rette sono parallele non coincidenti (7 || s ;7N s = 0).
c) Se rango A = 3 = rango (A|B) le rette sono incidenti.

d) Se rango A = 3 < rango (A|B) = 4 le rette sono sghembe. (r |J's; rNs=0)
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Definizioni: Due rette si dicono complanari se c’e un piano che le contiene. E il caso delle rette
parallele e delle rette incidenti. Due rette si dicono sghembe se non sono complanari.

Notare che se r ed s sono due rette sghembe rispettivamente parallele ai vettori v e w, si ha che
i piani perpendicolari al vettore v A w sono paralleli a tutte e due le rette. Quindi le rette r ed s
sono contenute in piani paralleli.

Dimostrazione della proposizione:

Caso a): Se rango A = 2 = rango (A|B) il sistema ¢ compatibile. Per il teorema di Rouche-Capelli
la dimensione dell’insieme delle soluzioni 7 N's & 1. Siccome (rNs) C r e dim(r Ns) = dimr allora
rNs=r,(rNs)Csedim(rNs)=dims allora rNs=s. Quindi le rette sono coincidenti (r = s).

Caso b) Se rango A = 2 < rango (A|B) = 3 il sistema ¢ incompatibile, Quindi r N s = ).
Si denoti con n; = (a4, b;, ¢;) il vettore perpendicolare al piano «; di equazione a;x + b;y + ¢;z = d;.

ar b1 ¢ ap by ¢
Serango A =2 alloradet | aa b2 co | =0 edet | as by ¢ | =0.
as by c3 ag by cy

Dunque < ni; Ang,ng >= 0 e < n; Ang,ng >= 0, cioe i vettori ny,ns,ng sono complanari e i
vettori ny, na, ny sono complanari. Di conseguenza i vettori ng e ny appartengono a Span{ni,ns}.
Siccome {ns,n4} € LI si ha che 0#n3sAng L Span{ni,ns}. Quindi i vettori paralleli alle rette
sono paralleli: vs = ng Ang || n1 Ang = v,.. Cioé le rette sono parallele (non coincidenti).

Nota: in questo caso (nz Ang) A (n1 Ang) = 0.

ai b1 C1 ax bl C1
Caso ¢) Se rango A =3 si hachedet | azs ba c¢o | #0 oppuredet | as b co | #0.
as bz c3 ag by ca

Dunque nz ¢ Span{ni,na} oppure ny ¢ Span{ni,na}. Quindi n; A n2 non & parallelo a ng A ny.

Verifica: si usa la seguente formula
uN(vAw) =<u,w>v— < uUv>w

Ponendo u = n3 A ng, v =nq, W = ng, siccome {ny,ny} & LI si ha che
(ng Ang) A (np Ang) =< nz Ang,ng >ni— < ng Ang,ng > ng # 0.

Quindi se rango A = 3 le rette non sono parallele. Se anche rango (A|B) = 3 per il teorema di
R-C sulla risolubilita il sistema & risolubile, inoltre per il teorema R-C sul numero di soluzioni, la
soluzione e unica. Quindi la intersezione r N s € un punto. Le rette sono incidenti.

Caso d) Se rango A = 3 < rango (A|B) = 4 per il teorema di R-C il sistema ¢ incompatibile, quindi
r N s = (), cioé non sono incidenti. Siccome rango A = 3 le rette non sono parallele per cido non c’e
un piano che le contiene. Dunque le rette sono sghembe.

Equazione della retta perpendicolare a due rette sghembe:
Date due rette sghembe r ed s, rispettivamente parallele a v e a w, esiste una e solo una retta [
perpendicolare a tutte e due e che le interseca.

La retta [ ¢ parallela al vettore u = v A w e giace nella intersezione del piano « parallelo a u
che contiene r con il piano S paralelo a u che contiene s.
Cioe | = anf, dove «a ¢ il piano parallelo a u e v (L u A v) che passa per un punto R € r, § ¢ il
piano parallelo a u e w (L u A w) che passa per un punto S € s.
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DISTANZA IN R?3:

TRA DUE PUNTI
La distanza tra due punti di coordinate Py = (xq, Yo, 20) € P1 = (21,91, 21) ¢ uguale alla norma del
vettore Py P; di componenti P, — Pj.

d(Py, P) = |P1 — Po|l = V/(z1 — 0)2 + (y1 — 40)2 + (21 — 20)%.

DA UN PUNTO A UN PIANO
Sia 7 il piano di equazione (P — P;).n =0 dove n = (a,b,c); d=Py.nesia Py ¢ 7

no_fa(zo —x1) +b(yo —y1) + c(z-z1)| _ [axo + byo + czo — d
Il va? +b% 4+ c? VeZFrb2+e2
DA UN PUNTO A UNA RETTA
Sia r una retta di equazione P = tv + Pj e sia Py ¢ r.

Si trova il piano « perpendicolare a r passante per Py. Si trova il punto Qg dove il piano « interseca
la retta 7 : Qo = anr. La distanza da Py a r ¢ la distanza tra i punti Py e Qq:

d(Po, ) = d(Fo, Qo).

d(Fo,m) = | (Po — P1)

TRA DUE PIANI

Siano « e o’ due piani paralleli.

La distanza tra i piani € uguale alla distanza da uno di loro a un qualunque punto dell’altro:
d(a, ) = d(a, P") dove P’ e un punto arbitrario di /.

TRA DUE RETTE PARALLELE

Siano 7 ed ' due rette parallele (parallele a un vettore v).

Si calcola I’equazione di un piano « perpendicolare alle rette (perpendicolare al vettore v), si trovano
le intersezioni delle rette col piano a: P =rNae P’ =71 Na, la distanza tra le rette ¢ uguale

alla distanza tra i punti P e P’:

d(r,r") = d(P,P).
Alternativamente, si trovano un punto @ su r e un punto @’ su r’. Si considera il parallelogramma
che abbia per lati il vettore u = Q" — @ e il vettore v (applicato nel punto Q). L’area del parallel-
ogramma ¢ uguale alla norma del loro prodotto vettoriale. Se prendiamo come base ||v||, 'altezza
corrisponde alla distanza tra le rette r ed r’, quindi

_ JluAw

d(r,r") =

o]l

TRA DUE RETTE SGHEMBE

Siano r ed s due rette sghembe (r || v, s || w).

Si calcola I’equazione di un piano [ parallelo alle due rette (8 L v A w) e che contenga una di loro,
ad esempio r C . La distanza tra le rette e uguale alla distanza da 8 a un qualunque punto ) € s:

d(r, s) = d(Q, B)-

Alternativamente, si trovano un punto R su r e un punto S su s. Il volume del parallelepipedo
di latiu = R— S, v e w & uguale all’area della base per l'altezza. La base & il parallelogramma
di lati v e w e la sua area ¢ ||v A wl||, mentre l'altezza ¢ la norma del vettore proiezione di u sul
vettore v A w perpendicolare alla base. La distanza tra le rette sghembe r ed s e pari all’altezza

del parallelepipedo, quindi:
| <vAw,u>|
d(r,s) =
[l Awl]
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V. APPLICAZIONI LINEARI

Siano V e W spazi vettoriali sul campo K. Una applicazioni f : V — W si dice lineare se
1) flo+v)=flv)+ f(') Yv,v' €V
2) f(av) = af(v) Vv € V Va € K.

Esempi di applicazioni lineari.
1) L’applicazione nulla. 2) L’applicazione identita id : V — V id(v) =v Vv € V.
3) f:R*> = R? f(z,y) = (z +y,2y).
Yg:R3 = R2g(z,y,2) = (v —y+ 2,2y + 32).
5) Sia V' = {f:]a,b] — R derivabile}, I'applicazione D(f) = f.
)
)

W

6) Sia V = {f:[a,b] — R continue}, sia ¢: V — R definita da ¢(f) = f: f(z)dx.
7) traccia: M (n,R) - R, A~ tracciaA .
8) T"K"™ - K™, T'(X) = AX dove A € M(m,n; K)

Esempi di applicazioni non-lineari.
1) det: M(2,R) — R, A — det A.
2) x—~x+1. 3) x— 22 4) (z,y) — zy.

Lemma: Se f:V — W & lineare allora f(Oy) = 0w e f(—v) = —f(v).
Dimostrazione: Siccome Oy = Ov, allora f(0y) = f(0v) = 0f(v) = 0w Yo € V.
Siccome —v = (—1)v Vv € V, allora f(—v) = f((—1)v) = (=1)f(v) Vv € V.

NUCLEO e IMMAGINE
Il nucleo (kernel) di un’applicazione lineare ¢ 'insieme ker f := {v € V tali che f(v) =0y} C V,
I'immagine ¢ l'insieme Im f := {w € W tali che Jv € V che soddisfa w = f(v)} C W.

Proposizione: Se f: V — W & lineare allora i) ker f ¢ un sottospazio vettoriale di V,
ii) Imf & un sottospazio vettoriale di W.

APPLICAZIONI INIETTIVE, SURIETTIVE E BIUNIVOCHE
f:V = W & iniettiva se v1 # vy = f(v1) # f(v2) (equivalentemente f(v1) = f(v2) = v1 = v2).
f:V = W ¢ suriettiva se Imf = W (cioé se Vw € W Fv € V / f(v) = w).

Proposizione: Se f:V — W ¢ lineare allora i) f ¢ iniettiva se e solo se ker f = {0y },
ii) Se B{vy,...,v,} € una base di V allora Imf = Span{ f(v1),..., f(vn)}.
Dimostrazione: i) =) Se v € ker f, per la linearita di f si ha che f(v) = 0w = f(Oy).
La iniettivita di f implica che v = 0y. <) Se f(v) = f(v'), per linearita f(v —v") = Ow,
per cui v —v" € ker f. L’ipotesi implica che v —v" = 0y, se ha dunque che f ¢ iniettiva.
ii) Per ogni v € V esistono ay,...,a, € K tali che v = ajv1 + ... + a,vy,.
Applicando f si ha che f(v) = f(a1v1 + ...+ apvyn) = a1 f(v1) + ... + anf(vn).
Quindi {f(v1),..., f(vn)} & un insieme di generatori di Imf.

Definizione: Un isomorfismo ¢ una applicazione lineare biunivoca.

Corollario: f:V — W & un isomorfismo se e solo se ker f = {0y} e Imf = W.

Lemma: La scelta di una base B di V' individua un isomorfismo fra V e K™.

Dimostrazione: Al vettore v € V si fa corrispondere la n-upla (aq,...,a,) € K" delle componenti
di v nella base B.
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TEOREMA DELLA DIMENSIONE

Proposizione: Se f: V — W e lineare allora
1) Se vy,...,v; € V sono linearmente dipendenti (L D) allora f(v1),..., f(vx) € W sono L D.
2) Se f(v1),..., f(vk) € W sono linearmente indipendenti (L I) allora vq,...,vx € V sono L L.
3) Se ker f = {0y} e vi,...,v, € Vsono L I allora f(vy),..., f(vy) € W sono L L.

Dimostrazione:
1) Se {v1,...,vx} & LD esistono coefficienti aq, ..., a; non tutti nulli tali che
a1v1 + ...+ agvg = Oy. La linearita di f implica che f(Oy) = 0w e
f(ale+ cootagvg) =ar1f(v1) + ...+ arf(vg) si ha duane arf(vy) + ...+ arf(vr) = Ow.
2) Se Oy = ajvy + ... + agvk, applicando f si ha Oy = f(Oy) = f(arvr + ... + agvg)
= flarvr) + ...+ flarve) = ay f(v1) + ... + ar f(vr).
L’indipendenza lineare di {f(v1),..., f(vk)}, implica che a3 = ... = a; = 0.
3) Se ayf(v1) + ...+ apf(vg) = Ow, per la linearita di f si ha f(ajv; + ...+ arvr) = Ow.
Quindi ajv + ... + apvy € ker f. Per ipotesi ker f = {0y} allora ajvy + ... + apvr = Oy.
{v1,...,v;} Ll implica a; = ... = a; = 0. Quindi {f(v1),..., f(vx)} e L L

Teorema (della dimensione): Se dimV < oo ese f: V — W ¢ lineare allora i) dimker f < dimV/,
ii) dimIm f < dimV eiii) dimker f + dimIm f = dim V.

Dimostrazione: i) e ii) seguono dalla proposizione precedente.

Per dimostrare iii) consideriamo tre casi:
caso 1) Se dim ker f = dimV allora ker f = V quindi f(v) = Oy Yo € V, si ha che dim Im f = 0.

caso 2) Se dim Kerf =0 e B{v1,...,v,} € una base di V allora {f(v1),..., f(v,)} sono linearmente
indipendenti quindi dim Im f = dim V.
caso 3) 0 < dimker f = ¢ < dimV. Siano {u,...,u,} una base di ker f e {wy,...,w,} una
base di Imf, allora Jvy,...,v, € V tali che wy = f(v1),...,w, = f(v,). Basta dimostrare che
{u1,...,uq,v1,...,vp} € una base di V.
Dimostriamo prima che {u1,...,uq,v1,...,v,} genera V:
Per ogni v € V, esistono aq,...,a, € K tali che
Im f > f(v) =aiwi + ...+ apwp = a1 f(v1) + ...+ apf(vp)
Per la linearita di f si ha f(v) = f(a1v1 + ...+ apvp). Quindi f(v —ajvy — ... —apvy) = Ow.
Questo implica che v — ajv; — ... — apv, € ker f.
Per tanto esistono by,...,b, € K tali che v —ajv1 — ... —apv, = biug + ... + byuy,.
Dunque v = ajvy + ... 4+ apvp + biug + ... + byuy. Quindi Span{uy, ..., uq,v1,..., 0} =V.
Per verificare I'indipendenza lineare di {uy,...,uq,v1,...,0p}:
sia Oy = ajug + ... + aquq + S1v1 + ... + Bpup si vuole dimostrare che
ap=...=qa=0=...=5,=0.

Applicando f e usando la linearita si ha che
Ow = f(Ov) = f(a1u1 + ..+ oagug + 611)1 + ...+ prp)

= floqur + ... + agug) + f(Brvr + ... + Bpvp).
aru + ...+ agug € ker f = flarur + ...+ aquy) = 0w
Dunque Ow = f(B1v1 + ...+ Bpvp) = frf(v1) + ... + Bpf(vp) = frwr + ... + Bpw,.
Siccome {wi,...,wp} ¢ Ll allora f; = ... =, = 0. Per tanto aju; + ...+ aquqs = Oy.
La indipendenza lineare de {uy,...,u,} implica che a3 = ... = oy = 0.

Definizione: il rango di un’applicazione lineare e la dimensione del sottospazio Imf.

Corollario: Se f:V — W ¢ lineare allora
1) f ¢ iniettiva se e solo se rango f =dim V'
2) f & suriettiva se e solo se rango f = dim W.
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MATRICE RAPPRESENTATIVA di una applicazione lineare fra spazi vettoriali di dimensione
finita.

Siano V e W due spazi vettoriali tali che dimV = n e dimW = m. Il numero di colonne di ogni
matrice che rappresenta una applicazione lineare f:V — W & pari alla dimensione di V' mentre il
numero di righe & pari alla dimensione di W, cioe: le matrici che rappresentano f sono di ordine
m X n.
Sia B = {v1,...,v,} una base di V e sia B’ = {wy,...,w;,} una base di W. La matrice M (f)
rappresentativa di f:V — W nelle basi B, B’ ¢ definita nel seguente modo:

la j-esima colonna ¢ costituita dalle componenti rispetto alla base B’ dell’imagine f(v;)

del j-esimo vettore v; della base B.

Dunque, se
flv1) =anwi+... 4+ apiwpy ai] ... Qnl
allora  ME(f) =
fon) =apwi + ...+ ampwm, Aml  --- Gmn

La matrice M5 (f) dipende dalle basi B di V e B’ di W, vale a dire che se si scelgono altre basi
per V o per W si ottiene una matrice diversa da Mg,(f).

Siano x1,...,x, le componenti di un vettore v € V rispetto alla base B, cioe v = x1v1 +- - - + TpUp.
La linearita di f implica che
f(v) = 'rlf(vl) + et mnf(vn)
- xl(allwl + -+ amlwm) +---+ mn(alnwl + -+ amnwm) .
= (1011 + -+ Tpaip)wi + -+ (T10m1 + - F Tplmn) Wi
Quindi, ponendo
Y1 = 21011 + - + Tpin
: otteniamo AX =Y,
Ym = T1Qm1 + *+ + Tnlmn
I Y1
dove A=ME (f). X=vg=| ¢ | eY=[f(v)]sr =] : | sono rispettivamente il vettore delle

Ln Yn
componenti di v nella base B e il vettore delle componenti di f(v) nella base B’.

BASI di ker f e di Imf
Sia A la matrice che rappresenta la applicazione lineare f : V — W nelle basi Bdi V e B di W.

Una base di ker f si ottiene calcolando una base dello spazio delle soluzioni del sistema lineare
omogeneo AX = 0 (riducendo A per righe). Le componenti delle soluzioni X sono le componenti
degli elementi della base di ker f rispetto alla base B di V.

Siccome Imf = Span{f(vi),..., f(vn)}. Per trovare una base di Imf si riduce la matrice A per
colonne. Le colonne non nulle della matrice ridotta (per colonne) sono le componenti, rispetto alla
base B’ di W, di una base di Imf. Alternativamente si applica alle colonne di A il metodo degli
scarti successivi.
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Un terzo modo di definire una applicazione lineare ¢ data dalla seguente

Proposizione:
Siano V' e W due spazi vettoriale, sia B = {v1,...,v,} una base di V e wy,...,w, vettori in W.
Allora esiste una unica applicazione lineare f : V — W tale che f(v;) = w;, i =1,...,n.

L’applicazione f soddisfa f(ajvy + ...+ apvy,) = arwy + ... + apwsy,.

MATRICE DI CAMBIO DI BASE

Siano B = {vy,...,v,} e B = {wy,...,w,} due basi di uno spazi vettoriali V' sul campo K

Si scrivono i vettori della base B’ nella base B. Le componenti degli elementi della base B’ rispetto
alla base B formano le colonne di una matrice P che ¢ detta matrice di cambio di base da B a B/,
come segue:

Wy = P11V + -+ PpiUn

Wy = Pip¥1 + -+ Pnntn
P11 --- Pin
La matrice P = : : : puo essere vista come:
Pn1  --- Pnn

1) P = ME(¢) la matrice dell’applicazione lineare ¢ : (V,B) — (V,B) tale che ¢(v;) = w; (nella
stessa base). Oppure

2) P = ME'(id) la matrice dell’applicazione lineare id : (V,B') — (V, B) tale che id(w;) = w; nelle
basi B’ e B.

OPERAZIONI tra applicazioni lineari
La somma tra due applicazioni f e g da V in W e definita da
(f +9)@) = f(v) + g(v),

il prodotto tra uno scalare o ed f & definito da

(af)(v) == af(v).

Se f:U—=>Veg:V — W lacomposizione go f : U — W é definita da

(g0 f)(u) := g(f(u)).

Proposizione: Se f e g sono applicazioni lineari allora anche f + g, af, f og. lo sono.

L’applicazione composizione e associativa, distributiva rispetto alla somma, ed omogenea rispetto
al prodotto per uno scalare.

In generale la composizione ¢ non commutativa: fog=# go f

ESEMPIO: V =W =U = R? f(z,y,2) = (z,9,0), g(z,v,2) = (0, 2,0)

(gof)(x,y, Z) = g(f(a:,y,z)) = g(CU,y,O) = (07070)
(fog)($7y7 Z) = f(g(l'ayvz)) = f(O,Z,O) = (O,Z,O).
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Definizione: Una applicazione lineare f : V. — W si dice invertibile se esiste una applicazione
g : W — V lineare tale che la composizione go f : V — V & I’applicazione identita di V e la
composizione fog: W — W e l'applicazione identita di W.

Se una tale applicazione g esiste allora & unica e la si denota con f~1.

Proposizione: Se f: V — W e lineare, allora f & invertibile se e solo se f € biiettiva.

Dimostrazione: (=) Se g ¢ l'inversa di f e, f(v1) = f(v2) allora v1 = g(f(v1)) = g(f(v2)) = vo
quindi f e iniettiva.

Sia w € W, siccome f o g =idw si ha w = (f o g)(w). Ponendo v = g(w) € V si ottiene w = f(v),
quindi f e suriettiva.

(<) Se f & suriettiva si ha che V. w € W3v € Viw = f(v). Allora si definisce I'applicazione
g: W — V che a w assegna v.

Verifica che g & ben definita: Se vy,vy € V tali che g(w) = v; e g(w) = vy applicando f si ottiene
che f(v1) = f(g(w)) = f(va2). L'ipotesi che f sia iniettiva implica che v; = vs.

Corollario: Se f:V — W ¢ lineare e dim V = dim W allora sono equivalenti:
i) f € un isomorfismo,
ii) f ¢ iniettiva,
iii) f & suriettiva.
Proposizione: Se f: V — W & lineare ed invertibile, allora f=! : W — V ¢ lineare.

Dimostrazione:
a) Siano wy, we € W per la suriettivita di f 3 vy, vy € V tali che wy = f(v1),ws = f(v2)
fHwy +w2) = f7HF(o1) 4+ f(v2)] = F7H(f (o1 +v2)) = [f1 o fl(v1 4+ v2) = v1 +v9
= [N wy) + [ (w2).

b) f~Haw) = f~Haf(v)) = fH(f(av)) = [f 7" o fl(av) = av = af "} (w).

MATRICE rappresentativa delle operazione tra applicazioni lineari:

Prpoposizione: Se M(f) = A e M(g) = B si ha che
M(f+g)=A+B, M(af)=aA, M(gof)=BA e M(f')=A"".

Dimostrazione:
si considerino le applicazioni lineari

f’ g, f+.ga O[f: (V7BV) - (WBW>7
dove By = {vy,...,v,} € una base di V e By = {wy,...,w,} € una base di W.
Siano A = Mgv“’/ (f)eB= Mgv“’/ (g9) le matrici rappresentative di f e g.
f(Uj) = Eaijwi e g(vj) = Eb”wz - (f -+ g)(vj) = Eaijwi + Zb”wz = E(Clij + b”)wz
Quindi MgY (f +g) = A+ B.

(af)(v)) = a(Bajw;) = Laa;;w;. Quindi Mgv‘;(af) = aA.

Si consideri
gof:(UBy)— (V,By) = (W,Bw)

dove By = {uy,...,up}, By = {v1,...,0}, e By = {w1,...,w,} sono le rispettive basi.
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Siano A = Mgg(f) e B= Mgv‘;(g)

fuj) = Skagjvk

9(f(uz)) = 9(Zkarjvr) = Lrarjg(vi) = Bga;(Bibirwi) = Xi(Egbikar;)w; = i (BA)ijw;
Quindi MgV (g0 f) = BA.

Se f=L:W — V & l'inversa di f:V — W. Siano A = Mg‘;’/(f) e B= Mg“;"(ffl)
Siccome id = f~1o f: (V,By) — (W, Bw) — (V,By) si ha che
I=Mg¥(id)=Mg"(f'of)=BA=B=A""
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VI. ENDOMORFISMI

Sia V' uno spazio vettoriale su un campo K.

Definizioni: Un endomorfismo di V' & una applicazioni lineare da V in se stesso: f: V — V lineare.
Un A € K ¢ un autovalore dell’endomorfismo f se esiste un vettore non nullo v € V tale che
f(w) = Av. Un tale vettore ¢ detto autovettore di f relativo all’autovalore \. Il sottospazio
vettoriale V = {v € V tale che f(v) = Av} & detto "autospazio associato all’autovalore A.

Esempi:
1) L’unico autovalore dell’applicazione identita e 1 e tutti i vettori non nulli sono autovettori.
2) Gli autovalori di f(x,y) = (2z,3y) sono 2 e 3. Vo = Span{(1,0)} e V3 = Span{(0,1)}.
3) Gli autovalori di ¢g(z,y) = (—y, —z) sono 1 e —1. V; = Span{(1,—1)} e V5 = Span{(1,1)}.
4) Sia h(z,y) = (—y,z). Se V.= R2, h non ha autovalori. Invece se V = C? gli autovalori di
h sono i e —1.
5) Se Df = f'. f'(z) = \f(z) Vz € R = f(z) = ce*. Quindi ogni A\ € R & autovalore di D
e V) = Span{e**}, dimV, = 1.
Osservazioni:
1) 0 & autovalore di f se e solo se Vg = ker f # {0}, cioe se e solo se f & non-iniettiva.

2) Se A # 0, sia v un autovettore relativo a A allora v € Imf.
3) Se A & un autovalore di f allora A? & autovalore di f2.

POLINOMIO CARATTERISTICO

Lemma: Se )¢ ¢ un autovalore di f : V' — V allora V), = ker(f—A\oid) # {0} , quindi ’applicazione
lineare (f — Apid) : V' — V' & non-iniettiva.

Sia B = {v1,...,v,} una base di V" e siano A = ME(f)e I = ME(id) le matrici rappresentative di
f e della’identita nella base B rispettivamente. Sia v un autovettore relativo a Ag e X = v dunque
si ha che (A — X\oI)X = 0, quindi det(A — \oJ) = 0.

Definizione: si chiama polinomio caratteristico di f al polinomio nella indeterminata A di grado n
pa(A) =det(A — AI).

Ne segue dal lemma che gli autovalori di f : V' — V sono le radici del polinomio caratteristico che
appartengono al campo K (cioé le soluzioni dell’equazione det(A — \I) = 0 che appartengono a K).

Proposizione: Se B ¢ un’altra matrice rappresentativa di f allora det(A — A\I) = det(B — AI).

Dimostrazione: Se B’ ¢ un’altra base di V e B ¢ la matrice rappresentativa di f nella base
B, e P ¢ la matrice di cambio di base da B a B’. Si ha che PBP~! = A quindi det(A — \I) =
det(PBP~! — APIP~1) = det(P(B — M)P~1) = det Pdet(B — X\ )det P~ = det(B — \I).
Quindi il polinomio caratteristico non dipende dalla matrice rappresentativa, cioe¢ non dipende dalla
base scelta per rappresentare f e lo denotiamo con py.

MOLTEPLICITA’ ALGEBRICA E GEOMETRICA

La molteplicita algebrica m), dell’autovalore Ay e la molteplicita di Ao come radice del polinomio
caratteristico.

La molteplicita geometrica 1y, dell’autovalore g ¢ la dimensione dell’autospazio associato V), .

Proposizione: Se dim V =n allora 1 < puy, < my, < n.

Dimostrazione: Completiamo una base {u1,...,u,,} di V), a una base {u1,...,uuq, Vpg41,---0n}
di V. La matrice di f in questa base ¢ A = Mg(f) = (AO(‘)’“O g)
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Il polinomio caratteristico py(X) = det(A — XoI) = (A — Ao) 0g(N). Quindi (A — Xg)*0 divide ps(A).
Per definizione di molteplicita algebrica m ¢ il pit grande intero tale che (A — Xg)* divide p¢(A),
quindi pg < mg.

Definizione di somma diretta di piu di due sottospazi vettoriale di V:

la somma Vi +---+ Vi ={v1+---+uv, €V tali che v; € V;,i =1,...,k} & diretta se e solo se ogni
elemento non nullo di V; + - -+ 4+ V}, si scrive in modo unico come somma di elementi di V;,..., V.
Caratterizzazione: Vi + -+ Ve =Vio---aVieVn(Vi+---+ Vg +Viga + - Vi) = {6},
inoltre dim(V; @ --- ® Vi) =dim V3 + ... + dim V.

Teorema: Se Ap,...,A; sono autovalori di f : V — V distinti a due a due e siano vy, ..., v
autovettori associati a A1,..., Ay rispettivamente allora {vq,..., v} € linearmente indipendente.
Dimostrazione: Supporre che {vy,...,v;} sia LD. Allora esiste i tale che {vy,...,v;} & LI

e Viy1 = a1v1 + --- + a;v;. Applicando f si ottiene che Ajajvi + -+ + Nav; = Ap1vip1 =
Xitr1(a1v1 + - -+ + a;v;), si ha dunque che (A1 — A\jy1)a1v1 + - -+ + (A — A\i+1)a;v; = 0 il che implica
che a; = ... =a; =0 e quindi v;4; = 0, il che non & possibile perche v;41 € un autovettore.

Corollario: Se Ay, ..., Ar sono autovalori di f:V — V distinti a due a due allora
1) la somma V), +--- + V), ¢ diretta,
2) dim(V)\l + -4+ V)\k) = dimV)\l 4 ... —l—dimV)\k,
3) dimVy, +...+dimV,, <dimV.

Corollario: Sia f : V — V un endomorfismo, se dim V' = n < oo allora f ha al piu n autovalori.

ENDOMORFISMI SEMPLICI
Definizione: Un endomorfismo f : V — V & semplice o diagonalizzabile se lo spazio vettoriale V
ammette una base costituita di autovettori di f.

Osservazione: Se f e semplice allora V = ker f & Imf

Teorema (criteri di diagonalizzazione):

Siano V' uno spazio vettoriale di dimensione finita n su un campo K, f un endomorfismo e
A1, ..., Ax autovalori di f distinti a due a due, allora la seguente affermazioni sono equivalenti:

1) f & semplice,

2) V>\1 bD...P V)\k = V,

3) dim V>\1 4+ ... +dim V)\k = dim V,

4) tutte le radici del polinomio caratteristico di f appartengono a K e py, =my, Vi =1,... k.

Dimostrazione: 1=2) Se esiste una base {v1,...,v,} di V costituita da autovettori di f allora
Vv € V v = %% ,v;. Riordinando i vettori della base si otiene v = $¥_ w; dove w; € Vj,, quindi
V =Vy, +---+ V). Segue dal corollario che la somma ¢ diretta.

2=3) Vi, +---+ Vi, =V quindi dim V), + ... +dim V), =dimV.
=) n=dimV =puy, +...+pun, <my, +...+my, =n= [y, =my,.

4=-1) siccome le radici del polinomio caratteristico appartengono a K allora sono autovalori.
Se p; = my, allora una base di V'y, ha my, vettori, cioe By, = {u1,...,um, }. Quindi 'unione
delle basi di tutti gli autospazi ¢ una base di V' di autovettori di f: A= By, U...U BVM'

Osservazione: la matrice rappresentativa di un endomorfismo semplice in una base A di autovettori
di f e diagonale. Gli autovalori giacciono sulla diagonale.

Definizione: A e B si dicono coniugate se esiste una matrice P invertibile tale che P"'AP = B.
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Se A = Mp(f) & la matrice che rappresenta I’endomorphismo f in una base B, diagonalizzare
A significa trovare (se esiste) una matrice P invertibile tale che A sia coniugata a una matrice
diagonale D, cioe P~'AP = D, dove P ¢ la matrice di passaggio dalla base B alla base A.

ESEMPI Si considerino in R? gli endomorfismi rappresentati dalle matrici:

0 1 0 -1 11
1= 0) o= W) o= )
Il polinomio caratteristico di A & pa(\) = A2 —1 = (A—1)(A+1), gli autovalori di A sono 1 e —1,
quindi A & semplice e la base di R? di autovettori di A & {(1,1);(—1,1)}.

Il polinomio caratteristico di B, pg(A\) = A? + 1 non ha radici reali, quindi sul campo reale R non
¢ semplice. Invece sul campo complesso C A2 + 1 = (A —i)(\ + 1), quindi gli autovalori sono i e —i
e una base di C? di autovettori di B & {(1,—1i);(1,4)}. Quindi B & semplici su C.

Il polinomio caratteristico di C' ¢ pc(\) = (A — 1)2, quindi 1 & autovalore di C' con molteplicia
algebrica 2. Una base di V7 ¢ {(1,0)} per cio la molteplicita geometrica ¢ dim V3 = 1. Quindi C
non ¢ semplice (o diagonalizzabile).

OSSERVAZIONI
1) Autovalori e autovettori della matrice 'inversa:
Se A ¢ una matrice invertibile e A é un autovalore di A allora A~! & un autovalore di A~1.

Verifica: se A é un autovalore di A allora A # 0. Sia v un suo autovettore, quindi Av = \v
molteplicando per A~! si ottiene che A~!(Av) = (A7t A)v = A(A~ 1), quindi A=tv = A" 1o,
Notare che A e A~! hanno gli stessi autovettori.

2) Autovalori e autovettori della matrice trasposta: A e A® hanno gli stessi autovalori.
Verifica: Per ogni matrice M si ha che det M = det M?.
Ponendo M = (A — \I) si ha det(A — M) = det(A — AI)! = det(A" — \I)
quindi A e A* hanno lo stesso polinomio caratteristico, quindi gli stessi autovalori.
In generale A e A! non hanno gli stessi autovettori.
Esempio:
Gli autovettori di A = <8 (1)) sono i vettori <g> con x # 0,

mentre gli autovettoti di A* = <(1) 8) sono i vettori <2> con y # 0.

3) Autovalori e autovettori del prodotto e somma di matrici:

Se A & un autovalore di A e u & un autovalore di B, in generale Ay noné autovalore di AB, e A+ u
non e autovalore di A 4+ B.

Esempio:
T .. (0 1 .5 (0 0
OelunlcoautovaloredlA—<0 0)@d1B—<1 0)
: - 1 0
mentre gli autovalori di AB = < 0 O> sono 1 e 0,
. - 0 1
e gli autovalori di A+ B = (1 0)) sono 1 e —1.

I COEFFICIENTI del polinomio caratteristico ps(\)

Teorema: Il polinomio caratteristico e quindi i suoi coefficienti sono invarianti del endomorfismo.
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Se pr(A) = apA™ + a1 A" 4L 4 a A 4+ a, 1 suoi coefficiente sono
Qn_1 = (—1)""*¥ det(minori principali di ordine k).

In particolare

Qp = (_1)717
a1 = (—=1)""traccia A,
Qg = det A.

Dimostrazione: per induzione sull’ordine della matrice A.
Se n = 2, il polinomio caratteristico di A = (Z > e

d
a— A b
d— M\
(a—=XN)(d—=X)—cb
ad — aX —d\+ N2 —¢cb
=X —(a+d)X+ad—ch
A2 — traccia A\ + det A.

pa(A) = det <

ain ... ain
SeA=| : .. 1 | €M(@nK)
pl ... Qpn
ail — A ... ain
pa(A\) =det(A — \I) = det
anl cee Qpp — A
a22—)\ aon
= (a1 — A\)det + termini di grado al pitt n — 2.
ano cer Qppn — A

Per ipotesi induttiva il polinomio caratteristico

paAQ) = (an = N1 A4 (1) az + -+ @)X ]
pa(N) = (=1)"A" + (=1)"~1( traccia A)N""1 4 ...,

Il termine noto ag = pa(0) = det(A — 0I) = det A.

La traccia e il determinante
Siccome il polinomio caratteristico e quindi i suoi coefficienti sono invarianti del endomorfismo,

se A1,..., A, sono le radici del polinomio caratteristico della matrice A allora

traccia A =a11 4+ -+ app =AM+ + M

e il prodotto delle radici del polinomio caratteristico € il determinante di A

det A= A1...\,.

APPLICAZIONI

I. La potenza k-essima della matrice A.

Siano A e P € M(n,K) tale che P sia invertibile, si osservi che
(P~1AP)? = P-'APP—1AP = P~1A%P,
e per ogni intero positivo k si ha che (P~!AP)* = P~1A*P,
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Se A & diagonalizzabile e P"1AP = D & diagonale allora P~1A*P = (P~'AP)k = D¥,
quindi A* = PDFpP-1,

II. La traccia della matrice AF.

Si osservi che tr (AB) = tr (BA), quindi se A ¢ diagonalizzabile e A1,..., A\, sono i suoi autovalori
alloratr A=aj; +--+agn = A1 +---+ A\
Per il risultato precedente si ha che tr AX = Ak 4 ... 4 )k,

III. La serie esponenziale della matrice A.

La matrice esponenziale & definita da eA' =T+ At + 1(At)2 +... + L(A)* +...
La serie et converge sempre e la sua derivata & Ae?.
Se A ¢ diagonalizzabile e se A = PDP~! allora et = PePtP~1,

Se A1, ..., A\, sono gli autovalori di A allora eM?, ..., e*? sono gli autovalori di e4?.
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VII. SPAZI CON PRODOTTO SCALARE

Sia K = R o C e V uno spazio vettoriale su K. Un prodotto scalare su V' € una funzione che ad
ogni coppia ordinata di vettori v, w € V assegna uno scalare < v, w >€ K tale che
1) <utv,w>=<u,w >+ <v,w> Yu,v,weV
2) <u,v>=<v,u>Yu,v eV
3) <Au,v>=A<u,v> VYu,veVV¥Ie K
4) <v,0>>0,VveVi<vo>=0& v=0

Dalle condizioni 2) e 3) segue che < u, \v >= \ < u,v > Yu,v € V¥A € K

Esempi:
1) Siano v = (z1,...,2,) € W = (Y1,...,Yn) due vettori di R", il prodotto scalare standard o
canonico in R" ¢ definito da < v,w >=x1y1 + ... + Tn¥Yn-

2) Siano v = (z1,...,%,) € w = (y1,...,Yyn) due vettori in C", il prodotto scalare standard o
Hermitiano in C™ ¢ definito da < v,w >= 191 + ... + Tn¥n.

3) Siano v = (z1,72) e w = (y1,y2) due vettori in R?, un’altro prodotto scalare in R? & definito da
<V, w >= Ty — T2y1 — T1Y2 + 4x2ys.

4) In V' = M (n, K) si denota per B* la matrice coniugata trasposta della matrice B (i.e. by; = bik),
< A,B >= tr(AB*) = tr(B*A) = > (AB");; = > > ajkby; = D25 > p ajrbjk definisce un
prodotto scalare su V.

5) Sia V = C%[a,b]) = {f : [a,b] = R continua }, < f,g >= f; f(z)g(z)dr & un prodotto scalare
suV.

Definizione: La norma (o lunghezza) di v ¢ ||v|| :== /< v,v >. La distanza tra due vettori v,w € V'

¢ |lv — wl. L’angolo 6 fra v,w € V & dato da cosf = m

Definizione: Uno spazio vettoriale V' provvisto da un prodotto scalare <, > ¢ detto spazio metrico.
Se reale si chiama Euclideo. Se complesso si dice spazio Hermitiano (oppure metrico unitario).

Teorema: Se V' € uno spazio vettoriale con prodotto scalare su un campo K allora
1) |lv]] >0Vv #0
2) | Al = Al ||lv]] YveV,VAe K
3) | <wv,w>| < || |Jw]| Vv,we V (Cauchy-Schwarz inequality).
4) v +w|| < |jv]| + [|Jw|| Yv,w € V (triangular inequality).

Dimostrazione di 3): Se v = 0 'uguaglianza & soddisfatta. Se v # 0, scrivere u = w — <”“;’””2>v.
La disequazione segue da < u,v >=0e da 0 < ||[ul]? =< w — %v,w — %v >=< w,w >

) w> <w,w>|?
_<w Uﬁﬁ;} w> _ ||wH2 _ ﬁ)ﬁ% |

Dimostrazione di 4): |[v + w|]? = [|v|*+ < v,w > + < w,v > +|w|? = ||[v]|* + 2Re < v,w >
Hwl® < Joll? + 2[Jv]l lwll + w]® = (vl + [w])?

Definizione: Sia V uno spazio metrico, due vettori v, w € V sono detti ortogonali se < v,w >= 0.
Un insieme S C V e detto ortogonale se i suoi elementi sono a due a due ortogonali. Un insieme
S C V e detto ortonormale se i suoi elementi oltre a essere ortogonale hanno norma 1.

Lemma: Siano vy,...v vettori non-nulli di V. Se {v1,...vx} & ortogonale allora ¢ linearmente
indipendente.

Teorema (Gram-Schmidt): Ogni spazio vettoriale di dimensione finita provvisto di prodotto scalare
ha una base ortogonale.
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Dimostrazione: Si procede per induzione su n. Sia {v1,...,v,} una base qualsiasi di V. Scrivere
wy := v1. Se dimV = 1 non c’e nulla da dimostrare. Supporre per induzione che il Teorema sia

vero per ogni dimensione minore di dim V. Supporre che {w1,...,w,_1} sono scelti in modo che
. : _ <vn7wj> .

formano una base ortogonale di Span {vy,...,v,_1}. Scrivere w, = v, — Zj e Wi Allora

wy, # 0, altrimenti v,, sarebbe combinazione lineare di wy, ..., w,—1 e quindidi vy, ...,v,_1. Inoltre

< wp,w; >=0Vj =1,...,n— 1. Quindi siccome {wy,..., w,_1,w,} € un insieme ortogonale di
vettori non-nulli allora devono essere linealmente indipendenti.

Teorema: Ogni spazio vettoriale metrico di dimensione finita ha una base ortonormale.
Dimostrazione: Sostituire il vettore wy della base ortogonale per ug = le“—:H

Formulazione matriciale:

Sia V uno spazio metrico n-dimensionale e B = {v;,...,v,} una base di V. Sia g;; =< v;,v; >.

Sev =73, zv; e w=>_,y;v; allora

<v,w >= ingijyj = XtGY,
()
dove Xt =vg = (z1,...,2) e Y =wp = (y1,...,Yn) € G = (g5). Quindi < v;,v; > & noto se i

valori g;; sono noti. Viceversa, dati valori arbitrari g;; € K, e definendo un prodotto < v, w > che
soddisfi le regole 1) - 4) si ottiene un prodotto scalare.

Ora se B’ = {ws,...,w,} & un’altra base e si ha w; = >, privr € wj =Y, pn;vy allora

9i; =< wj,w; >=< Zpkivkazphjvh >= Zpkigkhphj-
k h k.h

Quindi G’ = P'GP, dove G’ = (9i;) and P & la matrice che ha per colonne le componenti dei
vettori w; relativi alla base B.

Lemma: Se B = {v1,...,v,} & una base ortogonale di V, allora Vv € Vv =3, <”q;’_vlf2> v;.
J
Se B ¢ ortonormale allora Vv € Vv =3, <v,v; > v;.
Corollario: Se B ¢ una base ortogonale di V, allora Vv,w € V' <v,w >=3"; %
J
2 _ |<v,v;>|?
eVveV ||U|| = Zj W

Se B & ortonormale allora Vv, w € V < v,w >= Zj < v,v; >< v;,w > (Parseval)
eVveV |v|? = il <wvu;> |? (Pitagora).

<v,v;>
l[v; 112

Definizione: I numeri sono detti coefficienti di Fourier di v relativi alla base B.

IL COMPLEMENTO ORTOGONALE DI UN SOTTOSPAZIO
Sia V uno spazio metrico, il complemento ortogonale W+ di un sottospazio W C V/, ¢ il sottospazio
vettoriale

W = {v eV tale che <v,w>=0Vwe W},

Notare che se U L W allora U C W, cioe: W & il pitt grande sottospazio di V' ortogonale a .

Teorema: Sia V uno spazio euclideo di dimensione n e sia W C V un sottospazio vettoriale di
dimensione k. Allora 1) V=W @ W+, 2) (WHL =Ww.
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Dimotrazione: a) Sia {v1,..., vt} una b.om. di We {v1,...,v,} una b.o.n. di V. Basta dimostrare
che Span {vpi1,...,v,} = W+. Sinoti che Span {vpy1,...,v,} € Wt. Sia v € W, siccome
< vy >= ... =< v,y >= 0 allora v =< v, V41 > Vg1 + .-+ < V,U, > v, Quindi
W+ C Span {vgy1,...,00}-

b) W L W+, quindi W C (W4)1, ne segue da a) che V.= Wt @ (W)L, e siccome dimV =
dim W+ +dim(W+)+ = dim W4dim W+ risulta che hanno la stessa dimensione, per cui coincidono.

LA PROIEZIONE ORTOGONALE
Se V' & uno spazio metrico di dimensione finita, W C V un sottospazio vettoriale e {wq, ..., wy}
una b.o.n. di W, il vettore proiezione ortogonale di v su W & definito da

k
Py (v) :== Z < v, w; > w;.
J

Proposizione: Py (v) € il vettore in W piu vicino a v. Cioe |[v — Py (v)|| < [[v — w| Yw € W tale
che w # Py (v).
Dimostrazione: ||[v — w||? = ||v — Pw (v)||? + || Pw (v) — w|]? e ||Pw (v) — w|? > 0.

Definizione: L’applicazione Py : V — V che a ogni vettore v € V' assegna la sua proiezione ortogo-
nale Py (v) su W e detta la proiezione ortogonale di V' su W.

Si osservi che Py (w) = w Vw € W quindi W C Im Py e che ker Py = WL, Inoltre Vv € V v =
Py (v) + (v — Pw(v)), dove v — Py (v) € ker Py, per cui V = ker Py + Im Py e quindi si ha che
V =ker Py @& Im Py . In particolare si ha che Im Py = W.

Nota: La dimostrazione del teorema di Gram-Schmidt fornisce un algoritmo per costruire una base
ortogonale da una base data. Ogni vettore w; ¢ ottenuto sottraendo dal vettore dato v; la sua
proiezione ortogonale su il sottospazio generato dai vettori precedenti. L’idea & ripetuta ad ogni
paso. Per ottenere una base ortonormale si divide ogni vettore per la propria lunghezza (norma).

41



VIII. APPLICAZIONI LINEARI SU SPAZI METRICI

APPLICAZIONE AGGIUNTA
Definizione: Siano (V,<,>y) e (W, <,>w) due spazi metrici. L’aggiunta di una applicazione
lineare f: V — W e l'applicazione f*: W — V che soddisfa

< f(),w >w=<wv, ff(w) >y YveV,VweW.

Sia B = {v1,...,v,} una base ortonormale di (V,<,>y). Per ogni v € Ve w € W si ha che <
v, fr(w) >v=< 32, <v,v5 >v vy, fH(w) Sv= 305 <v,v >v< vy, ff(w) Sv= 305 <v,v5 >v<
f(v)),w >w=<w, i:j < f(vj),w >w vj; >y. Quindi si definisce

ff(w) = Z< fvg),w > 05

L’applicazione f* & lineare giacché <

v, fflaow +u) >=< f(v),aw+u >=a < f(v),w >+ <
f),u>=a<wv, f*(w) >+ <wv, f*(u) >

=<v,af*(w)+ f*(u) > Yv € V,Yw € W,Va € K.

Teorema: Sia f:V — W un’applicazione lineare, siano B = {vy,...,v,} e B’ = {wy,...,w,} base
ortonormali di V' e W rispettivamente, inoltre sia A la matrice di f relativa alle basi B e B’. Allora la
matrice f*: W — V rispetto alle basi B’ e B ¢ la trasposta coniugata di A (i.e. Mp(f*) = At := A*).
Dimostrazione: Se f(v;) = >, ariwr € f*(w;) = >, bi;vk, si ha che

aj; =< Zakiwk,wj >= f(v,-),wj >= vi,f*(wj) >= Ui’Zbkjwk >= BZ]
k k

Teorema: Sia f:(V,<,>y) — (W, <,>w) lineare. Allora 1) V =ker f & Im f* e

2) W =ker f*@® Im f.
Dimostrazione: 1) V = ker f @ (ker f)* quindi basta dimostrare che (ker f)X = Im f*.
Analogamente per 2) basta verificare che ( Im f)+ = ker f*:
Se w € ker f* = 0 =< v, f*(w) >=< f(v),w >= w € (Im f)*. Viceversa, se w € (Im f)* C
W =0=< f(v),w>=<uv, f*(w) >Vv eV = f*(w) =0= w € ker f*.

Nel caso V =R", W =R™ ed f(X) = AX dove A € M(m,n;R) si ha che R* =ker A¢ Im A’
e R =ker A ® Im A.
Esempio: Siano V = R?, W = R e f:V — W definita da f(v) =< v,u >y Vv € V, dove
u = (a,b,c) € V. Si vuole calcolare f*:W — V dove il prodotto scalare in W ¢ il prodotto di
numeri reali. < v, f*(z) >y=< f(v),z >w= f(v)xr =< v,u >y =< v,zu >y Yv € V, Vx €
a
W = f*(x) = zu. Si verifica quindi che la matrice dell’applicazione aggiunta f* di fe | b
c

ENDOMORFISMI AUTOAGGIUNTI
Definizione: Un endomorfismo f : (V,<,>) — (V,<,>) & detto autoaggiunto se f = f*. Se V &
reale f ¢ detto simmetrico, se V & complesso f & chiamato Hermitiano. Cioe, se

< f(w),w >=<wv, f(w) > Yo,weV.
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Proposizione: 1) Gli autovalori di un endomorfismo autoaggiunto sono reali. 2) Gli autovettori
corrispondenti a autovalori distinti sono ortogonali.

Dimostrazione: 1) Presso un autovettore v relativo all’autovalore A, siccome v # 0 si ha che
A <v,0>=< v, v >=< f(v),v >=< v, f*(v) >=< v, \v >= X < v,v > implica che A = \.

2) Siano v e w autovettori relativi agli autovalori A e p rispettivamente, siccome A # p allora
A< v,w>=< I, w >=< f(v),w >=<v, f*(w) >=< v, pv >= p < v,w > implica < v,w >= 0.

Definizione: Sia f : V — V lineare, un sottospazio vettoriale W C V e detto f-invariante se
fw)cw.

Proposizione: Se f € un endomorfismo autoaggiunto e W un sottospazio f-invariante allora il
sottospazio W= & anche esso f-invariante.

Dimostrazione: se f = f* allora se v € W+ si ha che < f(v),w >=< v, f(w) >= 0 VYw € W.
Inoltre, se f(w) € W Vw € W si ha dunque che f(v) € W.

Se lo spazio vettoriale V' ¢ euclideo si ha il seguente risultato.
Proposizione: Ogni applicazione autoaggiunta su V' ha un autovettore reale.

Dimostrazione: Per il Teorema Fondamentale dell’Algebra ogni applicazione lineare su uno spazio
vettoriale di dimensione finita sul campo C ha un autovalore A e quindi un autovettore. Siccome
f & autoaggiunta A & un numero reale. Se V' & reale A e A — Al hanno coefficienti reali. Inoltre la
matrice A — Al & non-singolare quindi il sistema lineare (A — AI)X = 0 ha una soluzione reale non
banale (X # 0).

Teorema spettrale: Sia (V,<,>) uno spazio metrico di dimensione finita e sia f : V — V un
endomorfismo autoaggiunto. Allora c¢’e una base ortonormale di V' costituita di autovettori di f.

Dimostrazione: Si procede per induzione sulla dimensione di V. Se dimV > 0 allora f ha un
autovettore v. Si consideri v; = HUTH Se dim V =1 il Teorema & vero. Supporre che il Teorema sia
valido per ogni spazio metrico di dimensione minore di dim V. Sia W il sottospazio di dimensione
1 generato da v;. Notare che W, e quindi il suo complemento ortogonale W+ sono f-invarianti.
Inoltre il prodotto scalare di V ristretto a W= & un prodotto scalare. Denotare per g la restrizione
di f a W, Si verifica facilmente che g & auttoaggiunta rispetto al prodotto scalare di W+. Per
ipotesi induttiva W+ ha una base ortonormale {vs, ..., v,} che consiste di autovettori di g. Ognuno
di questi vettori & anche autovettore di f, e siccome V. =W @&W=, {vy,vs,...,v,} ¢ la base cercata.

Il viceversa del Teorema Spettrale ¢ vero

Proposizione: Sia V' uno spazio euclideo di dimensione finita e f : V' — V una applicazione lineare.
Allora f & autoaggiunta se e solo se V' ha una base ortonormale costituita di autovettori di f.

Dimostrazione: rimane dimostrare che se V' ha una base ortonormale B = {u1,...,u,} di autovet-
tori di f allora f = f*. In questa base v =), < v,u; > u; e w = Zj < w,u; > u; quindi f(v) =
Do <vsup > flug) =30 <voup > Nug e f(w) =305 <w,ug > fuy) =30 < wuy > Ajug.
Allora < f(v),w >=< 3, <v,ui > Nwg, )5 < w,uy > uy >= 355 N < v,u; >< w,u; ><
Uy Uj >= Zj Aj < v,u; >< w,uj >= Zz Zj Aj < v, up >< w,uy >< U, Uy >=< Zi < v,u; >
U, Yy < w,uy > Ajug >=< v, f(w) >.

Esempio: La proiezione ortogonale Py : V' — V di V su W ¢ autoaggiunta:
sia {w1, ..., wy} una base ortonormale di W allora V v,v’ € V < Py (v),v >=

=< Zf <v,w; > w;, v >=< Zf <v,w; >< wj, v >=< v,Z? wj < wj, v >=<wv, Py (V) >.
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ENDOMORFISMI ANTISIMMETRICI
Definizione: Un endomorfismo f & detto antisimmetrico se f = —f*. Cioe, se

< f(v),w >=— <, f(w) >,Yv,w e V.

In particolare < f(v),v >= 0 Vv € V. Inoltre se A & un autovalore di f allora A = 0. Giacche se v
¢ un autovettore relativo a A allora < f(v),v >=A<v,v >=0= A =0.

0

Esempi: 1) Se dimV =2, A = —a>. Quindi, se v = (z,y) = Av = a(—y,x). Osservare che

0

Av si ottiene ruotando di § in senso antiorario e moltiplicando per a.
2) Se V =R3 sia f(v) =wAvYv € V. Notare che w € ker f quindi w & autovettore di f relativo

0 —c b
all’autovalore 0. Se w = (a, b, ¢) la matrice di f nella base canonica & c 0 -a
-b a 0

ISOMETRIE LINEARI
Definizione: Siano (V,<,>y) e (W, <, >w ) due spazi metrici su un campo K . Una applicazione
lineare f: V — W conserva i prodotti scalari se

< f(), f(V) >w=<v,v >y Yo,0' € V.

Se dim V' = dim W una tale applicazione ¢ detta isometria (lineare).

Esempio: Si consideri R? con il prodotto scalare canonico e sia V lo spazio delle matrici anti-
simmetriche di ordine 3 con il prodotto scalare < A, B >= itr(AB'). L’applicazione lineare

0 —XI3 T2
f:R3 — V definita da f(z1,20,23) = | 3 0 —x1 | & una isometria, giacche se
—x9 I 0
0 —z3 @ 0 —ys ¥
A= =z3 0 —z1| eB=| y3 0  —y; | sihache tr(ABY) = 2(z1y1 + T2y + 73Yy3)-
—I9 X1 0 —Y2 Y1 0

Proposizione: Se V' e W sono spazi metrici su un campo K. Allora f:V — W & una isometria se e
solo se trasforma basi ortonormali di V' in basi ortonormali di W.

Dimostrazione: Sia B = {v1,...,v,} una base ortonormale di V, allora {f(v1),..., f(v,)} ¢ una
base ortonormale di W, poiche < f(v;), f(v;) >w=< v;,v; >v= 0;;.

Proposizione: Siano V e W due spazi metrici di dimensione finita n sul campo reale K = R. Allora
f:V — W conserva prodotti scalari se e solo se conserva le norme, cioe se ||f(v)|| = ||v]| Vv € V.
Dimostrazione: segue da |[v]|?, +2 < v,v" >y +[|V/||2 =< v+ v, v+ >y=< f(v+), f(v+
V) S>w=<fv)+f(V), f0)+F@) Sw=fO)Fy+2 < f0), () >w +IF @) = vl +2 <
f), f(') >w +[V' [

TRASFORMAZIONI UNITARIE
Definizione: Sia (V, <, >) uno spazio Hermitiano, un endomorfismo f ¢ detto unitario se ¢ invertibile

e f7l=f*

cioe: f e unitario se e solo se esiste f* e se ff* = f*f = id dove id denota 'applicazione identita.
Proposizione: f € unitario se e solo conserva il prodotto scalare.

44



Dimostrazione: =). < f(v), f(v') >=< v, f*f(v') >=< v,id(v") >=< v,v’ > implica f conserva
il prodotto scalare.
<) < fv),v" >=< f(v), ff1 (V) >=< v, f~1(v') > quindi f* = f~!

Proposizione: Se A € C & un autovalore di una trasformazione unitaria allora |A| = 1.
Dimostrazione: A < v,v >=< Av,v >=< f(v),v >=< v, f*(v) >=< v, [T (v) >=<v,A71v >=
Al < w,v > siccome ||v]| # 0 si ha A = A71.

Proposizione: Se f un endomorfismo unitario e W un sottospazio f-invariante allora W+ & f-
invariante.

Teorema: Sia V uno spazio metrico di dimensione finita. Allora ’endomorfismo f € unitario se e
solo se esiste una base ortonormale di V rispetto alla quale f € una matrice diagonale con numeri
complessi di norma 1 sulla diagonale.

Dimostrazione: segue dalle proposizioni precedenti e del Teorema sugli endomorfismi normali che
si studiano nel seguito.

Definizione: Una matrice invertibile A & unitaria se A=! = A*.
Osservare che A ¢ unitaria se e solo se 'insieme delle righe (colonne) & ortogonale.

Definizioni: una matrice reale o complessa ¢ detta ortogonale se AA* = I (A~! = A?).
Osservare che una matrice reale ortogonale e unitaria e che una matrice unitaria & ortogonale se e
solo se ogni suo coefliciente & reale.

Inoltre osservare che se I = AA" | siccome det A = det A, si ha che 1 = det I = det(AA") =
det Adet A* = (det A)? quindi det A = 1 oppure det A = —1.

Lemma: Sia f un endomorfismo unitario, B una base ortonormale di V allora la matrice rappre-
sentativa di f rispetto alla base B & una matrice unitaria.

FORMULAZIONE MATRICIALE DEL TEOREMA SPETRALE

Definizione: Una matrice complessa che soddisfa A = A*(:= A?) ¢ detta Hermitiana. Una matrice
reale che soddisfa A = A* e detta simmetrica.

Teorema spettrale: Se A ¢ una matrice Hermitiana allora esiste una matrice unitaria P (P! = P")

tale che P AP & diagonale.
If A & una matrice reale simmetrica allora esiste una matrice reale ortogonale P (P~! = P?) tale
che P'AP ¢ diagonale.

TRASFORMAZIONI ORTOGONALI SU SPAZI EUCLIDEI
Definizione: Sia (V, <, >) uno spazio Euclideo, un endomorfismo f ¢ detto ortogonale se ¢ invertibile

ese f~1 = f*.

Lemma: Siano (V, <, >) uno spazio Euclideo, f un endomorfismo ortogonale e B una base ortonor-
male di V allora la matrice A rappresentativa di f relativa alla base B & una matrice ortogonale.

(A1 = A).

Definizione: Sia A una matrice ortogonale, se det A = 1 allora e detta rotazione. Invece, se
det A = —1 & detta riflessione. Una rotazione & detta semplice se esiste un sottospazio W C V
A-invariante di dim W = 2, A|w ¢ una rotazione e A|y,. = I. Una riflessione ¢ detta semplice se
esiste 0 # v € V tale che Av=—ve A|,. =1

MATRICI ORTOGONALI REALI
Matrici ortogonali di ordine 2.
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Sia A = <CCL Z) condet A=ad—cb=1. Da A'A = <Z ;) <CCL Z) = (é ?) ne segue che

a>+c2=1 = a=-cosb, c=sinby,
b>+d>=1 = b=cosby, d=sinbs,
ab+ecd=0 = 0= cosbcosby+ sinb; sinfy = cos(fy — 61),
ad—cb=1 = 1=cosb;sinfy —sinf; cosly = sin(fy — 01).
o _m . [cosOy costlh\ _ (cosf cos(fh+5)\ _ (cosh —sind;
allora 67 — 61 = 3 quindi A = <sin01 sin 92> o (sin 61 sin(f1+ %)) \sinfy cosf )

Geometricamente produce una rotazione di angolo # in senso antiorario.

Se det A = —1, da calcoli analoghi si ottiene 65 — 6; = —F quindi A = <COS Or sinb )

sinf; —cosf;
. . 1 0 . . . . ,
Con 6 = 0 si ottiene A = 0o —1) geometricamente produce una riflessione rispetto all’asse x.

Classificazione delle trasformazioni ortogonali di R? secondo la dimensione del sottospazio dei punti
fissi U = {u tali che f(u) = u}.

Se dim U = 2 allora tutti i punti sono fissi, quindi f = id.

Se dimU = 1, se U = Span {u} allora U' = Span {v} ¢ f-invariante quindi f(v) L u, ne segue

che f(v) = —v. Di conseguenza la matrice di f nella base {m, ﬁ} e (é _01 )

cos —sin0>

Se dim U = 0 allora f € una rotazione e la sua matrice & | .
sinf@  cosd

Classificazione delle trasformazioni ortogonali R? secondo la dimensione del sottospazio dei punti
fissi U = {u tali che f(u) = u}.

Se dim U = 3 allora tutti i punti sono fissi, quindi f = id.

Se dimU = 2, allora dimU+ = 1. Quindi se v € U+ siccome Ut ¢ f-invariante f(v) = —v. Di
1 0 0
conseguenza la matricedi fe [0 1 0
0 0 -1
Se dimU = 1, allora dim U+ = 2. Siccome U+ & f-invariante la matrice di f|;1 & una rotazione.
1 0 0
Quindi in una b.on. ¢ [ 0 cosf —sinf

0 sinf cos6

11 polinomio caratteristico di f ha grado 3 (ed ¢ reale), quindi se z ¢ radice lo & anche z dunque una
delle tre radici deve essere reale. Se dimU = 0 ne segue che Jv € R? tale che f(v) = —v. Allora
W = v! ha dim 2. La restrizione <, > |y del prodotto scalare a W & un prodotto scalare. Siccome
f non ha punti fissi la sua restrizione f|y: W — W non ha punti fissi e quindi € una rotazione. Si
-1 0 0
ha dunque che la matrice di f in una b.om. ¢ | 0 cosf —siné
0 sinf cos6

Teorema: Sia V' uno spazio metrico di dimensione n sul campo R e sia f un endomorfismo ortog-
onale. Allora esiste un sottospazio W C V' f-invariante con dim W = 1 oppure dim W = 2.
Dimostrazione: Sia Ay una radice del polinomio caratteristico, se Ag € R € un autovalore allora

esiste un autovettore vy a lui relativo. Quindi W = Span {vg} & un sottospazio f-invariante di
dimW = 1.
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Se Ao non appartiene a R allora \g = a+1if5, a € R, g € R. 1l fatto che det(A — Ag) = 0 implica
che esiste Z = X +1iY # 0 € ker(A — \oI) dove X, Y € R" i.e. AZ = A\oZ. Siccome A ¢ una

. . _ . —— . . AX =aX - 5Y
matrice reale AX +iAY = (a+i8)(X +iY) = (X — YY) +i(BX +aY) si ha { AY — BX +aY
Allora W = Span {X,Y} ¢ A-invariante. Siccome Z # 0 allora X # 0 o Y # 0 o ambedue, si ha
dunque dim W =1 oppure dim W = 2 secondo sia il caso.

Teorema: Sia V' uno spazio metrico di dimensione finita, sia f : V' — V una applicazione ortogonale
allora esiste una base ortonormale di V relativa alla quale f € una matrice del tipo

cosf; —sinby
( sinf; cos6; ) 0 0 0
cosly —sinby
0 ( sinf,  cosby > 0 0
0 0 R
0 0 e 0T

Dimostrazione: Se dim V' =1 o 2 il Teorema & stato gia verificato, supporre quindi che dimV > 3.
Sia W C V un sottospazio f-invariante di dim1 o 2, allora f|y & ortogonale quindi esiste una
base di W nella quale la matrice rappresentativa e: se dimW = 2 [f|w] = <(1) _01> o [flw] =

cosf) —sinf . . 1Ls g .
<sin9 cos 0 ), se dimW =1, [flw] = (=1) or [flw] = (1). Inoltre siccome W~ & f-invariante
e dimW < dimV si pud applicare il procedimento descritto prima a W+ fino a ottenere la base
cercata, riordinando i sottospazi invarianti se necessario.

Corollario: Ogni applicazione ortogonale ¢ il prodotto di rotazioni e riflessioni semplici che com-
mutano.

Osservazione: In generale un endomorfismo ortogonale sul campo reale non diagonalizza.

ENDOMORFISMI NORMALI

Definizione: Sia V' uno spazio vettoriale su C. Un endomorfismo f : V' — V & detto normale se &
invertibile e se ff* = f*f.

Definizione: Una matrice complessa invertibile A & detta normale se AA* = A*A. In particolare
endomorfismi autoaggiunti, unitari oppure ortogonali sono normali.

Proposizione: Sia f : V — V un endomorfismo normale e W un sottospazio f-invariante allora W=+
¢é f-invariante.

Teorema: Sia (V,C) uno spazio metrico di dimensione finita. Allora un endomorfismo f:V — V
& normale se e solo se esiste una base ortonormale di V relativa alla quale f e diagonale.

Dimostrazione: Basta dimostrare che f € normale se e solo se f = g+ ih dove g e h sono endomor-
fismi autoaggiunti che commutano. Si procede applicando il Teorema spettrale per endomorfismi

autoaggiunti e si verifica che g e h diagonalizzano nella stessa base. Prendere g = % eh=1_ ;zf -

Corollario: Se A ¢ una matrice normale allora esiste una matrice unitaria P (i.e. P~1 = P!) tale
che P*AP & diagonale.
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MOVIMENTO RIGIDO o ISOMETRIA AFFINE

Definizione: Una varieta affine M di uno spazio vettoriale V' e I'imagine di un sottospazio W
mediante una traslazione t,:V — V definita da t,(v) = a + v, dove a € V. (Notare che una
traslazione non ¢ lineare).

M=t,(W)=a+W = {a+ w tali che w € W}. Il sottospazio W & detto la giacitura di M.
Definizione: Un movimento (rigido) o isometria affine m: V' — V ¢ la composizione di una isometria
(lineare) con una traslazione, cioe m =t, o f.

Si osservi che m conserva le distanze: ||m(v) — m(v')|| = ||v — V|| Yv,v" € V.

Viceversa, se m conserva le distanze allora m & un movimento.

Dimostrazione: 1) Se f conserva le distanze e f(0) = 0 allora f conserva il prodotto scalare:
If()]| = [[f(v) = f(0)]] = [[v—0| = ||v|]|, quindi f & una isometria lineare (trasformazione
ortogonale). 2) l'applicazione f:V — V definita da f(v) = m(v) — m(0) soddisfa 1), allora
m(v) = f(v) +m(0) = (t, o f)(v), dove a = m(0).
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