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1 Metodi Monte Carlo: generalità

Il metodo Monte Carlo è un metodo stocastico per il calcolo numerico di
quantità deterministiche. L’idea è la seguente.
Supponiamo di voler calcolare una quantità α e per di più supponiamo che
α si possa rappresentare come la media di una v.a. X:

α = E(X).

Ovviamente, stiamo supponendo anche di lavorare su un opportuno spazio
di probabilità (Ω, F ,P), dove X : (Ω, F ) → (Rd, B(Rd)) è definita e il
simbolo E denota l’aspettazione sotto P. Indichiamo con Λ la legge di1 X.
Va da sé che X deve essere integrabile. Immaginiamo che X sia anche di
quadrato integrabile e sia {Xq}q una successione di v.a. indipendenti, tutte
con legge Λ. Allora, per la Legge dei Grandi Numeri, si ha:

α̂Q :=
1
Q

Q∑

q=1

Xq Q→∞−→ E(X) = α.

Dunque, un modo per approssimare α è quello di calcolare la media empirica
di un buon numero di v.a. indipendenti con legge uguale alla legge di X.
Questo è il metodo Monte Carlo. Osserviamo che:

- nella pratica, questo metodo si implementa in poche righe di program-
ma al calcolatore se è possibile simulare v.a. con legge Λ;

- la stima α̂Q di α è soggetta a due errori: il primo conseguente al fatto
di fissare un valore (seppur grande) di Q, il secondo dovuto al fatto
che α̂Q è una variabile aleatoria (il che, rozzamente, significa che
facendo girare il programma più volte, con lo stesso valore per Q, si
possono ottenere stime diverse α̂Q per α).

La “bontà” della stima (ovvero, la velocità di convergenza) si può studiare
usando il Teorema del Limite Centrale, che riportiamo nella seguente, qui
particolarmente utile, versione:

√
Q

(
α̂Q − α

)
L→ N(0, C)

dove il simbolo L→ denota la convergenza in legge, N(0, C) è la legge gaus-
siana su Rd di media 0 e matrice di covarianza C, e C qui sta per la ma-
trice di covarianza associata al vettore aleatorio X = (X1, . . . , Xd): Cij =
Cov(Xi, Xj). In particolare, se Q è grande allora vale la seguente approssi-
mazione:

α̂Q
∼= α +

1√
Q

C1/2 Z, (1)

1Cioè, Λ(A) = P(X ∈ A), per A ∈ B(Rd).

2



con Z v.a. gaussiana standard su Rd. Ciò significa che l’errore aleatorio che
si compie approssimando α con α̂Q è dell’ordine 1√

Q
C1/2 Z, con Z gaussiana

standard. In altre parole, l’ordine di convergenza di un metodo Monte Carlo
è del tipo 1/

√
Q, e cioè: è lento! Ciò nonostante, occorre sottolineare che il

metodo è estremamente flessibile ed inoltre, come abbiamo appena visto, la
velocità di convergenza è indipendente dalla dimensione d (e quest’ultima è,
forse, la peculiarità del metodo).
Infine, grazie alla (1), è possibile individuare un intervallo di confidenza
(IC) approssimato per α, a livello δ desiderato. Infatti, supponiamo per
semplicità che d = 1, e quindi

α̂Q
∼= α +

σ√
Q

Z, (2)

con Z ∼ N(0, 1). Fissato un livello δ, un IC bilatero per α, a livello δ, ha
quindi estremi

α̂Q ± σ√
Q

φ 1+δ
2

, (3)

dove φ 1+δ
2

denota il quantile di ordine (1 + δ)/2 della legge gaussiana stan-
dard. Ad esempio, per un IC al 95% (ciè δ = 0.95), φ 1+δ

2
= φ0.975 = 1.96; se

invece δ = 0.9 allora φ 1+δ
2

= φ0.95 = 1.645.
Volendo usare un metodo Monte Carlo, nella pratica è cruciale conoscere sia
la stima α̂Q di α sia consegnare all’utente un IC, tipicamente al 95% (cioè,
δ = 0.95). Osserviamo però che nella (3) compare σ2, cioè la varianza di X,
che spesso non si conosce. In tal caso, si sostituisce nella (3) la tipica stima
σ̂2

Q (non distorta) per σ2:

σ̂2
Q =

1
Q− 1

Q∑

q=1

(Xq − α̂Q)2 =
1

Q− 1

( Q∑

q=1

(Xq)2 −Qα̂2
Q

)
,

cosicché l’IC approssimato al 95% ha estremi

α̂Q ± 1.96

√
σ̂2

Q

Q
.

2 Simulazione di un moto Browniano e di un moto
Browniano geometrico

La simulazione di un moto Browniano standard B su Rd si basa sulle seguenti
proprietà che lo caratterizzano:

- B0 = 0;

- B è a incrementi indipendenti;
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- gli incrementi Bt−Bs, t > s ≥ 0, sono gaussiani, di media 0 e matrice
di covarianza (t− s) Id×d, essendo Id×d la matrice identica d× d.

Dunque, per generare una traiettoria Browniana sull’intervallo temporale
[0, T ], dapprima occorre suddividere [0, T ] in sottointervalli di ampiezza pic-
cola. Ad esempio, fissato h = T/N , indichiamo con tk = kh, k = 1, . . . , N ,
gli estremi di questi intervalli. Per simulare B ai tempi tk, basterà prendere
N v.a. gaussiane standard e indipendenti U1, . . . , UN e porre:

B0 = 0 e per k = 1, 2, . . . , N , Btk = Btk−1
+
√

hUk.

In altre parole,

Btk =
√

h
k∑

j=1

Uj , k = 0, 1, . . . , N

(dove, al solito, definiamo
∑0

j=1(·) = 0). Quest’ultima rappresentazione
è nota come l’approssimazione del moto Browniano con una passeggiata
aleatoria gaussiana. Per simulare un moto Browniano basta quindi essere
in grado di generare v.a. gaussiane. L’algoritmo più noto in letteratura è
quello di Box-Muller, il quale si basa sul seguente (semplice) risultato:
[Box-Muller] date due variabili aleatorie Z1, Z2 distribuite uniformemente
in (0, 1), allora

V1 =
√−2 log Z1 cos(2πZ2)

V2 =
√−2 log Z1 sin(2πZ2)

sono variabili aleatorie normali standard indipendenti.2

Nel paragrafo ?? è proposto un codice in C per la simulazione di una v.a.
gaussiana con l’algoritmo di Box-Muller. Ricordiamo infine che un vettore
gaussiano standard su Rd è formato semplicemente da d v.a. gaussiane reali
standard e indipendenti.

La generazione del moto Browniano geometrico è a questo punto immediata.
Ricordiamo che un processo St su Rd segue un moto Browniano geometrico,
o equivalentemente si evolve secondo il modello di Black e Scholes, se

dSi
t = µi Si

t dt +
∑d

j=1 σi
jS

i
t dBj(t)

Si
0 = xi,

i = 1, . . . , d, (4)

2Infatti, si ha V = ϕ(Z), dove ϕ(z) = (ϕ1(z), ϕ2(z)), essendo ϕ1(z) =
√−2 log z1

cos(2πz2) e ϕ2(z) =
√−2 log z1 sin(2πz2), con z ∈ (0, 1)2. Osserviamo che ϕ : (0, 1)2 →

R2 è invertibile, con inversa ψ data da ψ1(v) = e−|v|
2/2 e ψ2(v) = arccos(v1/|v|2)/2π,

con v ∈ R2 ed avendo denotato |v|2 = v2
1 + v2

2 . Quindi, usando il teorema del cambio di
variabile, si ha per ogni boreliano A di R2,

P(V ∈ A) = P(ϕ(Z) ∈ A) =

∫

ϕ−1(A)

dz1dz2 =

∫

A

|detDψ(v)|dv1dv2,

dove Dψ(v) denota la matrice jacobiana associata a ψ. Ora, con un po’ di pazienza si

mostra facilmente che |detDψ(v)| = e−|v|
2/2/2π, quindi V è effettivamente una gaussiana

standard su R2.
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dove σ denota la volatilità, e rappresenta un matrice d × d invertibile. È
facile vedere che, per i = 1, . . . , d,

Si
t = xi exp

(
(µi − 1

2

d∑

j=1

σi
j
2)t +

d∑

j=1

σi
j Bj

t

)
,

cosicché una simulazione di St segue immediatamente da una generazione
del moto Browniano: fissato h = T/N e detti tk = kh, k = 1, . . . , N , si ha

Si
0 = x e per k = 1, 2, . . . , N ,

Stk = Stk−1
exp

(
(µi − 1

2

∑d
j=1 σi

j
2)h +

√
h

∑d
j=1 σi

j U j
k

)
,

per i = 1, . . . , d, dove U1, . . . , UN sono N v.a. i.i.d., gaussiane standard su
Rd (Uk = (U1

k , . . . , U1
k )).

Va da sé che se si vuole simulare St sotto la misura di rischio neutro (di
martingala equivalente), occorre scegliere

µi = r, per ogni i,

dove r denota il tasso di interesse istantaneo. In caso contrario, µ sarà un
vettore formato da quantità determinate dal mercato finanziario.

3 Metodi numerici Monte Carlo per la finanza

I metodi Monte Carlo trovano nella finanza una naturale applicazione per
la risoluzione numerica dei problemi di prezzaggio e copertura delle opzioni.
Infatti, supponiamo di essere in un mercato completo, in cui S0

t e S1
t , . . . , Sd

t

denotano i processi di prezzo del titolo non rischioso e dei d titoli rischiosi.
Supponiamo che (S1

t , . . . , Sd
t )t si evolvano seguendo il modello di Black e

Scholes su Rd, cioè secondo la (4), e che

dS0
t = rS0

t dt, S0
0 = 1,

dove al solito r denota il tasso di interesse istantaneo, supposto costante.
Indichiamo anche con Ft la filtrazione, completata con gli insiemi di prob-
abilità nulla, sotto la quale il moto Browniano B che compare in (4) risulta
un moto Browniano standard.

3.1 Calcolo numerico del prezzo

La formula del prezzo di un’opzione europea di payoff h e maturità T è data
da

prezzo al tempo t = E∗(h e−r(T−t) |Ft),
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dove E∗ denota l’aspettazione valutata sotto la misura di rischio neutro (in
sostanza, basta porre µi = r, per ogni i, nella (4)). Se supponiamo che il
payoff h sia tale che

P (t, St) = E∗(h e−r(T−t) |Ft),

per qualche funzione P = P (t, x) abbastanza regolare, allora sappiamo anche
che il portafoglio di copertura è dato da

Vt = H0
t S0

t +
d∑

i=1

H i
t Si

t , con

H i
t = ∂xiP (t, St), i = 1, . . . , d, e H0

t =
(
P (t, St)−

d∑

i=1

H i
t Si

t

)
e−rt.

La rappresentazione del prezzo in termini di una media suggerisce immedi-
atamente l’uso di metodi Monte Carlo.

3.1.1 Call e put standard

Supponiamo per semplicità che d = 1 e di avere a che fare con un’opzione
call oppure put, cioè

h = hcall = (ST −K)+ oppure h = hput = (K − ST )+

In tal caso, sappiamo che la funzione P che dà il prezzo è data da

Pcall(t, x) = xΦ(d1(T − t, x))−K e−r(T−t) Φ(d2(T − t, x))

Pput(t, x) = K e−r(T−t) Φ(−d2(T − t, x))− xΦ(−d1(T − t, x))
(5)

dove

d1(s, x) =
ln(x/K) + (r + σ2/2)s

σ
√

s
e d2(s, x) = d1(s, x)− σ

√
s

e con Φ la funzione di ripartizione di una gaussiana standard (una implemen-
tazione per il calcolo di Φ è proposta nel paragrafo ??). Anche la copertura
ha una formula esplicita, data da

∆call(t, x) = ∂xPcall(t, x) = Φ(d1(T − t, x))
∆put(t, x) = ∂xPput(t, x) = Φ(d1(T − t, x))− 1

(6)

In tal caso quindi non occorre appellarsi a metodi numerici: le formule
esistono, basta usarle! Ciò nonostante, proponiamo il seguente esercizio.

Esercizio 3.1. Calcolare numericamente, con il metodo Monte Carlo, il
prezzo di una call e di una put standard in 0, con IC al 95%, e studiare
empiricamente la convergenza ai risultati forniti dalle formule esatte quando
il numero di simulazioni Q tende a +∞.
A titolo di esempio, si considerino i seguenti parametri: S0 = K = 100,
T = 1 anno, r = 0.05, σ = 0.2.
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3.1.2 Opzioni asiatiche

Diverso è il caso delle opzioni asiatiche, quando cioè non esistono formule
esatte per calcolare prezzo e/o copertura. Ricordiamo che un’opzione asiati-
ca ha payoff h che dipende dalla media temporale

∫ T
0 St dt/T del sottostante

su tutto l’intervallo [0, T ]. Ad esempio, una call asiatica a maturità T e con
prezzo di esercizio K ha payoff

h =
( 1

T

∫ T

0
St dt−K

)
+
.

Si può far vedere3 che in questo caso il prezzo è dato da una funzione F di
t, St ed anche

∫ t
0 Su du, anche se la funzione F non si riesce a scrivere in

“formula chiusa”, ma si può rappresentare a sua volta come l’aspettazione
di una opportuna media condizionata.

Esercizio 3.2. Usando semplicemente il payoff e la rappresentazione in
forma di aspettazione del prezzo, calcolare numericamente, con il metodo
Monte Carlo, il prezzo in 0 di una call asiatica, con IC al 95%.
Si considerino gli stessi parametri suggeriti nell’esercizio 3.1.

Ovviamente, per risolvere l’esercizio 3.2 occorrerebbe poter simulare la v.a.∫ T
0 St dt. Ma ciò non può essere fatto in modo esatto, perche’ non si conosce

la legge dell’integrale. Si può quindi procedere approssimando dapprima
analiticamente l’integrale, usando ad esempio:

1. il metodo di Eulero:
∫ T

0
St dt '

N−1∑

k=0

Stk(tk+1 − tk)

2. il metodo del trapezio:
∫ T

0
St dt '

N−1∑

k=0

Stk + Stk+1

2
(tk+1 − tk)

dove ovviamente t0 = 0 < t1 < · · · < tN = T rappresenta una discretiz-
zazione dell’intervallo [0, T ].
Infine, per verificare la correttezza del programma richiesto nell’esercizio
3.2, non essendo possibile il confronto con la formula esatta, potrebbe essere
utile la seguente formula di parità. Consideriamo le opzioni di payoff

h =
( 1

T

∫ T

0
St dt−K

)
+

e ĥ =
(
K − 1

T

∫ T

0
St dt

)
+

ed indichiamo con p e p̂ i prezzi associati rispettivamente ad h e ad ĥ. Allora:

p− p̂ =
1− e−rT

rT
S0 −Ke−rT .

3Si veda, ad esempio, il Problema 7, a pag. 91, del testo di Lamberton e Lapeyre
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Infatti, ricordando che S̃t = e−rtSt è una P∗-martingala,

p− p̂ = E∗(e−rT (h− ĥ)) = e−rTE∗
( 1

T

∫ T

0
St dt−K

)

= e−rT
( 1

T

∫ T

0
E∗(St) dt−K

)
= e−rT

( 1
T

∫ T

0
ertE∗(S̃t) dt−K

)

= e−rT
( 1

T

∫ T

0
ertS0 dt−K

)
=

1− e−rT

rT
S0 −Ke−rT .

3.1.3 Opzioni su due sottostanti

Indichiamo con S1 e S2 il prezzo di due titoli, sui quali vogliamo studiare le
seguenti opzioni, definite dai due payoff:

(S1
T − S2

T )+ e 1S1
T >S2

T
. (7)

Sappiamo (cfr. Lamberton&Lapeyre, Problema 3 al Cap. 4) che se i due
sottostanti si evolvono seguendo il modello di Black e Scholes e se per di
più sono incorrelati, esiste una formula esatta, che si scrive usando opportu-
namente la funzione di distribuzione di una gaussiana bivariata. Vogliamo
qui proporre il calcolo numerico del prezzo delle due opzioni con un metodo
Monte Carlo, e con la seguente specifica per il modello, o in altre parole
la seguente modellizzazione della correlazione: fissato un numero ρ tale che
|ρ| < 1, la dinamica che considereremo è (sotto la misura neutrale al rischio)

dS1
t = rS1

t dt + σ1S
1
t dB1

t , S1
0 dato

dS2
t = rS2

t dt + σ2S
2
t (ρdB1

t +
√

1− ρ2 dB2
t ), S2

0 dato

dove B = (B1, B2) denota un m.b. standard su R2. Quindi, in particolare
si ha

S1
T = S1

0 exp
(
(r − 1

2σ2
1)T + σ1B

1
T

)

S2
T = S2

0 exp((r − 1
2σ2

2)T + σ2(ρB1
T +

√
1− ρ2 B2

T )
)

Esercizio 3.3. Usando semplicemente il payoff e la rappresentazione in for-
ma di aspettazione del prezzo, calcolare numericamente, con il metodo Monte
Carlo, il prezzo in 0 delle due opzioni di payoff come in (7) (rispettivamente,
opzione di scambio e digital), con IC al 95%.
Si considerino parametri congruenti a quelli suggeriti nell’esercizio 3.1 e,
ad esempio, si studino i casi ρ = 0 (indipendenza) e ρ = ±0.2 (correlazione
positiva e negativa).

Ancora una volta, suggeriamo due formule di partità, utilizzabili per verifi-
care la validità dei risultati ottenuti dall’esercizio 3.3.
1. Opzione di scambio. Consideriamo i payoff

h = (S1
T − S2

T )+ e ĥ = (S2
T − S1

T )+
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ed indichiamo con p, p̂ i rispettivi prezzi. Allora,

p− p̂ = S1
0 − S2

0 .

Infatti,

p− p̂ = E∗(e−rT (h− ĥ)) = E∗(e−rT (S1
T − S2

T )) = E∗(S̃1
T − S̃2

T ) = S1
0 − S2

0 .

2. Opzione digital. Consideriamo i payoff

h = 1S1
T >S2

T
e ĥ = 1S2

T≥S1
T

ed indichiamo con p, p̂ i rispettivi prezzi. Allora,

p− p̂ = e−rT .

Infatti,
p− p̂ = E∗(e−rT (h− ĥ)) = E∗(e−rT · 1) = e−rT .

3.2 Calcolo numerico della delta

Consideriamo il modello (4), di Black e Scholes, e supponiamo di lavorare
con un’opzione a maturità T di payoff

h = f(ST ) ≡ f(S1
T , . . . , Sd

T )

dove f è una funzione a crescita polinomiale. In tal caso, usando la marko-
vianità delle diffusioni, sappiamo che il prezzo è determinato da P (t, St),
dove

P (t, x) = e−r(T−t)E∗(f(x1Z1
T−t, . . . , x

dZd
T−t))

dove

Zi
T−t = exp

(
(r − 1

2

d∑

j=1

σi
j
2)(T − t) +

d∑

j=1

σi
j(B

j
T −Bj

t )
)
, i = 1, . . . , d.

La funzione (d-dimensionale) delta, che dà la copertura dell’opzione, è quindi

∆i(t, x) = ∂xiP (t, x) = e−r(T−t)∂xiE∗(f(x1Z1
T−t, . . . , x

dZd
T−t)).

3.2.1 Differenze finite

Un primo modo per calcolare numericamente la delta è quello di usare le
differenze finite, approssimare, cioè, la derivata parziale con il rapporto
incrementale sull’i-esima direzione:

∆i(t, x) ' ∆δ
i (t, x)

=
e−r(T−t)

2δ

(
E∗(f(x1Z1

T−t, . . . , (x
i + δ)Zi

T−t, . . . , x
dZd

T−t))

−E∗(f(x1Z1
T−t, . . . , (x

i − δ)Zi
T−t, . . . , x

dZd
T−t))

)
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Ovviamente, nella pratica δ è scelto “piccolo” (cioè piccolo percentualmente
a x). Va da sé che, se si conoscono proprietà di ulteriore regolarità della
funzione ∆i, ad esempio derivabile con una qualche stima dell’andamento
della derivata, usando la formula di Taylor δ si può scegliere in modo da
limitare l’errore che si commette nell’approssimazione della derivata con le
differenze finite.
A questa prima approssimazione, di tipo analitico, si somma un’altra ap-
prossimazione, di tipo Monte Carlo: le medie sopra coinvolte si approssi-
mano a loro volta con la media empirica valutata su Q simulazioni, cioè
∆i(t, x) ' ∆δ

i (t, x) ' ∆δ,Q
i (t, x), dove

∆δ,Q
i (t, x)er(T−t) =

=
1
Q

Q∑

q=1

1
2δ

(
f(x1Z1,q

T−t, . . . , (x
i + δ)Zi,q

T−t, . . . , x
dZd,q

T−t))

−f(x1Z1,q
T−t, . . . , (x

i − δ)Zi,q
T−t, . . . , x

dZd,q
T−t))

)
(8)

dove Zj,q
T−t denota la q-esima simulazione della v.a. Zj

T−t, per j = 1 . . . , d.
Osserviamo che, a priori, si potrebbe anche usare la stima

∆δ,Q
i (t, x)er(T−t) =

=
1
2δ

[ 1
Q1

Q1∑

q1=1

f(x1Z1,q1

T−t, . . . , (x
i + δ)Zi,q1

T−t, . . . , x
dZd,q1

T−t))

− 1
Q2

Q2∑

q2=1

f(x1Z1,q2

T−t, . . . , (x
i − δ)Zi,q2

T−t, . . . , x
dZd,q2

T−t))
]

ovvero fare uso di Q1 simulazioni per approssimare la prima media e di Q2

simulazioni, eventualmente diverse dalle prime, per il calcolo della seconda
media. Si può far vedere4 che la stima in (8) è più stabile, cosa che in questo
caso è piuttosto importante perché già l’approssimazione della derivata con
le differenze finite dà una certa instabilità, cui occorrerebbe non assommarne
altra.

3.2.2 Formule di rappresentazione per le derivate

Vediamo ora un altro modo per calcolare numericamente la delta. L’idea
è quella di rappresentare le derivate come aspettazioni. In tal modo, si
bypassa l’approssimazione analitica, cioè tramite le differenze finite, e si
considera direttamente l’approssimazione Monte Carlo. Questo tipo di rap-
presentazione, oggi “alla moda” nella ricerca matematica in Finanza, si può
determinare facendo uso del calcolo di Malliavin, una teoria di calcolo dif-
ferenziale stocastico piuttosto complicata. Ma se è il modello di Black e

4Si veda, ad esempio, il bel libro di Glasserman.
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Scholes quello di riferimento, si possono ottenere formule utili anche senza
l’ausilio del calcolo di Malliavin. Vediamo come.
Indichiamo con p(t, T, x, y) la densità di transizione (che esiste, lo sappiamo
e comunque la calcoleremo tra breve) di St,x

T , cioè della soluzione al tempo
T dell’eds che compare in (4) che al tempo t < T parte dal punto x, cioè
con dato iniziale St,x

t = x. Consideriamo la seguente scrittura

P (t, x) = e−r(T−t)E∗(f(St,x
T )).

Allora, possiamo scrivere

∆i(t, x) = e−r(T−t)∂xiE∗(f(St,x
T )) = e−r(T−t)∂xi

∫

Rd
+

f(y) p(t, T, x, y) dy

= e−r(T−t)

∫

Rd
+

f(y) ∂xip(t, T, x, y) dy

= e−r(T−t)

∫

Rd
+

f(y)
∂xip(t, T, x, y)
p(t, T, x, y)

p(t, T, x, y) dy

= e−r(T−t)

∫

Rd
+

f(y) ∂xi ln p(t, T, x, y) p(t, T, x, y) dy

da cui si ottiene

∆i(t, x) = e−r(T−t)E∗(f(St,x
T )Θi), dove Θi = ∂xi ln p(t, T, x, y)

∣∣∣
y=St,x

T

.

Prima di proseguire, osserviamo che

- quanto scritto sopra è corretto se è lecito il passaggio della deriva-
ta sotto segno di integrale. Una condizione sufficiente è che la v.a.
f(St,x

T ) Θi sia integrabile, e ciò è vero, come vedremo in seguito quando
scriveremo esplicitamente il peso Θi.

- A priori, non occorre che il modello di riferimento sia Black e Sc-
holes: semplicemente, basta l’esistenza della densità di transizione
p(t, T, x, y). Il problema è però che allo scopo di scrivere il peso Θi

occorre poter scrivere ln p(t, T, x, y), cioè conoscere esplicitamente la
densità di transizione, il che è possibile solo in pochissimi casi, tra cui
appunto il moto Browniano geometrico.

- Vale la pena di sottolineare l’importanza della formula appena trovata:
scrivere la derivata direttamente come un’aspettazione consente l’uso
immediato del Monte Carlo, cioè

∆i(t, x) ∼= 1
Q

Q∑

q=1

f(St,x,q
T )Θq

i
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dove St,x,q
T e Θq

i denotano rispettivamente la q-esima generazione di
St,x

T e di Θi. Dunque, si elide completamente l’approssimazione (ana-
litica) della derivata con le differenze finite.

- Infine, il peso Θi è indipendente da f : vuol dire che, una volta de-
terminato, va bene per qualsiasi tipo di opzione di payoff della forma
h = f(ST ), con f a crescita polinomiale.

Per concludere questa sezione, diamo un’espressione esplicita al peso Θi.
Possiamo scrivere

St,x,i
T = xiemi+

√
T−t (σ Z)i

,

con mi = (r −∑d
j=1 σi

j
2
/2)(T − t) e Z = (BT − Bt)/

√
T − t ∼ N(0, Id×d).

Dunque, y 7→ p(t, T, x, y) è la densità del vettore aleatorio ψ(Z), dove

ψi(z) = xiemi+
√

T−t (σ z)i
, i = 1, . . . , d.

Posto φ = ψ−1, usando il Teorema del cambio di variabile si ha

p(t, T, x, y) =
[ d∏

i=1

( 1√
2π

e−
1
2
|φi(y)|2

)]
· |detDφ(y)|,

dove Dφ(y) denota la matrice Jacobiana di φ e φ(y) ha componenti date da

φi(y) =
1√

T − t

d∑

j=1

Aij

(
ln

yj

xj
−mj

)
, i = 1, . . . , d,

essendo A la matrice inversa di σ. Poiché

∂ykφi(y) =
1√

T − t
Aik/yk,

e quindi in particolare detDφ(y) non dipende da x, otteniamo

x 7→ ln p(t, T, x, y) = − 1
2(T − t)

d∑

k=1

( d∑

j=1

Akj

(
ln

yj

xj
−mj

))2
+ const,

dove const denota “qualcosa” che non dipende da x. Allora,

∂xi ln p(t, T, x, y) =
1

xi(T − t)

d∑

j=1

( d∑

k=1

AkjAki

)(
ln

yj

xj
−mj

)
.

Sostituendo yj con St,x,j
T si ha

ln
St,x,j

T

xj
−mj =

d∑

`=1

σj
` (B

`
T −B`

t )
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e ricordando che A = σ−1, si ottiene immediatamente

Θi = ∂xi ln p(t, T, x, y)
∣∣∣
y=St,x

T

=
((BT −Bt)t ·A)i

xi(T − t)
, i = 1, . . . , d. (9)

dove ((BT − Bt)t · A)i denota l’i-esima entrata del prodotto tra il vettore
(riga) (BT −Bt)t e la matrice A. Se σ è diagonale, cioè i d processi di prezzo
sono indipendenti, la (9) diviene

Θi =
Bi

T −Bi
t

xiσi
i(T − t)

, i = 1, . . . , d,

e in dimensione d = 1,

Θ =
BT −Bt

xσ(T − t)
, i = 1, . . . , d.

Rimane solo da verificare che effettivamente f(St,x
T )Θi è integrabile. Suppo-

nendo f a crescita polinomiale, si ha

|f(St,x
T )Θi| ≤ const(1 + (St,x

T )p)|Bi
T −Bi

t| ≤ const(1 + ec |BT−Bt|)|Bi
T −Bi

t|

dove const e c denotano costanti positive opportune. Poiché BT −Bt è una
v.a. gaussiana, la v.a. (1 + ec |BT−Bt|)|Bi

T − Bi
t| è integrabile e la tesi è

immediata.

Esercizio 3.4. Calcolare numericamente, con il metodo Monte Carlo, la
copertura di una call e di una put standard in 0, con IC al 95%, sia con
il metodo alle differenze finite sia con la formula di rappresentazione della
derivata. Studiare empiricamente la convergenza ai risultati forniti dalle
formule esatte quando il numero di simulazioni Q tende a +∞.
Si considerino gli stessi parametri dell’esercizio 3.1 e, per quanto riguar-
da il metodo alle differenze finite, si prenda δ = S0 10−3 (si modifichi
eventualmente δ nello studio empirico della convergenza).

Esercizio 3.5. Calcolare numericamente, con il metodo Monte Carlo, la
copertura delle opzioni studiate nell’esercizio 3.3 (opzione di scambio e digi-
tal su due sottostanti), con IC al 95%, sia con il metodo alle differenze finite
sia con la formula di rappresentazione della derivata.
Si considerino gli stessi parametri usati per la risoluzione dell’esercizio 3.3
e, per quanto riguarda il metodo alle differenze finite, si prenda δ = S0 10−3.

Per risolvere l’esercizio 3.5, occorre dapprima scrivere i due pesi, Θ1 e Θ2.
Con le notazioni usate per l’esercizio 3.3, si ha

σ =
(

σ1 0
σ2ρ σ2

√
1− ρ2

)
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e quindi A = σ−1 è data da

A =
1

σ1σ2

√
1− ρ2

(
σ2

√
1− ρ2 0

−σ2ρ σ1

)

Ma allora, si trova subito che

Θ1 =

√
1− ρ2 (B1

T −B1
t )− ρ(B2

T −B2
t )

σ1x1(T − t)
√

1− ρ2
, Θ2 =

B2
T −B2

t

σ2x2(T − t)
√

1− ρ2

3.3 Copertura dinamica

In questo paragrafo vedremo come vengono usate nella pratica le formule
del prezzo e della copertura studiate nei modelli continui. Per semplicità,
supponiamo d = 1, che il processo di prezzo del titolo rischioso si evolva
seguendo il modello di Black e Scholes (4) e supponiamo di lavorare con
un’opzione call standard, di maturità T e prezzo di esercizio K. Seguiremo
il punto di vista del venditore dell’opzione, che quindi, una volta avuto il
premio iniziale, deve costruirsi man mano il portafoglio replicante.
Il problema fondamentale con le formule trovate, basate su un modello a
tempo continuo, è che “il tempo continuo” nella pratica non esiste, cioè
non è possibile fare diverse operazioni nello stesso istante. Dunque, il vendi-
tore dell’opzione si costruisce un portafoglio che sarà un’approssimazione del
portafoglio replicante determinato nella teoria. Quindi, innanzitutto deve
fissare delle date in cui gestirà le sue operazioni di riaggiustamento delle
quote del titolo rischioso e non. Ciò significa suddividere l’intervallo tem-
porale [0, T ] in sotto intervalli di estremi 0 = t0 < t1 < . . . < tN = T . Ad
esempio, posto h = T/N , tk = kh, k = 0, 1, . . . , N . Il portafoglio che si
troverà a gestire è quindi un’approssimazione V h di quello teorico V , dato
da

Vt = P (t, St) = ∆(t, St) St + ∆0(t, St) S0
t .

Passo 0 All’istante iniziale t0 = 0, si riceve il compenso della vendita del-
l’opzione, quindi

V h
0 = V0 = P (0, S0).

Occorre però anche calcolare le quote di titolo rischioso e non rischioso
che dovrebbero essere investite, date rispettivamente da

∆0 = ∆(0, S0) e ∆0
0 = V0 −∆0 S0.

Il condizionale scelto sopra è d’obbligo: in teoria, l’investimento è is-
tantaneo, e ciò non è ovviamente possibile nella realtà. Quindi, queste
quote saranno utilizzate nell’attimo successivo, cioè al tempo t1.
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Passo 1 All’istante t1, dapprima si aggiorna il portafoglio, usando le quote
determinate al tempo 0:

V h
t1 = ∆0 St1 + ∆0

0 ert1 = ∆0 St1 + (V0 −∆0 S0) erh.

A questo punto, si aggiornano le quote:

∆t1 = ∆(t1, St1) e ∆0
t1 = (V h

t1 −∆t1 St1)e
−rt1 .

...

Passo k All’istante tk, si conoscono le quote

∆tk−1
e ∆0

tk−1
= (V h

tk−1
−∆tk−1

Stk−1
)e−rtk−1

da investire rispettivamente nel titolo rischioso e nel titolo non ris-
chioso. Il portafoglio quindi è

V h
tk

= ∆tk−1
Stk + (V h

tk−1
−∆tk−1

Stk) erh

e le quote con cui lavorare al passo k + 1 ≤ N sono aggiornate nel
modo solito:

∆tk = ∆(tk, Stk) e ∆0
tk

= (V h
tk
−∆tk Stk)e−rtk .

...

Passo N All’istante finale tN = T , il portafoglio è quindi

V h
T = ∆tN−1 StN + (V h

tN−1
−∆tN−1 ST ) erh

e, con buona approssimazione, per h piccolo dev’essere

V h
T
∼= VT = payoff = (ST −K)+

Osserviamo che, di fatto, abbiamo approssimato la strategia replicante, per
di più in modo predicibile, com’è naturale che sia in finanza. Ovviamente,
nella pratica spesso non si conosce esplicitamente la funzione ∆, e quindi
si procede con un’ulteriore approssimazione numerica (ad esempio, come
spiegato nella sezione precedente).

Esercizio 3.6. Implementare al calcolatore l’algoritmo della copertura di-
namica appena descritto, nel caso di una call. Ovviamente, occorre simulare
una possibile traiettoria del processo di prezzo e, per verificare che la (quasi)
uguaglianza finale vale per davvero, si sconsiglia (eufemismo!!!) di simulare
il prezzo sotto la misura di rischio neutro.
Si considerino gli stessi parametri suggeriti nell’esercizio 3.1 e le formule
del prezzo e della copertura della call come in (5) e (6).
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