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Capitolo 1

Introduzione alla finanza

In questi primi paragrafi vedremo alcune nozioni elementari e introduttive.
Da un punto di vista matematico si tratta di rivedere cose gia note sulle
proporzioni, pitt un po’ di terminologia finanziaria.

1.1 Tassi d’interesse

Supponiamo di aprire un conto corrente versando un capitale pari a x. In-
dichiamo con r-100% il tasso d’interesse annuo che viene corrisposto. Quin-
di se, ad esempio r = 0.05, cio corrisponde, nel linguaggio corrente ad un
interesse annuo del 0.05 - 100% = 5%.

Alla fine dell’anno il valore del capitale sara pari a

x4+azr=x(1+r)

Si dice che viene corrisposto un interesse semplice se negli anni successivi
I'interesse viene calcolato sempre sul capitale iniziale z. Nella realta ¢ quello
che succede se alla fine di ogni anno ritiriamo la porzione di capitale mat-
urata, cioe xr. Dopo n anni, il capitale investito ad un interesse semplice
pari a r avra prodotto un capitale finale pari a

r+ar+---+ar=az(l4+nr)
—_———
n volte

Si parla invece di interesse composto quando alla fine di ogni anno 'interesse
viene calcolato sul capitale fino ad allora maturato. Dunque il capitale sara
pari a

z(1+7) alla fine del primo anno

alla fine del secondo anno

x(14+r)" alla fine dell’n-esimo anno



E quindi evidente la differenza tra interesse semplice (il capitale cresce lin-
earmente) e composto (il capitale cresce esponenzialmente). Nella realta,
vengono applicati interessi composti (e quasi mai semplici).

Ovviamente si puo procedere anche al contrario: se una quantita vale y
all’anno n e se ¢ applicato un tasso (composto) annuale r, il valore ad oggi,
detto valore attualizzato, €

r=y(l+r)"

Esercizio 1.1. Supponiamo di possedere un titolo “perpetuo”, che paga c
Euro alla fine di ogni anno (cioe, riscuoteremo ¢ Euro alla fine dell’anno n,
per ogni n = 1,2,...). Supponendo che il tasso di interesse composto sia r,
qual ¢ il valore attualizzato di questo titolo?

Talvolta una banca versa l'interesse maturato alla fine di un periodo piu
piccolo di un anno. Se l'interesse annuo resta del r-100%, allora se nell’anno
sono previsti k periodi, il capitale sara

r(1+7) alla fine del primo periodo
z(1+ %)2 alla fine del secondo periodo
z(1+ %)k alla fine dell’anno (k-esimo periodo)

e su n anni si ottiene la seguente ricapitalizzazione:

r\nk
z|l+ 7> .
(1+%
Se facciamo tendere il numero di periodi nei quali 'anno & suddiviso
all'infinito (cioe, k — 00), evidentemente otteniamo che il capitale alla fine
dell’n-esimo anno sara uguale a

. r\ nk
lim x(l + —) =xe""
k—o0 k

In questo caso, r prende il nome di tasso istantaneo di interesse. Ricordando
che il limite (1 + %)k 7 €" & crescente (qui infatti r > 0), si ha che ze""
¢ l'estremo superiore dei capitali che si possono ottenere su n anni con un
interesse composto pari a r quando si suddivida I’anno in piu periodi. Inoltre
pil sono i periodi, maggiore ¢ il guadagno.

Esercizio 1.2. La banca A offre, per il vostro conto corrente, un interesse
del 3% semestrale; la banca B offre un interesse del 2% trimestrale. Qual &
I'interesse annuale? A quale banca affidereste i vostri risparmi per sei mesi?
E per un anno?



Esercizio 1.3. Supponiamo di aver bisogno di 100mila Euro, ad esempio
per acquistare una casa, e per questo chiediamo un mutuo ad una banca.
La banca offre un mutuo di 15 anni, ad un interesse mensile dello 0.6%,
da ripagare con rate mensili. Qual ¢ il valore di ciascuna rata? In piu, la
banca chiede una tassa di 600 Euro per 'apertura del mutuo, un’altra tassa
di 400 Euro per ispezionare la casa ed infine I'1% dell’ammontare di denaro
richiesto. A conti fatti, qual e I'effettivo tasso di interesse applicato?

Esercizio 1.4. Un individuo ritiene che andra in pensione tra 20 anni e
decide di mettere in banca un certo ammontare di denaro alla fine di ogni
mese, diciamo A, per i prossimi 12 x 20 = 240 mesi. Egli vuol essere sicuro
che l'investimento gli garantisca una rendita di 1000 Euro mensili, per i
successivi 30 anni. Assumendo che la banca gli dia un tasso di interesse del
6% annuale, composto mensilmente, qual ¢ il valore di A?

Esercizio 1.5. Supponiamo di poter depositare del denaro ad un interesse
istantaneo del 10% annuo. Quanto occorre aspettare per raddoppiare il
patrimonio?

Esercizio 1.6. Una banca propone due investimenti, che paga alla fine
dell’anno ¢, per ¢ = 1,2, 3. Il primo, garantisce le quote 100, 140, 131 Euro;
il secondo, 90, 160, 120 Euro. E possibile dire quale dei due investimenti sia
migliore pur non conoscendo il tasso di interesse?

1.2 Alcuni aspetti dei mercati finanziari

Vediamo di descrivere alcuni aspetti dei mercati finanziari. Non andremo
troppo in profondita, ma quando si modellizzano dei problemi reali, occorre
averne un minimo di conoscenza. Vedremo poi che alcune nozioni tipiche
dei mercati finanziari hanno una controparte interessante in matematica.

1.2.1 Vendita allo scoperto

Una cosa che puo succedere in un mercato finanziario, & che qualcuno venda
qualcosa che non possiede. Cio e possibile in due modi diversi. Ad esempio
giocando sul fatto che talvolta gli acquisti si regolano alla fine della giornata.
Nel film “Un posto per due” i protagonisti sanno che il succo concentrato
di frutta calera di prezzo durante la giornata. Quindi, al mattino entrano
nel mercato vendendo a prezzo elevato (non possiedono neanche una goc-
cia...), mentre al pomeriggio lo acquistano a prezzo basso. Alla chiusura
compensano quello venduto con quello acquistato e si intascano la differenza.

Un’altra possibilita, per un investitore, consiste nel rivolgersi ad un bro-
ker (cioeé un agente di cambio) che prende “in prestito” dal portafoglio di
un altro cliente un pacchetto di titoli. Quando l'investitore avra effettuato



l'operazione che gli interessa restituira il pacchetto, che verra “rimesso al
suo posto”.

In gergo finanziario, colui che acquista il titolo prende una posizione
lunga, mentre chi lo vende prende una posizione corta.

Come si puo immaginare si tratta sempre di operazioni un po’ rischiose
e la vendita allo scoperto non € sempre una operazione consentita, oppure ¢
comunque regolamentata. Noi considereremo un mercato finanziario in cui
essa e permessa. Questo sara anzi un elemento importante, che implichera
delle considerazioni teoriche importanti.

1.2.2 Arbitraggio

Per introdurre il concetto (fondamentale) di arbitraggio, cominciamo con un
esempio.
Supponiamo che 1’11 febbraio 2004 si osservino sul mercato dei cambi i
tassi seguenti
Euro/USD 1.267
Euro/Yen 133.85
USD/Yen 106.75

Uno speculatore potrebbe fare I'operazione seguente: con 1 USD compra
106.75 Yen, che cambia in 106.75/133.85 = 0.798 Euro e poi in 0.798-1.267 =
1.011 USD. Avrebbe quindi guadagnato 1.1 centesimi di USD. Anzi avrebbe
potuto vendere allo scoperto il primo dollaro. Avrebbe quindi avuto un
guadagno certo senza neanche avere bisogno di un capitale iniziale, cioe
avrebbe fatto un arbitraggio.

In generale, si chiama arbitraggio un’operazione finanziaria che

e non necessita di un capitale iniziale;

e non puo in nessun modo dare luogo ad una perdita e, con probabilita
strettamente positiva, da luogo ad un guadagno.

Nella realta situazioni di arbitraggio si presentano, ma naturalmente ten-
dono a riassorbirsi molto velocemente. Nella situazione immaginata prece-
dentemente, inevitabilmente ci sarebbe stato un aumento di richieste di cam-
bi vendite di USD contro Yen e questo avrebbe fatto rapidamente scendere
il cambio USD/Yen, facendo sparire la possibilita di arbitraggio. Spesso
questo ruolo di riequilibrio & svolto dalle banche centrali

Per questo motivo, in un modello di mercati finanziari si fa spesso I'ipote-
si che ’arbitraggio non sia possibile. Questa € una ipotesi chiave per stabilire
il prezzo di un bene. Ad esempio, dando per corretti i valori del cambio Eu-
ro/Yen e Euro/USD, quanto deve valere il cambio USD/Yen perché non ci
sia arbitraggio?

Se indichiamo con x questo valore, occorrera che facendo l'operazione

USD—Yen—Euro—USD



non ci deve essere guadagno. Ora con questa operazione 1USD viene trasfor-
mato in

ﬁ Euro =z - ﬁ -1.267 USD.
Questa quantita € uguale a 1 se e solo se z = 133.85/1.267 = 105.64. Questo
dunque deve essere il cambio USD/Yen perché non ci sia arbitraggio.
Giusto per curiosita, i valori dei cambi indicati sopra sono quelli reali
alle 14h02 dell’11 febbraio 2004, per quanto riguarda i cambi USD/Euro e
Euro/Yen. Invece il cambio USD/Yen era pari a 105.55. La lieve differenza
con il valore ottenuto con il criterio dell’arbitraggio deriva dal fatto che nelle
operazioni di cambio descritte sopra avevamo implicitamente supposto che
non ci fossero spese di transazione. Si sa invece che passare da una valuta
all’altra comporta delle spese.

1USD=zYen=x-

1.2.3 Le proprieta del mercato finanziario

Nel resto di questo corso considereremo un mercato finanziario in cui val-
gono certe proprieta, che non si trovano in realta nei mercati reali. Cio si
giustifica con la necessaria semplicita che si richiede ad un primo approc-
cio ai problemi. Molte di queste ipotesi si possono oggi eliminare (vedi ad
esempio I'assenza di spese di transazione), ma al prezzo di un trattamento
matematico molto piu elaborato.

Le proprieta che saranno richieste sono le seguenti.

1. Esiste nel mercato un tipo di investimento senza rischio, detto titolo
non rischioso o obbligazione oppure bond (del tipo reddito da inter-
esse versato per capitale depositato su un conto corrente), con un
tasso, eventualmente istantaneo, costante, che indicheremo r. Questo
investimento e calcolato mediante:

e un interesse composto, nel qual caso al tempo ¢ il valore di un
investimento iniziale pari a ¢ dato da x; = x(1 + r)!, oppure

e un interesse composto a tempo continuo, dunque una somma pari

a z, dopo un tempo ¢ viene rivalutata a x; = ze'.

Come vedremo, nel seguito useremo entrambi i modelli per ’evoluzione
del titolo non rischioso. Per il momento, scegliamo il secondo tipo.

2. E possibile prendere in prestito somme di denaro allo stesso tasso e
con le stesse regole.

3. I costi di transazione (spese per i cambi di valuta, acquisto o vendita
di azioni o obbligazioni. ..) sono uguali a 0.

4. B permessa la vendita allo scoperto.



5. Sono permesse operazioni riguardanti frazioni di beni. Ad esempio &
possibile acquistare 0.63 azioni di una societa.

1.3 Prodotti finanziari, prodotti derivati

Nei mercati finanziari sono presenti molti prodotti (valute, azioni, obbli-
gazioni...). Esistono perd anche degli strumenti finanziari il cui valore &
determinato da quello di altri prodotti. Questi ultimi si chiamano prodotti
derivati. 11 questo paragrafo vedremo due degli esempi principali.

1.3.1 Contratti forward e futures

Esempio 1.3.1. (Contratti forward) Supponiamo che una industria ame-
ricana sappia, oggi 16 gennaio 2004, che dovra pagare una fattura in Euro
all’inizio di marzo 2004. Cio espone la societa ad un rischio, legato alle
fluttuazioni dei cambi. Per proteggere le societa da questo genere di rischi
esistono i contratti forward. Con questo contratto una seconda societa s’im-
pegna a fornire la merce al tempo indicato, ad un prezzo fissato oggi. 1l
prezzo di un contratto forward con scadenza 4 marzo 2004 ¢ di 1.2462.
Comperando questo contratto forward, la societa si impegna a pagare alla
data del 4 marzo 2004 una prefissata somma di Euro al tasso di cambio di
1.2462. Se il cambio Euro/Dollaro alla data indicata sara superiore a 1.2462,
la societa che ha acquistato un contratto forward ci avra guadagnato, se in-
vece il cambio risultera piu basso, ci avra rimesso. In ogni caso pero si sara
garantita da improvvise oscillazioni dei cambi.

Un contratto forward ¢ quindi un impegno sottoscritto da due parti, A e
B, in cui B si impegna oggi a consegnare ad A alla data futura 7" una merce
(frumento, valuta, azioni...) ad un prezzo F fissato oggi. Da parte sua, A
si impegna ad acquistare da B la merce pattuita e a pagarla F'.

Un po’ di nomenclatura.

e La data di scadenza T' (4 marzo 2004 nell’Esempio 1.3.1) si chiama la
data di maturita.

e Il prezzo stabilito F' (1.2462 nell’esempio precedente) si chiama il
prezzo di consegna.

e [l prezzo corrente di un contratto forward si chiama il prezzo forward.
Alla data di emissione prezzo di consegna e prezzo forward coinci-
dono. Supponiamo pero, acquistato un contratto forward come nel-
I’Esempio 1.3.1, alla data del 10 febbraio, a seconda che il cambio sia
salito o sceso, il prezzo di un contratto forward sara salito o sceso di
conseguenza.



e Il prezzo del bene sottostante il contratto (cioe il valore del cambio,
nell’Esempio 1.3.1), si chiama il prezzo spot.

e Nel gergo del milieu, si dice che la societa A che acquista un contratto
forward prende una posizione lunga, mentre chi lo vende, B, prende
una posizione corta, con una terminologia simile a quella che abbiamo
visto per le vendite allo scoperto.

Precisiamo un paio di cose.

1. Entrare in un contratto forward non richiede nessun esborso di denaro,
ma vincola la societa all’acquisto della “merce” pattuita, alla data di
maturita ed al prezzo di esercizio pattuito.

2. I contratti forward non sono regolamentati in borsa, ma possono co-
munque essere oggetti di scambio.

Alla fine del contratto & naturale considerare la quantita
St —F (1.1)

Qui T ¢ la data di maturita, S7 ¢ il prezzo del sottostante a maturita, e F' &
il prezzo di consegna. Questa quantita rappresenta il guadagno (la perdita,
se negativa...) del detentore del contratto forward, rispetto alla strategia
ingenua che consisteva nell’attendere il 4 marzo ed acquistare gli Euro sul
mercato. Il guadagno/perdita della societa che ha preso una posizione corta
sara invece

F— Sy (1.2)

I contratti futures sono simili ai forward, con la differenza che sono regola-
mentati dalla borsa, che impone una serie di obblighi, tra cui I’apertura di
speciali conti correnti su cui le due controparti devono versare delle somme
a garanzia. Tralasceremo di descrivere questi dettagli, concentrandoci sui
contratti forward che coinvolgono meno dettagli di tecnica finanziaria e,
soprattutto, sulle opzioni.

Vediamo ora come l'ipotesi di assenza di arbitraggio consenta di stabilire
il giusto prezzo di consegna di un contratto forward. Consideriamo quindi
un bene, di cui indichiamo con S; il prezzo al tempo t. Qual ¢ il prezzo di
consegna per un contratto forward, di maturita 7" emesso a t = 07 Il criterio
di assenza di arbitraggio impone che il prezzo di consegna F' debba essere
uguale a
Spe’ T

dove r indica al solito il tasso d’interesse istantaneo di un conto corrente.
Vediamo perché.

Infatti, supponiamo F < Spe™”; allora un investitore potrebbe vendere
allo scoperto una unita del bene in questione al prezzo odierno, Sy, versarlo



in banca e simultaneamente sottoscrivere un contratto forward al prezzo F.
A maturitd ritira dalla banca il capitale maturato, che vale ora Spe™”. Pud
ora onorare il contratto acquistando una unita di sottostante al prezzo F
e restituirla per compensare la vendita allo scoperto. Il bilancio dell’oper-
azione & Spe"l — F > 0. Questa operazione realizza un guadagno stretta-
mente positivo, senza rischio e senza bisogno di disporre di un capitale; si
tratta quindi di un arbitraggio.

Viceversa se F > Spe’!" si puo costruire una operazione di arbitraggio
in maniera simile. Si vende un contratto forward con prezzo di consegna
F' e simultaneamente si prende in prestito in banca un ammontare Sy con
il quale si acquista una unita di sottostante. A maturita si cede I'unita di
sottostante, incassando la quantita F'. Occorre ora restituire alla banca il
capitale preso a prestito, che ora vale Spe’”. Il bilancio dell’operazione &
ancora positivo: F — Spe™ > 0.

1.3.2 Opzioni

Le opzioni sono un tipo di prodotti derivati diverso dai contratti forward e
futures. Una opzione & un contratto che da il diritto (ma non 1’obbligo) a chi
lo detiene di acquistare (o vendere, a seconda del tipo d’opzione) un bene
(il sottostante) ad una data prefissata (la data di maturita) e ad un prezzo
prefissato (il prezzo di esercizio o strike).

Le opzioni che danno diritto ad acquistare si chiamano call, quelle che
danno diritto a vendere si chiamano put.

In realta ci sono molti tipi di opzione. Noi ci occuperemo dei due tipi
principali.

e Le opzioni europee, per le quali si ha il diritto di esercitare 1’opzione
unicamente al tempo di maturia.

e Le opzioni americane, per le quali il detentore ha il diritto di esercitare
I'opzione in qualunque istante compreso tra il tempo di emissione ed
il tempo di maturia.

Esempio 1.3.2. Il prezzo dell’opzione call sull’Euro al Chicago Board of
Trade al 16 gennaio 2004, con maturita T" =4 Marzo e prezzo di esercizio
K = 1.26 era di 0.017USD. Questo significa che 'acquirente, pagando il
prezzo di 0.017USD acquisisce il diritto ad acquistare un euro al prezzo di
1.26USD il 4 Marzo. Quindi se il cambio Euro/USD sara inferiore a K =
1.26, il detentore dell’opzione rinuncera ad esercitare I’'opzione ed acquistera
gli Euro che gli servono sul mercato. Avra quindi pagato inutilmente il
prezzo dell’opzione. Se invece il cambio Euro/USD il 4 Marzo sara superiore
al prezzo di esercizio 1.26, esercitera l’opzione e si procurera la valuta di cui
ha bisogno al prezzo di esercizio. In ogni caso, mediante I'opzione si sara
garantito da un aumento dei cambi.



Indichiamo con St il prezzo del sottostante al tempo ¢t. Immaginando di
avere a che fare con un’opzione europea, al tempo t = T la societa che ha
venduto 'opzione deve pagare, nel caso di una call europea, un prezzo pari

Cr = (St — K)4 = max(Sy — K, 0) (1.3)

Infatti, se ST < K, I'opzione non viene esercitata e la societa non deve pagare
nulla. Se invece Sp > K, allora per onorare I'opzione occorre sborsare un
ammontare pari a S7 — K per ogni unita di sottostante. La quantita (1.3)
si chiama il payoff dell’opzione, e rappresenta quindi la quantita di denaro
che deve sborsare colui che cede il diritto di opzione.

Per una put europea, si vede subito che il payoff &

Pr= (K — S7)4 (1.4)

Vedremo piu tardi come si esprime il payoff delle opzioni americane. Sia per
le opzioni put che per le call, il payoff ¢ della forma ®(Sr), dove

®(x) = (x — K)4 per le opzioni call
®(xz) = (K —x)4 per le opzioni put

0 K

Figura 1.1 Grafico per il payoff di una opzione call.
Nel gergo finanziario:

e chi acquista un’opzione call o una unita di sottostante si dice che
prende una posizione lunga;

e chi vende una opzione call oppure una unita di sottostante si dice che
prende una posizione corta.

Le opzioni, come i contratti forward, sono state concepite per ridurre i rischi
degli operatori finanziari. Nell’Esempio 1.3.2, lo strumento dell’opzione veni-
va usato per garantirsi di acquisire la valuta di cui si ha bisogno ad un prezzo
controllato (sicuramente inferiore o uguale al prezzo di esercizio). Le opzioni
possono pero anche essere usate a scopo speculativo. Sempre nel quadro del-
I’Esempio 1.3.2, un operatore avrebbe potuto considerare una speculazione
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Figura 1.2 Grafico per il payoff di una opzione put. Rispetto all’opzione call c’e
una notevole differenza: il payoff di una opzione put € limitato.

in cui acquista delle opzioni, sperando che il prezzo del sottostante a ma-
turita sia superiore a quello d’esercizio, in maniera da lucrare la differenza.
In genere si deve considerare che le speculazioni sulle opzioni sono ad alto
rischio. Possono cioé produrre grossi guadagni, ma € anche molto elevato il
rischio di perdere la totalita della somma investita. Torneremo piu tardi su
questo punto.

1.3.3 A cosa servono i derivati?

I derivati si possono usare essenzialmente per due scopi diversi:
e per coprire il rischio, oppure
e a scopo speculativo.

Qui “coprire il rischio” non vuole dire nasconderlo, ma ridurlo. Abbiamo
gia visto nell’Esempio 1.3.1 questo aspetto: con un contratto forward una
compagnia si puo garantire di disporre ad un tempo futuro fissato della
valuta, o delle materie prime di cui ha bisogno. Oppure, pensando ad una
opzione call oppure alla vendita di un contratto forward (oppure entrare corti
su un contratto forward, come si dice) una societa puo garantirsi di vendere
un suo prodotto ad un prezzo fissato. Le opzioni forniscono comunque anche
uno strumento per gli speculatori, cioe per quegli operatori che cercano
investimenti a rischio elevato, che possono cioe produrre grossi guadagni ma
anche grosse perdite.

Esempio 1.3.3. Supponiamo che il prezzo di un’azione al 4 gennaio 2003
sia pari a 39 Euro e che il costo di una opzione call con uno strike di 40
Euro e maturita 4 aprile sia di 2 Euro. Uno speculatore che pensa che
il prezzo dell’azione aumentera nel futuro, ha a disposizione due strategie,
supponendo un capitale di 3900 Euro:
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e puo acquistare 100 azioni, oppure
e puo acquistare 1950 opzioni call.

Indichiamo con Sy il valore dell’azione alla maturita T = 4 aprile e
vediamo quanto vale il portafoglio V dell’investitore in ciascune delle due
strategie considerate.

e Nel primo caso il valore ¢ semplicemente Vi = 100 - Sp.

e Nel secondo, ci sono due possibilita. Se St > 40, allora egli esercitera
I’opzione, acquisendo le azioni al prezzo di 40 Euro, che poi vendera al
prezzo di mercato Sp. Il suo capitale sara quindi pari a 1950 - (Sp —
40). Se invece il prezzo dell’azione St sara sotto i 40 Euro, 'opzione
non verra esercitata e l'investitore avra perso il capitale investito. In
conclusione il valore finale dell’investimento in questo secondo caso ¢

di Vi = 1950 - (Sp — 40),.

Vr

40 St

Figura 1.3 Grafico del valore dell'investimento Vp in funzione del prezzo St; in
tratteggio, il valore di V nella prima strategia.

E evidente che il secondo tipo d’investimento € molto piu sensibile alle
variazioni del prezzo St. Ad esempio, se St = 44, il valore del capitale per
ciascuno dei due investimenti sara rispettivamente

Vr=4400 e Vp =4-1950 = 7800

Invece se fosse Sp = 41, allora avremmo 4100 e 1950. Soprattutto, se fosse
x < 40, il valore del secondo investimento sarebbe uguale a 0. Dunque i
derivati, che sono stati introdotti allo scopo di ridurre i rischi, possono anche
essere usati a scopo speculativo. Un investitore con un obiettivo di questo
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tipo potra apprezzare le grosse possibilita di guadagno che essi offrono, ma
dovra tenere conto che il rischio di subire grosse perdite & molto elevato.
Per quanto riguarda le opzioni, il problema del calcolo del prezzo non e

cosi semplice da affrontare. Scopo principale di queste note e del corso, ¢
appunto il calcolo del prezzo delle opzioni.
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1.4 Soluzioni

Soluzione dell’esercizio 1.1. Se alla fine dell’'n-esimo anno avremo c,
allora il valore ad oggi di questa quantita e ¢(1 + r)~™. Dunque, il valore
attualizzato di questo titolo e

> c 1 c
E c(l+r)™"= = -,
— l+r1-1/1+r) r

Soluzione dell’esercizio 1.2. Se immaginiamo che in un anno vi siano
k rivalutazioni, ciascuna con tasso rper., allora l'interesse annuale € 7an,, =
(14 7per)® —1 =~ k- 7per (quest’ultima approssimazione vale perché in genere
i tassi sono percentuali non troppo elevate). Dunque, l'interesse annuale &
Tann, =~ 3 X 2% = 6% nel primo caso (anno diviso in 2 periodi) e rap,, =~
2 x 4% = 8% nel secondo (anno diviso in 4 periodi). Su un solo semestre, il
tasso applicato ¢ 3% nel primo caso e [(1+0.02)%2 —1] x 100% ~ 2x2 % = 4%
nel secondo. Evidentemente, & piu vantaggioso il secondo caso.

Soluzione dell’esercizio 1.3. Osserviamo che in totale occorre far fronte
a 12 x 15 = 180 rate. Sia A il valore di ciascuna rata. Per calcolare A, basta
imporre che il valore attualizzato dei soldi che nei 15 anni saranno versati
alla banca sia uguale alla somma presa in prestito. Ora, il valore attualizzato
dell'n-esima rata & A - p", con p = (1 + 0.006) "}, dunque dev’essere

180
> Ap™ = 100000,

n=1

da cui segue che

L—p
A = 100000————— = 910.
00 T 150) 910.05

Quindi, un prestito di 100mila Euro in 15 anni ad un tasso mensile dello
0.06% costa 910.05 Euro di rata mensile. Dovendo pero pagare varie tasse,
in realta il prestito e pari a 100.000 — 600 — 400 — 1000 = 98.000 Euro.
Dunque, detto r, 'effettivo tasso di interesse mensile, dev’essere

180
> 91005 (1 + 7)™ = 98000,

n=1
cioe
1—1/(1+7y)'™°

Tm

= 107.69.
Risolvendo numericamente (tenendo conto del fatto che sappiamo che r >

0.006), si ottiene
rm = 0.00627.
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In termini di annualita, la banca dice di praticare un interesse annuale pari a
r = (1.006)'?—1 ~ 7.4% mentre in realta il tasso effettivo & r = (1.00627)2—
1 ~7.8%.

Soluzione dell’esercizio 1.4. L’interesse mensile & 0.06/12 x 100% =
0.005 x 100%. Poniamo o = 1+ 0.005 = 1.005. Calcoliamo il patrimonio tra
vent’anni: poiché il valore tra 20 anni del k-esimo versamento & A o240~ (k=1

alla fine 'individuo accumulera

240 240
-1

ZAa240—(k—1) —Aa a

P a—1

Questa cifra deve rappresentare il valore attualizzato di 1000 Euro al mese
per 30 anni. Dunque, posto 8 = 1/1.005 = 1/«, dev’essere

240 _ 359 i 1 — (3360
o > 10008 000 =3
k=0
Sostituendo ad esempio o = 1/, si ottiene
1 — (3360
_ 240 _
A =100073 T 360.99

Cio significa che, ad un tasso del 6% annuo, versando 361 Euro per vent’anni
sara possibile prelevare 1000 Euro al mese per i successivi trent’anni.

Soluzione dell’esercizio 1.5. Se x denota il denaro investito, dopo un
tempo di 7" anni il valore ¢ ze"T. Dunque, dev’essere 2z = ze" T, cioe

1
T = - log2 = 6.9 anni.
T

Soluzione dell’esercizio 1.6. Sia r il tasso di interesse annuale. Alla
fine dei tre anni, i due investimenti varranno:

I =100(1 +7)2 +140(1 +7) + 131 e
I =90(1 +7)? +160(1 + 7) + 120.

Il primo investimento & preferibile se e solo se I; > Is, cioe, posto z = 1+,
10022 + 140z + 131 > 9027 + 1602 + 120.

Risolvendo, si ottiene che questa disuguaglianza ¢ vera per ogni valore di z,
dunque il primo investimento e senz’altro preferibile.
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Capitolo 2

Probabilita: richiami e
complementi

2.1 Cenni di teoria della misura

2.1.1 o-algebre

Sia S un insieme e indichiamo con Z(S) l'insieme delle sue parti (cioe
la collezione di tutti i suoi sottoinsiemi). Siano o7, .# due collezioni di
sottoinsiemi di S: «7,.% C Z(9).

Definizione 2.1.1. Si dice che la classe o7 & un’algebra su S se valgono le
seguenti proprieta:

1. 0,S € o;
2. se A € o allora A° € o/ (A° = il complementare dell’insieme A);
3. se {An}{n=1,. Ny C & allora UV A, e .

Definizione 2.1.2. .% ¢ detta o-algebra di S se valgono le seguenti propri-
eta:

1. 0,8 € F;
2. se A €. allora A€ € F;
3. se {Ap}n C .7 allora Up2 (A, € .

In breve, una o-algebra, cosi come un’algebra, contiene sempre gli insie-
mi () e S ed inoltre, & chiusa sotto operazione di complementare. L’unica
differenza sta nella terza proprieta: una o-algebra ¢ chiusa sotto unioni
numerabili di insiemi, mentre in un’algebra tale proprieta ¢ vera solo per
unioni finite. Ovviamente, una o-algebra ¢ anche un’algebra ma non vale il
viceversa.
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Esercizio 2.1. Dimostrare che una o-algebra % [risp. un’algebra 7] e
chiusa sotto intersezioni numerabili [risp. finite] di insiemi di .% [risp. di

o).

Naturalmente sono o-algebre .#; = {0, S} (la piu piccola di tutte) e
Fo = 2(S) (la pit grande). Vediamo ora alcuni esempi meno banali.

Esercizio 2.2. Sia B C S e poniamo .% = {0, B, B¢, S}. Provare che .# &
una o-algebra.

Esercizio 2.3. Siano % e %, due o-algebre. Provare che:
e 71 U.%, non ¢ in generale una o-algebra (né un’algebra);
e 71N %, & una o-algebra.
Per quanto riguarda la seconda proprieta, piu in generale si puo dire che:

e se {.#,} cr € una famiglia (qualsiasi) di o-algebre allora .# = Nyer.%,
€ ancora una o-algebra.

Dunque, mentre 'unione di o-algebre non e in generale una c-algebra,
I'intersezione di un numero qualsiasi di o-algebre rimane una o-algebra.

Esempio 2.1.3. (Partizioni finite o numerabili) Sia ¢ = {C;};c; una par-
tizione al pit numerabile di S: 'insieme di indici I € finito o numerabile, i
sottoinsiemi C; sono a due a due disgiunti e la loro riunione & S. Sia .# la
classe di tutti gli insiemi che sono riunioni (finite o numerabili) degli insiemi
C;, cioe

F={ACS;A=U
(con la convenzione di porre A = () se [, = (). Allora, % ¢ una o-algebra.
Infatti, ovviamente (), S € # (si prenda Iy = ) e Is = I). Prendiamo ora
un elemento A € .#. Allora

A° = (igACi>C_S\ <eLzJAC) = (LEJIC) V(Ua)=-Uoa

i€la i€l

i1, Ci» per qualche Iy C I},

dunque A€ € Z#. Infine, se Ay, Ag,... € Z allora, posto A, =

Us-U(Ue)- U e

n icla, i€Unla,

Ci7

iEIAn

e ancora Up,A, € %. Osserviamo infine che i passaggi sopra scritti sono
giustificati dal fatto che gli insiemi C; sono a due a due disgiunti.

Definizione 2.1.4. Sia % una classe di sottoinsiemi di S. La o-algebra
generata da €, in simboli (%), € la piu piccola o-algebra di S che contiene
la classe €. In altre parole, 0(%) e la o-algebra generata da € se e solo se
0(%) ¢ una o-algebra di S tale che (%) D € e per ogni o-algebra F¢ di S
tale che F#¢ D € allora Z¢ D o(%).
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Osserviamo che la Definizione 2.1.4 & ben posta, cioe la “pit piccola o-
algebra contenente € esiste sempre. Infatti, consideriamo la classe I'¢ di
tutte le o-algebre contenenti €. I'¢ & non vuota, dal momento che contiene
la o-algebra Z(S). Inoltre, dall’Esercizio 2.3 segue facilmente che

9= () 7

Fel'e

¢ una o-algebra. Evidentemente ¥ ¢ contenuta in ogni o-algebra conte-
nente ¢. Dunque ¢4 = o(%) & la piu piccola o-algebra contenente € e la
Definizione 2.1.4 € ben posta.

Esercizio 2.4. Siano €, %1, %> collezioni di sottoinsiemi di S.
1. Scrivere esplicitamente o(%) quando € = {A}.
2. Dimostrare che se in particolare € & una oc—algebra allora o(%) = .
3. Dimostrare che se ¢1 C %2 allora 0(%1) C 0(%2).

Esempio 2.1.5. (0-algebra generata da una partizione numerabile) Sia
¢ = {C;}ier una partizione al pitt numerabile di S. Allora, la o-algebra
F costruita nell’Esempio 2.1.3 ¢ la o-algebra o(%). Verifichiamolo. Intanto
F & una o-algebra che ovviamente contiene ¢ (basta prendere I4 = {i}, per
i € I), dunque o(%) C .#. Mostriamo ora che .# C o(%). Preso A € .7,
allora

A= UieIACi € 0'(%)

perché C; € € C o(€) per ognii € 14 e #(14) < #(N).
Esercizio 2.5. Scrivere esplicitamente o({A4, B}), con A,B C S.

Esempio 2.1.6. (o-algebra di Borel ed insiemi boreliani) Se S & uno spazio
topologico, la o-algebra di Borel su S ¢ la o-algebra (S) generata dagli
aperti di S, cioe, se poniamo @'=classe degli insiemi aperti di S, Z(S) =
o(0). Si tratta di una o-algebra che interviene molto spesso in probabilita.
In questo esempio sviluppiamo un po’ i metodi per lavorarci. Intanto os-
serviamo che ci sono altre classi di insiemi che generano la o-algebra di
Borel. Ad esempio, se poniamo % =classe degli insiemi chiusi di 5, allora
si ha anche #(S) = o(%). Infatti se chiamiamo .# la o-algebra generata
da ¥, allora certamente .% contiene ¢, dato che gli aperti sono i comple-
mentari dei chiusi, e dunque anche %(S), dato che quest’ultima & la piu
piccola o-algebra contenente ¢. Con lo stesso ragionamento si mostra che
AB(S) D ZF.

Il caso S = R ¢ chiaramente di particolare interesse. Non e facile im-
maginare come siano fatti i boreliani di R. E pero di solito facile mostrare
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che un dato insieme & un boreliano. Ad esempio sono boreliani gli intervalli
semiaperti, cioe della forma

(a, 0]
Infatti e facile verificare che
(a,0] = [ (a,b+ 2)
n=1

e dunque l'intervallo semiaperto si puo scrivere come intersezione numerabile
di aperti.
Si puo dimostrare, ma non & proprio semplice, che non tutti i sottoinsiemi
di R sono boreliani. In genere, per gli insiemi che si incontrano di solito, &
facile dimostrare che sono boreliani con ragionamenti del tipo appena visto.
Altre classi di sottoinsiemi di R che generano i boreliani sono:

- Gli intervalli aperti. Infatti ogni insieme aperto di R si puo scrivere
come unione numerabile di intervalli aperti (R ¢ uno spazio metrico
separabile. .. ).

- Gli intervalli semi aperti. Infatti ogni intervallo aperto si puo scrivere
come unione numerabile di intervalli semi aperti:

o0

(a,0) = | J(a,b— 1]

n=1
- La classe delle semirette chiuse a destra Indichiamola con 7(R), cioe
7(R) = {(~o0,a]; v € R}.

Infatti, mostriamo dapprima che Z(R) D o(n(R)). Poniamo 0 =
{insiemi aperti di R}. Preso x € R, allora

—oo:z:zoO —00, 7+ 1 :
(=00, 7] Dl( x+5) € B(R)

€OCB(R)Vn
Cio prova che 7(R) € #(R) e quindi o(7(R)) C Z(R).

Viceversa, proviamo che Z(R) C o(m(R)). Per la definizione di o-
algebra generata, basta mostrare che tutti gli intervalli aperti sono
contenuti in o(7(R)). Ma questo ¢ facile. Infatti o(w(R)) contiene gli
intervalli semi aperti: presi a < b, allora

(a,b] = (—o0,b] N (—o0,al®

da cui segue che (a,b] € o(mw(R)) per ogni a < b. Poiché sappiamo
che Z(R) ¢ generata dagli intervalli semiaperti, segue che #(R) C
o(m(R)).
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Esercizio 2.6. Fissato S, sia & la seguente classe di sottoinsiemi di S:
A€ of se e solo se A ¢ finito oppure A° e finito. Mostrare che:

1. o/ ¢ un’algebra;
2. se S e finito allora o/ & una o—algebra;

3. se S non e finito allora 2/ non & una o—algebra.

Esercizio 2.7. Sia S un insieme non finito e .# la seguente classe di sot-
toinsiemi di S: A € F se e solo se A ¢é finito o numerabile oppure A° é
finito o numerabile.

1. Mostrare che .# ¢ una o—algebra.

2. Si prenda, ad esempio, S = R: mostrare che .% & strettamente con-
tenuta in A(R).

3. Usare i punti precedenti per trovare un (contro)esempio al fatto che I'u-
nione piu che numerabile di insiemi di una o-algebra non ¢ in generale
un elemento della o-algebra.

2.1.2 Spazi e funzioni misurabili

Definizione 2.1.7. Siano S un insieme e .% una og-algebra di S. La coppia
(S,.7) & detta uno spazio misurabile.

Definizione 2.1.8. Siano (5,.%) e (E, &) due spazi misurabili e sia f : § —
E una funzione su S a valori in E. f ¢ detta una funzione misurabile se la
controimmagine tramite f di un qualsiasi insieme A € & & un sottoinsieme
che appartiene alla o-algebra .. Ovvero se

per ogni A € & allora f~1(A) = {s; f(s) € A} € .7,

Nel seguito useremo, per indicare la controimmagine di un insieme A
una qualunque delle notazioni equivalenti

f_l(A) oppure {s;f(s) € A} oppure {f € A}.

Le funzioni misurabili rivestono un’importanza fondamentale in partico-
lare nel calcolo delle probabilita (pit in generale, nella teoria della misura).
E chiaro dalla definizione che la proprieta di misurabilita di una funzione
dipende dalle o-algebre . e &. E infatti, prima di andare avanti, vediamo
alcune osservazioni.

- Talvolta ci troveremo in situazioni in cui sull’insieme S ci sono piu di
una o-algebra. In questo caso, per precisare rispetto a quale di esse
la funzione f & misurabile, diremo che f & .#-misurabile. Parleremo
quindi di funzioni .”-misurabili se sull’insieme S si considera la o-

algebra .7.
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- Altra specifica notazionale. Anche la o-algebra di riferimento su £ puo
variare. Normalmente, qualora E = R o anche E = R%, se non verra
fatto riferimento alla o-algebra & significhera che & = Z(F).

- Spesso per non incorrere ad equivoci si usa anche la notazione f : (S,.%) —
(E, &), che sottolinea che f : S — E & misurabile quando le o-algebre
di riferimento sono . su S e & su E.

- Presa f : (5,.) — (E,&) allora per ogni ./ D . ¢ & C & si ha anche
f o (S,) — (E,&). Sinoti perd che la misurabilitd pud essere
persa se invece si prende ./ C . oppure & D &.

Definizione 2.1.9. (0-algebra generata da una funzione misurabile) Siano
(S,.7) e (E,&) due spazi misurabili e sia f : S — E una funzione .7-
misurabile. La o-algebra generata da f, in simboli o(f), € la piu piccola
o-algebra di S rispetto alla quale f risulti misurabile.

In altre parole, o(f) & la o-algebra tale che f & o(f) misurabile e per
ogni o-algebra .#; di S tale che f ¢ .#; misurabile, allora % D o(f).

Osservazione 2.1.10. E facile vedere che o(f) e esplicitamente data dagli
insiemi che sono controimmagine tramite f di insiemi di &, cioe

o(f) ={f"1(A)Ae &}

Vediamo perché. Intanto, poniamo per il momento .Zy = {f71(A); A € &}
(si noti che, poiché f~1(A) C S, F; ¢ una classe di sottoinsiemi di S) e
mostriamo che .%; ¢ una o-algebra di S. Innanzitutto essa contiene () e S,
poiché
_ -1 _ -1
D=f"(0)eFy e S=f(FE)eF.
€& €&
Inoltre, preso A’ € F¢ allora A’ = f~1(A) per qualche A € &, quindi

A= (FHA)° = FA°) € .

A¢
S~
€&

Infine, presi A}, € %y per n = 1,2,..., allora A, = f~1(A,) per qualche
A, € & e si vede che

A, = @) =5 (U An) c 7.

——
€&

Abbiamo usato qui due formule che sono sempre valide:

) =) e Ut = (Ua) e

n
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La seconda di queste vale anche se alle riunioni si sostituiscono le intersezioni.
Attenzione, le stesse formule scritte con f al posto di f=! (e con A, A,
sottoinsiemi di ) non sono vere.

Mostriamo ora che o(f) = #;. Ovviamente, f ¢ .#; misurabile per
costruzione, dunque .%; D o(f). Per verificare Iinclusione opposta, osservi-
amo che, per ipotesi, f ¢ o(f)-misurabile, quindi f~'(A) deve appartenere
ao(f) per ogni A € &, dunque, poiché tutti gli insiemi di .%y sono di questa
forma, Z; C o(f).

Puo succedere che una o-algebra # sia definita in un modo poco es-
plicito (si pensi ad esempio al caso . = Z(R)). Per questo verificare la
misurabilita di una funzione usando direttamente la Definizione 2.1.8 puo
risultare complicato. La proposizione che segue fornisce un criterio pratico
molto utile per la verifica della misurabilita:

Proposizione 2.1.11. Siano (S,.7) e (E,&) due spazi misurabili e sia
f:S — E una funzione.

1. Sia S C & tale che o() = &. Se f~1(H) € . per ogni H € H#,
allora f : (S,) — (E,&) ¢ misurabile.

2. Supponiamo E =R, & = B(R). Se f~H((—oo,c]) ={s: f(s) <c} =
{f < ¢} € F per ogni c € R, allora f & .7-misurabile.

Dimostrazione. 1. Poniamo
G ={Ac & 1A e}

% ¢ una classe d’insiemi contenuta un &, evidentemente. E facile ver-
ificare che ¢ & una o-algebra. Infatti, 0 € ¢, (f71(0) = 0 € &) e
Ec¥ (ffYE) = S € ). Inoltre, se A € ¥ allora f~1(A4) € .7,
dunque f71(A°) = (f71(A))¢ € . per la prima delle (2.1) e dunque
A¢ € &. Infine, se Ay, As,... € ¢, allora f~1(A4,) € .F per ogni n,
dunque f~1(U,, 4n) = U, f1(4,) € ., per la seconda delle (2.1) e dunque
U, A4n € 9.

L’ipotesi assicura che 7 C 4 C &, da cui segue o () C 4 C &. Poiché
per ipotesi o(#°) = &, deve essere 4 = &, ovvero: per ogni A € & allora
f~YA) € ., che non & altro che la definizione di .#-misurabilita.

2. Supponiamo F = R, & = #(R). La tesi segue dal punto precedente,
prendendo .7 = w(R) e ricordando che o(7(R)) = Z(R) (si veda ’'Esempio

2.1.6).
O

Esercizio 2.8. Sia (5,.%) uno spazio misurabile e sia f : S — R una
funzione. Dimostrare che f : (S5,.7) — (R, Z(R)) ¢ misurabile se e solo se
{f >c} €. per ogni c € R.
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Esempio 2.1.12. (Funzioni discrete: misurabilita) Siano (5,.7) e (E,&)
due spazi misurabili e sia f : S — F una funzione. Supponiamo che I'insieme
E ={ey,ea,...} sia discreto e che & = Z(FE). Allora, f & misurabile se e
solo se

{f=e}e.” perogni e €kE.

Infatti, fissato e; € E, ovviamente {f = ¢;} = f~1({e;}) € . perché tutti
gli insiemi della forma {e;} appartengono a & per ogni e; € E. Viceversa,
supponiamo che {f = e;} € . per ogni e¢; € E. Prendiamo allora ¢ =
{{e1},{e2},...}: basta osservare che () = & ed applicare la Proposizione
2.1.11.

Esempio 2.1.13. (Funzioni discrete: o-algebra generata) Consideriamo la
stessa situazione dell’esempio precedente. Vogliamo vedere come ¢ fatta la
o-algebra o(f) generata da f. Piu precisamente, poniamo C; = {f = e;}.
Evidentemente C; € .. Mostreremo che ¢ = (C;); € una partizione di S e
che o(f) coincide con la o-algebra generata dalla partizione %', che abbiamo
visto nell’Esempio 2.1.5

Mostriamo che % € una partizione. Se i #* j, allora se esistesse un
elemento s € S appartenente a C; N C}, dovrebbe essere simultaneamente
f(s) = e; e f(s) = ej, che & impossibile. Dunque C; e C; devono essere
disgiunti. Inoltre se s € S, allora esiste e¢; € E tale che f(s) = e; e dunque
s € C;. Ne segue che la riunione degli insiemi C; ¢ uguale a S.

Mostriamo ora che o(f) = o(%). Al solito useremo il metodo della
doppia inclusione.

1) o(f) C o(¥). Se A" € o(f) allora (cfr. Esempio 2.1.9) si ha, per
qualche A € &, A" = f71(A). Possiamo allora scrivere A = J,,c{ei}-
Dunque, sempre usando la seconda delle (2.1)

A== e = ciea®),
e; €A e; €A

2) (%) C o(f). Se A € o(%) allora per qualche I4 C I si ha (vedi
I’Esempio 2.1.9)

A= U{f:el-}:f”( U{ei}) €o(f)
i€l i€la

perché [, {ei} € &

Riassumiamo nella proposizione che segue alcune proprieta basilari delle
funzioni misurabili.

Proposizione 2.1.14. 1. Se f, f1, fo sono funzioni . -misurabili e se
a € R allora fi + fo, fi - fo, a f sono .-misurabili.

1 . .
Qui, la notazione “” ha senso per d = 1.

22



2. Siano (S,.7),(E,&) e (F,.7) spazi misurabili. Se f : (S,.7) —
(E,&) ¢ misurabile e h : (E,&) — (F, %) ¢ misurabile allora la
funzione composta ho f : (S,.7) — (F,.%#) é misurabile.

3. Se {fu}n € una successione di funzioni #-misurabili a valori in R,
allora inf, fn, sup, fn, liminf, f,, limsup, f, sono® .7-misurabili.
Inoltre,

{s : esiste liTILnfn(s)} €.

Dimostrazione. 1. Per verificare la prima proprieta, basta osservare che

{fi+ fa>ch =Ueo{fi > a} N{fa>c—q}).

Usando (opportunamente) la 2. della Proposizione 2.1.11, si ottiene la tesi.
Per le altre, si ragiona in modo analogo.

2. Preso A € %, si ha
(ho THA) =M h7H(A) ) €7,
~——
€& he

&-mis.|

eZ[f & .S-mis.])

quindi h o f & .¥-misurabile.

3. Basta osservare che, per ogni ¢ € R,
{i%f fo>ct=nu{fn>c}

ed usare 2. della proposizione 2.1.11. Analogamente si mostra la .%’-misu-
rabilita di sup,, fn, liminf, f, e limsup,, f,. Infine

{s : esiste lim f,(s)}
= {liminf f,, > —oco} N {limsup f,, < 400} N {liminf f,, = limsup f,,}
= {liminf f,, > —oo} N {limsup f, < +oo} N {liminf f, — limsup f, = 0}

che € un elemento di . perché liminf, f,, limsup,, f, sono .#-misurabili e

dunque anche liminf,, f,, — limsup,, f, lo e.
O

2Tali funzioni sono, in generale, a valori in [—00, +00]: ad essere precisi, occorrerebbe
definire la o-algebra %B([—oo,+oc]). Essa si definisce come la o-algebra generata dagli
aperti di [—o0, +00], 0 anche come la o-algebra generata dalla classe ¢ formata da %(R)
e dai singleton {—o0} e {+0o0}. Ma non vogliamo entrare pil in dettaglio...
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Esercizio 2.9. Siano (5,.%) e (E,&) spazi misurabili e f,g : (5,.) —
(E, &) due funzioni misurabili. Supponiamo che esistano due funzioni mis-
urabili hy,hy @ (E,&) — (E,&) tali che f = hjog e g = hgo f. Dimostrare
allora che o(f) = o(g).

Nella proposizione che segue, vediamo che quando . € una o-algebra
generata da una partizione allora la .%-misurabilita da informazioni molto
precise su com’e fatta f. Infatti,

Proposizione 2.1.15. Sia f : S — R? una funzione misurabile. Se f &
o(€)-misurabile, con € partizione al pit numerabile di S, allora f é costante
su ciascun elemento C' di €.

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che esista C' € % tale che
51,82 € C, con s1 # s9, e a1 = f(s1) # f(s2). Poniamo A1 = f~1({a1}.
Poiché {a;} € Z(R), si ha 41 € .¥ = 0(%). Ricordando che s; € A; e che
o(%) & costituita da tutte le possibili unioni al pitt numerabili di elementi di
€ (cfr. Esempio 2.1.5), necessariamente dev’essere A; O C), il che & assurdo
perché s € C' ' ma sy ¢ Aj.

O

Esercizio 2.10. Sia f : S — R? una funzione misurabile. Dimostrare che
f & costante se e solo se o(f) = {0, Q} (la o-algebra banale).

Presentiamo un ulteriore risultato, di cui omettiamo la dimostrazione
(per la quale si rimanda, ad esempio, al Paragrafo A.3.2 di Williams [9]).

Proposizione 2.1.16. Siano f : S — R% e g : S — R™ due funzioni
< -misurabili. Supponiamo che g sia in particolare o( f)-misurabile. Allora,
esiste una funzione h : R4 — R™ che sia B(R?)-misurabile tale che g =

hof.

2.2 Spazi di probabilita

Definizione 2.2.1. Uno spazio di probabilita & una tripla (Q,.%,P) costi-
tuita da:

e uno spazio (astratto) €2, detto spazio campionario;

e una o-algebra % su (2, che rappresenta I’ insieme di tutti i possibili
eventi; un elemento A € % prende quindi il nome di evento;

e una misura di probabilita, o semplicemente una probabilita, P sullo
spazio misurabile (€2,.%), finita e di massa 1:

P:.% — [0,1] & tale che
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x P(Q) =1,

o0
x P(US Ay) = ZIP)(AH), se A, N A, =0 per ogni n # m.
n=1
La seconda proprieta € nota col nome di o-additivita.

Osserviamo che poiché A1, As,... € F e ¥ & una o-algebra, allora
A=, A, € F, dunque P ¢ effettivamente definita su ..

Osserviamo inoltre che, alla luce di quanto visto in precedenza, la coppia
(©,.7) & uno spazio di misura.

Esempio 2.2.2. Supponiamo .# = ¢(%), dove € ¢ una partizione al piu
numerabile di 2. Allora, una qualsiasi probabilita P su (Q2,.%) = (Q,0(%))
¢ univocamente individuata dal valore che assume sugli elementi della par-
tizione €. Cioe, posto ¢ = {C;; i € I}, allora P ¢ perfettamente individuata
dai numeri

0<p;, =P(C;), iel, taliche Zpi =1.
el

Questo perché ogni A € o(%) ¢ della forma A = J;.;, Ci, con I4 C [ finito
o numerabile, dunque la o-additivita di P garantisce che

Pa)=P( J ) =D PC) = pi

i€l 4 S i€l 4

2.2.1 Prime proprieta

Vediamo alcune proprieta elementari della probabilita.

Proposizione 2.2.3. Sia (Q2,.%,P) uno spazio di probabilita.
1. Se A, B € .Z sono tali che A C B allora P(A) < P(B).

2. (Sub-additivita) Per ogni Ay, As € F allora P(A; U As) < P(A1) +
P(Az). Piu in generale, per ogni Ay, Asg,... € F,

IP’(UAn> <3 P(4,).
3. Per ogni A1, A, ... € F tali che P(A,) =0 per ogni n, allora
P([J4n)=o0.

4. Per ogni A€ .7, P(A°) =1—-P(A).
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5. (Formula di inclusione-esclusione) Per ogni Ay, Ay € F allora P(A; U
Ag) =P(A1) + P(Ag) — P(A1 N Ag). Pitu in generale, per ogni Aq, ...,
Ay € ﬂ,

P(&An):iP(An)— 3 P(AnﬂAm)

=1 n=1 n<m<N

+ Y P(AnﬂAmﬂAg)—~-+(—1)N*1P(A1ﬂ...ﬂAN).
n<m<l<N

Dimostrazione. 1. Poiché B = AU (A° N B) e quest’ultima unione &
disgiunta,
P(B) =P(A) +P(A°N B) > P(A).

2. Poniamo By = Ajepern >1, B, =A,N (Uz;%Ak)c. B,, sono a due
a due disgiunti, U, B, = U, A,, ed inoltre B, C A,, per ogni n. Quindi,

P(UnAn) = P(UpBy) = Y P(B,) <Y P(Ay).

3. Segue immediatamente da 2.

4. Poiché Q = AU A€, con A, A€ ovviamente disgiunti, si ha 1 =P(Q) =
P(A) + P(A€), quindi P(A) =1 — P(A°).

5. ALUAy = (Al N Ag) U (Ai N Ag) U (Al N Az) Poiché si tratta di
elementi di .% a due a due disgiunti, otteniamo

]P)(Al U AQ) = P(Al N A%) + P(A(f N Ag) + P(Al N AQ)

Ora, A; = (A1NAS)U (A1 NAz) ed essendo disgiunti, P(A4;) = P(A; NAS) +
P(A; N Az). Analogamente, P(A2) = P(A{ N As) +P(A1 N Az). Sostituendo,
si ottiene la tesi.
La formula generale di inclusione-esclusione ¢ lasciata per esercizio.
Osserviamo che, poiché .# & una o-algebra, tutti gli insiemi presi in
questa dimostrazione di cui viene valutata la probabilita P appartengono
alla o-algebra %, cioe¢ appartengono effettivamente al dominio di definizione

dell’applicazione P.
O

Nella teoria della probabilita (e pit in generale in teoria della misura),
particolare rilevanza hanno gli insiemi di probabilita nulla, per i quali sot-
tolineiamo vale la proprieta 3. della Proposizione 2.2.3: 'unione al piu
numerabile di eventi di probabilita nulla ha ancora probabilita nulla.

Presentiamo inoltre le seguenti proprieta di convergenza monotona della
probabilita. A tale scopo, ricordiamo che, prese due successioni {ay}, e
{bn}n di numeri reali, si scrive:
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e a, T aseap < anpt1 per ogni n e a = sup,, a, = lim, ap;
e b, | bseb, > b,y perognineb=inf,b, =lim, b,.

In qualche modo si puo generalizzare a successioni {Ay}, e {Bp}n di
insiemi, nel modo seguente:

e A, T Ase A, C Apy1 perognine A=U,Ap;
e B, | Bse B, D Byt perognine B=nN,B,.
Allora,

Proposizione 2.2.4. Sia (2, .%,P) uno spazio di probabilita e siano { Ay }n,
{Bpn}n C Z.

1. Se A, T A allora P(A,) TP(A).
2. Se By, | B allora P(B,,) | P(B).

Dimostrazione. 1. Ovviamente P(A4,) ¢ una successione (numerica)
crescente, perché A, C A,41. Poniamo

Al=A) epern>1, A =A,\ A4, 1.

Allora: gli Al sono a due a due disgiunti, tali che A = U, A, = U, A), ed
inoltre A, = U}_, A;,. Ma allora,

P(A) = P(UpA}) = S P(AL) = Tim 3 P(4})
n k=1
= lim P(Up_,A]) = lim P(4,) =supP(4,).

2. Poniamo A,, = BS: A, T A =U,A, = U,BS = (N, By)¢ = B¢, quindi

da 1. segue che P(A,) T P(B°). Allora, P(B,) =1-P(4,) | 1 —P(B°) =
P(B).

O
2.2.2 Indipendenza
Sia (€2, .%,P) uno spazio di probabilia. Ricordiamo che n eventi Ay, ..., A4, €
Z si dicono indipendenti se per ogni sottoinsieme {iy,... 3} di {1,...,n}

si ha
P(A;, NN A;) =P(AL) - P(A;,).

Ad esempio, limitiamoci al caso n = 2 e prendiamo due eventi indipen-

denti A e B: P(AN B) =P(A)P(B). Allora,
P(AN BY) = P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A)P(B)
— P(A) (1 - P(B)) — P(A)P(BO).
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Analogamente, si fa vedere che P(A°N B) = P(A°)P(B) e P(A° N B¢) =
P(A€)P(B€). Cio significa che, preso comunque un elemento G; € 4 =
a({A}) = {0,Q, A, A°} e un elemento G2 € % = o({B}) = {0,Q, B, B°},
allora P(G1 N G2) = P(G1, )P(G2), cioe G1 e G5 sono indipendenti.

Cio giustifica le seguente definizione, piti generale, di indipendenza.

Definizione 2.2.5. Siano 4,...,%, sotto o-algebre i .7, cioe ¥, C % &
una o-algebra, i =1,...,n. 4,...,%, si dicono indipendenti se

P(GiNn---NG,) =P(G1)---P(G,), perogni Gy €%4,...,G, €%Y,.

Pensando a 4, . ..,%,, come a n possibili esperimenti, la Definizione 2.2.5
dice che gli n esperimenti sono indipendenti se presi comunque n possibili
risultati G1 € 4,..., G, € ¥, allora gli eventi GGy, . . ., G;, sono indipendenti.

Esempio 2.2.6. Supponiamo ¥; = o(%;), con C; partizione al pitt numer-
abile di 2, peri = 1,...,n. Allora, 4,...,%, sono indipendenti se e solo
se

P(Cl n---N Cn) = P(Cl) .- ']P)(Cn), per ogni C; € 61,...,Cn € 6

In altre parole, quando le o-algebre sono generate da una partizione al piu
numerabile, & sufficiente provare I'indipendenza tra gli atomi che compon-
gono le partizioni.

Per semplicita di notazione, dimostriamolo sono nel caso n = 2. Siano
quindi G1 € % e Gs € %. Allora

G1:Uj€]1Aj, Aje%l,jell
Gy = UkelgBk, B € €,k € I

e si ha:
P(C1NG2) =P Ujensen, (4,0 B1)) = > B(4;N0By)
jel, kel
= 3" 3T B(4)P(By) = IP’( Uer, A]-)IP’( Urer, Bk.) = P(G1)B(Ga).
jel kelz

2.3 Variabili aleatorie

Abbiamo visto che se (£2,.#,P) & uno spazio di probabilita allora in partico-
lare (€2, %) € uno spazio misurabile. Le variabili aleatorie sono delle funzioni
definite su €2, e in particolare misurabili. Infatti,

Definizione 2.3.1. Sia (E, &) uno spazio misurabile. Una variabile aleato-
ria (v.a.) X su (9,.#,P) ¢ una funzione

X :(Q,%)— (E,&) misurabile.

28



Una v.a. X e detta discreta se I'insieme dei valori che assume Ex =
X(Q) ={reR:z=Xw), we N} & un insieme discreto, cio¢ finito
o numerabile. In particolare, diremo che una v.a. discreta X e finita se
Ex ¢ un insieme finito. Senza perdere in generalita, in tal caso sceglieremo
& =P(Fx).

Quando non tratteremo v.a. discrete, saranno per lo piu continue e a
valori in E = R oppure E = R%, con la scelta di & = A(FE). Dunque, una
v.a. X & semplicemente una funzione su Q a valori in R o in R che sia
Z-misurabile.

Anche nel caso di v.a. si definisce I'indipendenza:

Definizione 2.3.2. n v.a. X1,..., X, si dicono indipendenti se
P(X; €Ay, X,€A,)=P(X1€4)-PX, € 4,)

per ogni scelta di Aj,..., A, tali che le probabilita sopra scritte abbiano
senso, e cioe A; € &1,..., A, € &, (si sta infatti supponendo che X; sia a
valori nello spazio misurabile (E;, &;)).

Esercizio 2.11. Ricordando che o(X;) = {X; '(A); A € &}, verificare che
la Definizione 2.3.2 equivale alla seguente: X1,..., X, sono indipendenti se
e solo se 0(X1),...,0(X,) sono indipendenti.

A volte, ci troveremo a parlare di una v.a. indipendente da una o-
algebra. Sulla base delle definizioni viste, il modo piu naturale di descrivere
matematicamente tale situazione e il seguente:

Definizione 2.3.3. Sia X una v.a. e ¢4 una sotto g-algebra di .#. Diremo
che X e ¢ sono indipendenti se o(X) e ¢ sono indipendenti, o in modo
equivalente se

P(X € A)NG)=P(X € A)P(G) perogni A€ &, ,GeY.

Nei paragrafi che seguono, ricordiamo brevemente le proprieta princi-
pali e gli strumenti comunemente utilizzati nella trattazione delle variabili
aleatorie.

2.3.1 Proprieta

Poiché una v.a. X & semplicemente una funzione misurabile, valgono tutte
le proprieta viste nel Paragrafo 2.1.2; che riassumiamo qui di seguito.

- La o-algebra generata da X, in simboli o(X), ovvero la piu piccola o-
algebra contenuta in .# rispetto alla quale X rimane misurabile, ¢
data da

o(X)={X"YA); Ac &}
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In particolare, se X e discreta allora
o0(X)=0(%x), dove €x ={X'({z});z € Ex = X(Q)},

e ricordiamo che @x ¢ una partizione al pit numerabile di € (cfr.
Osservazione 2.1.10 ed Esempio 2.1.13).

Sia X : Q — R. X & una v.a. se e solo se X 1((—o0,c]) € .# per ogni
¢ € R (cfr. Proposizione 2.1.11).

In particolare, se X & discreta allora X & una v.a. se e solo se X '({z}) €
F per ogni x € Ex = X(Q) (cfr. Esempio 2.1.12).

Se X, Y, {X,}n sono v.a.,, o, € Re h : Ex — R™ & misurabile allora
(cfr. Proposizione 2.1.14): aX + Y, X - Y sono v.a.; ho X & una
v.a.; inf, X,,, sup,, X, liminf, X,,, limsup,, X, sono v.a. ed inoltre
{w : esiste lim,, X, (w)} € Z.

Se 0(X) = 0(%) con € partizione al pitt numerabile di  allora X &
discreta ed assume valore costante su ogni elemento C' di € (cfr.
Proposizione 2.1.15).

- Se X ¢ una v.a. a valori in RY e Y ¢ una v.a. a valori in R™ e o(X)-
misurabile allora esiste b : R — R™ misurabile e tale che Y = h(X)
(cfr. Proposizione 2.1.16).

2.3.2 Legge e distribuzione

Com’e noto, nella pratica il formalismo introdotto per le v.a. non viene
usato. Infatti, quando si lavora con variabili aleatorie in realta spesso si
perde di vista qual & l'originario spazio di probabilita (£2,.%,P) e X vista
come applicazione (misurabile) da Q su E, anzi tali ingredienti neanche
si conoscono. Piuttosto, si lavora con la distribuzione di X e con la sua
densita (discreta o continua). Oppure, con la legge di X, che da il legame
tra variabili aleatorie e probabilita. Ricordiamo infatti che nei precedenti
corsi di probabilita si e lavorato con v.a. bernoulliane, binomiali, geometri-
che oppure gaussiane, esponenziali etc. Ovvero, si sta specificando qual &
la legge della v.a. presa in considerazione. In generale, la legge della v.a.
X = (Xy1,...,Xy) avaloriin E C R, 0 equivalentemente la legge congiunta
di Xi,..., X4, ¢ la misura di probabilita Py : & — [0, 1] definita da

A Px(A) =P(X € A), Acé.

Esercizio 2.12. Verificare che effettivamente Px ¢ una probabilita, non piu
su (92, .#) bensi su (E,&).

Nei due paragrafi che seguono, studiamo o meglio rivediamo un po’ piu
in dettaglio due esempi particolarmente rilevanti: il caso in cui X € una v.a.
discreta ed il caso in cui X ¢ assolutamente continua.
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Variabili aleatorie discrete

In questo caso, X & una v.a. a valoriin £ = Ex = X(Q) = {z!,2%,.. .}, con
= (a2t ... , "), per ogni i, e la o-algebra di riferimento su E si prende,
senza perdere in generalita, come & = Z(E).

Quando si lavora con v.a. discrete, particolarmente utile ¢ la densita disc-
reta di X, o equivalentemente la densita discreta congiunta di Xq,..., Xg.
Essa ¢ data da px : Ex — [0, 1], definita come

px(x)=P(X =2)=P(X =m1,..., Xg =24), z=(21,...,7q) € Ex.

In generale, per comodita & bene definire px anche al di fuori di E'x, ponendo
ovviamente px(x) =0 se z ¢ Ex.
Ovviamente,

px(xz) > 0 per ogni x € Ex e Z px(z) =1
xelEx

e la legge di X ¢
Px(4) =) px(z), AcP(E).

T€EA

Nota px, € completamente noto il comportamento (probabilistico) di X.
Inoltre, se p & una funzione su un insieme discreto E e tale che

p(z) >0 perogniz € E e Zp(x) =1
el

allora (Teorema di Skorohod) si pud dimostrare che esiste uno spazio di
probabilita (€,.7,P) su cui e definita una v.a. X tale che Ex = F e
Px =D

Riassumiamo brevemente alcune delle proprieta principali della densita
discreta px.

1. Nota px, € nota la densita discreta di un qualsiasi sotto-vettore di X =
(X1, ..., X4), e in particolare quindi tutte le densita marginali. Ad
esempio, supponiamo per semplicita d = 3: X = (X, X9, X3). La
v.a. (X1, X9) assume valori in {z = (z1,22) : esiste i tale che z; =
7Y, 29 = x4} e la densita discreta (congiunta) di X e X» ¢ data da

pxixa(z,22) = Y px(a') =) px(z1,22,25).
7 :xi:zl,xézzg i

Procedendo analogamente, la densita marginale, ad esempio, di X; e
invece data da

pPx, (6) = Z pX(xl) = ZPX(&*T%?‘T%)‘

i:z”j:E
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2. Le v.a. (discrete) Xi,..., Xy sono indipendenti se e solo se per ogni
T = (:El,...,l‘d) € Ex,
px(z1,...,2a) = px,(x1)  px,(Ta)
dove px, denota l'i-esima densita marginale.

3. Supponiamo, per semplicita, d = 2. La densita di Y = X1 + X5 & data
da

py(y) = Y, px(ai,ah) prty—t > px(y—t.1).
i:wlier’é—y t

Se in particolare X; e X2 sono indipendenti, allora

=> px,(t) px, (y Z px, (y — ) px, (1)

4. Supponiamo X e Y v.a. discrete, 'una a valori in Ex C R e Daltra in
Ey C R™. La densita condizionale di X dato Y e data da

pX,Y('x:y)

purché ovviamente py(y) > 0, dove pxy e py denotano, rispetti-
vamente, la densita di (X,Y) = (X1,...,Xq,Y1,...,Ym) e quella
(marginale) di Y. Ricordiamo che, fissato y € Fy tale che py (y) > 0,
px|y (7]y) € una densita discreta su Ex, cioe

px|y(xly) > 0 perogniz € Ex e > pxjy(zly) =1
z€FEx

Variabili aleatorie assolutamente continue

In questo caso, X assume valori in £ = R? e la o-algebra di riferimento
su E si prende come & = A(FE). Inoltre, dire che X ¢ assolutamente con-
tinua significa supporre 'esistenza della densita di probabilita px di X =
(X1,...,X4), 0 equivalente la densita di probabilita congiunta di X1, ..., Xg:

px : R — [0, +00) & integrabile su R? e tale che
P(X € A) :/px(x)da:, Aeé.
A

Dunque, la legge Px di una v.a. X assolutamente continua si rappresenta
in forma integrale:

Px(A)=P(X € A) = /ApX(x) de, Ae€é.
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Ovviamente, la densita px € una funzione integrabile tale che
px(z) >0 e / px(x)de = 1.
Rd

Nota px, ¢ completamente noto il comportamento (probabilistico) di X.
Inoltre, se p & una funzione integrabile su R tale che

p(x) > 0 per ogni z e /dp(x) dr =1
R
allora (Teorema di Skorohod) si pud dimostrare che esiste uno spazio di
probabilita (€2,.7#,P) su cui ¢ definita una v.a. assolutamente continua X
con densita di probabilita px = p.

Riassumiamo brevemente alcune delle proprieta principali della densita
(continua) px. Osserviamo che si tratta pitt o meno delle stesse proprieta gia
ricordate per una densita discreta: 1'unica accortezza ¢ quella di sostituire
le somme con degli integrali!

1. Nota px, allora qualsiasi sotto-vettore di X = (Xj, ..., Xy) ¢ assolu-
tamente continuo, con densita ricavabile da px. In particolare, ogni
componente X; ha densita. Ad esempio, supponiamo per semplicita
X = (X1, X9, X3): la densita (congiunta) di X; e Xy ¢ data da

DX, X, (21, 22) =/px(9617$27$3)d9€3
R

e la densita marginale, ad esempio, di X; € invece data da
px,(71) = /2px($1,$2,$3) dxo dzs
R

Ricordiamo che non vale il viceversa: se esiste la densita (marginale)
di X7 e di X9, non ¢ detto che esista la densita (congiunta) di (X1, X3).

2. Le v.a. (congiuntamente) assolutamente continue Xj,..., Xy sono in-
dipendenti se e solo se per ogni x = (z1,...,24) € RY,
px(x1,. .5 24) = pxy(21) - - px,(2a)

dove px, denota l'i-esima densita marginale.

3. Supponiamo, per semplicita, d = 2. Se X = (X1, X3) ¢ assolutamente
continua, allora Y = X7 4+ X5 e assolutamente continua ed ha densita

v () :/Rpx(tvy—t)dt:/RPX(?J—tJ)dt

e se in particolare X; e X5 sono indipendenti, allora

py(y) = /R P (£) Py (y — 1) dt = /R Py (4 — 1) pixy (1) .
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4. Supponiamo X e Y v.a. congiuntamente assolutamente continue, 'una
a valori in R? e I’altra in R™. La densita condizionale di X dato Y ¢

data da

_ pX,Y(xv y)

purché ovviamente py(y) > 0, dove pxy e py denotano, rispetti-
vamente, la densita di (X,Y) = (X1,...,Xq,Y1,...,Ym) e quella
(marginale) di Y. Ricordiamo che, fissato y tale che py(y) > 0,
px|y (z]y) € una densita (continua) su RY, cioe

T+ pxjy(z]y) > 0 & integrabile su R e / px|y (zly) de =1
R4

5. Nel caso di v.a. non discrete, particolare rilievo assume la funzione
di distribuzione o di ripartizione (congiunta) Fy : R? — [0,1]: per
= (x1,...,1q) € R

Fx(a}> :P<X1 le,...,Xd S[I}d) :IP’X<(—oo,a:1] X oo X (—OO,JZ'd]).

Ricordiamo in particolare che X é assolutamente continua se e solo se
esiste
ad
r)=—"—
9(z) 0xy...0xq

con g integrabile su R? tale che fRd g(x)dx =1, e in tal caso

Fx(z),

px(x) = g(x) per quasi ogni x,

dove la dicitura “per quasi ogni z” significa per tutti gli z € R%\ N,
dove NV ¢ un insieme di R? al pitt numerabile.

2.3.3 Speranza matematica

In questo paragrafo riassumiamo la definizione e le proprieta principali della
speranza matematica. Prendiamo quindi una v.a. X, che per il momento
supponiamo essere 1-dimensionale (X a valori in R).

Ricordiamo quanto sviluppato nei precedenti corsi di probabilita.

e Sia X discreta, a valori in Ex, e sia px la densita discreta. Si dice che
X ha media oppure speranza matematica oppure aspettazione finita se

> lxlpx(x) < oo
el x

e in tal caso, la media oppure speranza matematica oppure aspettazione
di X e
E(X)= ) zpx(z).

l'EEX
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e Sia X assolutamente continua e sia px la densita di probabilita (con-
tinua). Si dice che X ha media oppure speranza matematica oppure
aspettazione finita se

/ |z| px (z) de < oo
R

e in tal caso, la media oppure speranza matematica oppure aspettazione
di X e
E(X) = / zpx(z)de.
R

Osservazione 2.3.4. Supponiamo che X sia una v.a. discreta definita su
uno spazio di probabilita discreto (£2,.%#,P), cioe 2 & finito o numerabile e
F = 2(Q). In tal caso, per ogni x € Ex, possiamo scrivere

px()=P(X'({z}))= > P({w}).
weX~1({z})

Allora,

Daeny 1TIPx(2) = Pocp 18] Xpex1((ap PHW)
= erEX Zwexfl({x}) | X ()| P({w})
= DweUpen, X-1({ay) X (W) P({w})
= Yweo X (W) P({w})

e, analogamente,

> wpx(e) =) X(w)P{w})

IEEEX weN

Allora, X ha speranza finita se e solo se ) o |X(w)|P({w}) < oo e in tal
caso la speranza matematica e data da

=) X(w)P({w}).

we

La quantita ) o X(w)P({w}) viene anche denotata con [, X (w)dP, cosi

che
= /QX(w) dP

In realta, la quantita sopra scritta e la vera definizione di speranza matemat-
ica della v.a. X, a prescindere che X sia discreta o assolutamente continua.
E evidente che, perché abbia senso, occorre definire 'integrale rispetto a IP.
Cio puo essere fatto: poiché P e una misura in generale astratta, la teo-
ria della misura consente di sviluppare l'integrale rispetto ad una misura
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qualsiasi, e la speranza matematica ¢ semplicemente 'integrale rispetto a
P della v.a. X. Questi argomenti saranno sviluppati nei corsi superiori di
probabilita. Cio nonostante, per le medie di v.a. discrete o assolutamente
continue si ritroveranno le formule qui proposte, che rappresentano delle
formule davvero operative: ricordiamo infatti che, nella pratica, spesso non
si conoscono €2, .%# e P ma si conosce la densita (discreta o continua) di X.

Riassumiamo qui di seguito alcune delle proprieta principali (di cui omet-
tiamo le dimostrazioni rimandando ad un qualsiasi testo base in probabilita).

1. Sia X una v.a. discreta (risp. assolutamente continua), con densita
discreta (risp. densita continua) px. Sia Y una v.a. su R della forma
Y = f(X). Allora Y ha speranza matematica finita se e solo se

Yweny [f (@) px(x)de < oo (risp. [5|f(z)|px(2)dr < o0)

e in tal caso, la speranza matematica di Y e
erEX f(@)px(z)dr < oo  (risp. fR f(@)px(z)dr < 00).
2. Nel seguito, X e Y denotano due v.a. con speranza finita. Si ha:

e (linearita) se a, f € R allora « X+ Y ha speranza finita e E(aX +
BY) = aB(X) + BE(Y);

o (positivita) se P(X > 0) = 1 allora E(X) > 0; quindi, se P(X >
Y) =1 allora E(X) > E(Y);

e si ha sempre: |E(X)| < E(|X]);

e se X e Y sono indipendenti allora E(XY) = E(X)E(Y); piu in
generale, X e Y sono indipendenti se e solo se prese due funzioni

f e g tali che esistono le speranze matematiche di f(X) e g(Y)
allora esiste la speranza di f(X) g(Y) ed inoltre E(f(X)g(Y)) =

E(f(X)) E(g(Y))-

In particolare, si dice che X ha momento k-esimo finito se esiste E(| X|*)
ed in tal caso E(X¥) prende il nome di momento k-esimo. E facile vedere
che se esiste il momento k-esimo allora esiste il momento j-esimo, per ogni
Jj<k

Particolarmente rilevante € il caso k& = 2, in cui si puo definire la vari-
anza:

Var(X) = E((X - E(X))Q) — E(X2) — E(X)2.

Ricordiamo che la media da la migliore approssimazione costante della v.a.
nel senso del momento secondo, e la varianza da ’errore che si commette
sostituendo la v.a. con questa costante. In termini matematici:

igﬂgE((X - c)2> = Icréi[élE((X - c)2> = E((X - E(X))2> = Var(X).

Ricordiamo che valgono anche le seguenti disuguaglianze:
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(Markov) Se p > 0 e |X|P ha speranza finita allora per ogni ¢ > 0 si

ha E(lxIP
P(X >¢) < M
cP

(Chebycev) Se X ha momento secondo finito allora per ogni ¢ > 0 si
ha
Var(X)

c2

P(X —E(X)[ > ¢) <

(Jensen) Se ¢ ¢ una funzione convessa allora E(¢(X)) > ¢(E(X)).

(Schwarz) Se esistono le speranze di X2 e Y2 allora XY ha speranza
finita e |[E(X V)| < E(|XY]) < E(X?)E(Y?).

Infine, se supponiamo che X sia una v.a. d-dimensionale, cioe X =
(Xq,...,Xg), discreta oppure assolutamente continua, definiamo la speranza
matematica di X come il vettore

E(X) = (E(X1),...,E(Xy)).

Dunque, X ha speranza matematica finita se e solo se ciascuna componente
X, ha speranza matematica finita e la speranza di X ¢ il vettore composto
dalle speranze matematiche delle componenti. Ovviamente, tutte le propri-
eta viste continuano a valere (dando un senso opportuno alle quantita prima
scalari e che ora diventano vettoriali). Ricordiamo, perché sara spesso uti-
lizzata in seguito, solo la seguente proprieta: presa X = (Xi,...,Xy) di
densita discreta (risp. continua) px, allora Y = f(X1,..., Xy) ha speranza
finita se e solo se

S @1 @) px (@, ) < o0

(#1,.2q)EEx
<risp. /d |f(x1,...,xq)| px (21, .. 2q) dey, ... deg < oo)
R
e in tal caso

E(f(X1,... Xa) = > fl@,...,za) px(z1,...,%a)

(z1,...,xq)EEX

(risp. E(f(X1,...,Xq)) :Adf(xl,...,xd)px(xl,...,xd) d:cl,...,dmd).

2.4 Soluzioni

Soluzione dell’esercizio 2.1. Se {A4,}, € 7 allora

(ﬂnAn)czun A7

c€.ZNn
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dunque N, A, € Z.

Soluzione dell’esercizio 2.2. La dimostrazione ¢ immediata: se A € F#
allora anche A¢ € .# e una qualsiasi unione di elementi di .% appartiene a
F.

Soluzione dell’esercizio 2.3. Proviamo, con un controesempio, che
I’unione di o-algebre non e in generale una o-algebra. Si prendano, ad
esempio, A, B C S e siano % = {0}, A, A°,S} e % = {0, B,B°,S}. %1 e
F4 sono due o-algebre (Esercizio 2.2) e &% = .F#1U% = {0, A, A¢, B, B¢, S}:
se A # B,B¢ con A, B # 0,5, allora ad esempio AU B ¢ .%, dunque .#
non e una o-algebra né un’algebra.

L’intersezione di una collezione qualsiasi di o-algebre # = NyepZ, ¢
invece una c-algebra. Infatti, S € .# perché S € %, per ogni vy € I' (%, ¢
una o-algebra), dunque S € Nyer %y, = #. Sia ora {A,}, C F: A, € F,
per ogni n e v, dunque U, A, € %, per ogni 7 e allora U, A, € NyF, = F.
Infine, se A € . allora A € %, per ogni v, dunque A° € %, per ogni v e
allora A° € Ny, = Z.

Soluzione dell’esercizio 2.4. 1. Si ha: o(%) = {0, S, A, A°}.

Per gli altri punti, ricordiamo dapprima che 0(%) = () z¢ ., F, dove
S denota 'insieme delle o-algebre contenenti 4. Dunque, 2. & immediata
conseguenza del fatto che, essendo ¥ una o-algebra, allora ¥ € Z. Per
3., basta osservare che poiché € C 6 C 0(%2) allora 0(%2) € F4,, dunque
o(62) D o(6r).

Soluzione dell’esercizio 2.5. Posto C1 = AN B¢ Cy = A°N B,
C3 = ANB, Cy = A°N B¢ ed infine ¢ = {C1,C,C5,Cy}, allora si ha
o({A,B}) = o(%). Infatti, {A, B} C 0(%), dunque o({A,B}) C o(%);
poiché ¢ C o({A,B}) si ha anche o(%) C o({A,B}). Ora, poicé € &
una partizione di S, dall’Esempio 2.1.5 segue immediatamente che o(%) =
{@,S, Ch1,05,03,C4,C1UCy, C1UCs,C1UC,, CoUCs, CoUCy, C3ulCy,Ch U
CQUCg,ClUCQUC4,01U03U04,02U03UC4}.

Soluzione dell’esercizio 2.6. 1. S € &: se S ¢ finito, niente da dire;
se invece S non ¢ finito, S¢ = () & finito. &/ & chiusa sotto operazione di
complementare: banale. Infine, siano A, B € & e mostriamo che AUB € /.
Occorre suddividere in casi:

e se A e B sono entrambi finiti allora AU B ¢ finito, dunque AU B €

e se A° e B° sono entrambi finiti allora (A U B)¢ = A°N B¢ ¢ finito,
dunque AUB € &

e se A e B sono entrambi finiti allora: se B & finito anche AU B & finito,
dunque AU B € &/; se invece B non ¢ finito allora (AU B)¢ = A°N B¢ C B¢
¢ finito e ancora AU B € &

e se A e B sono entrambi finiti allora, procedendo in modo analogo a
quanto visto sopra, segue facilmente che AU B € .
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2. Se S ¢ finito, #2(9) = 27 < oo (L(S) = insieme delle parti di
S) quindi presa una qualsiasi successione {A,}, di sottoinsiemi di S allora
esiste un indice ng tale che per ogni n > ng, A, coincide con () oppure S
oppure con un qualche Ag, con k < ng. Cio significa che se {A,}, C &
allora U, A, = Uévlek con By € & opportuni e da 1. segue che U, A,, € &.

3. Se S non e finito, sia {s1, s2,...} un insieme numerabile di S. Posto
A= {s1,83,...,8%+1, - ..} allora A® D {s2,84,...,89,...}, quindi A ¢ .
Ma A = Ug>o{s2k+1} € {Sox+1} € & per ogni k > 1, quindi & non ¢ una
o—algebra.

Soluzione dell’esercizio 2.7. 1. Occorre solo dimostrare che .% & chiusa
sotto unioni numerabili. Sia {A,}, C .%. Se A, finito o numerabile per
ogni n allora U, A, ¢ finito o numerabile, quindi U, A4,, € #. Altrimenti,
cioe se esiste un £ tale che Ay non ¢ finito né numerabile, allora Aj lo ¢ e
(Undyn)¢ =N, AL C Af e finito o numerabile, e ancora U, A4, € Z.

2. Sia A € #. Allora 0 A o A° sono numerabili, cioe A = {ap}r =
Ur{ar} oppure A = {ay}r = Ur{ar}, con ap € S = R per ogni k. Ora,
{ar} € BR):

1 1
= = oot )
{ak} nl| QL n CLk"i‘n

da cui segue che o A oppure A° appartiene a #(R), quindi A € Z(R).

L’inclusione ¢ stretta: basta considerare I'intervallo (0, 1), che & in Z(R)
ma non in .%. Sinoti che (0,1) = U, ,c0,1){2} ¢ F pur essendo {r} € F
per ogni z € (0,1): unione pit che numerabile di elementi di una oc—algebra
non appartiene in generale alla c—algebra. Cio risponde al punto 3.

Soluzione dell’esercizio 2.8.  Essendo {f > ¢} = f~!((c,+0)), se
f € misurabile allora ovviamente {f > ¢} € .7, perché (c,+00) € A(R).
Viceversa, basta usare il punto 1. della Proposizione 2.1.11 prendendo 5 =
{(c,+00); ¢ € R}. Infatti, si ha che o(#) = B(R), perché 5 C o(n(R)) =
AB(R), dunque o(.#) C B(R), e 7(R) C o(H), dunque B(R) = o(n(R)) C
o(I).

Oppure, piu semplicemente, basta usare il punto 2. della Proposizione
2.1.11 ed osservare che {f > ¢} = {f < c}°.

Soluzione dell’esercizio 2.9. In particolare g : (S,0(g)) — (E,&) ¢
misurabile, dunque per il punto 2. della Proposizione 2.1.14 f = hjog &
o(g)-misurabile. Dunque, o(f) C o(g). Scambiandoiruolia fegeah; e
ho, si ottiene o(g) C o(f), da cui la tesi.

Soluzione dell’esercizio 2.10. Supponiamo che f sia costante: f = c,
c € R?. Allora, per ogni boreliano A di R?, si ha:

_ [0 sec¢ A
fl(A)_{S sece A

dunque o(f) = {f~1(A); A € BRY} = {0, 5}.
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Viceversa, supponiamo che o(f) = {0, S} e dimostriamo che f ¢ costante.
Supponiamo quindi per assurdo che f assuma due valori diversi, diciamo ¢ e
c2. Allora, posto A; = f~1({c;}) peri = 1,2, allora AN Ay =0 e A; € o(f)
per ¢ = 1,2, il che & assurdo a meno che uno dei due sia il vuoto (dunque il
¢; corrispondente in realta non ¢ assunto).

Soluzione dell’esercizio 2.11.  Supponiamo che Xi,..., X, siano in-
dipendenti. Presi G; € o(X1),...,Gn, € o(X,), allora esistono A; €
&,..., Ay € &, tali che Gy = X, '(4;), peri = 1,...,n. Allora
P(Glﬂ"'ﬂGn) :]P)(Xl € Aq,..., X, GAn)
=P(X; € 4) - -P(X, €4, =P(Gy) - P(G,),
dunque o(X),...,0(X,) sono indipendenti.
Viceversa, supponiamo o(X1),...,0(X,) indipendenti. Allora, per ogni
Ay € &,... A, € &, si ha che G; = {X; € A;} € 0(X;), i =1,...,n.
Allora,
P(Xl €A1,...,Xn EAn):P(Glﬁ---ﬂGn)
= P(Gy) - P(Gy) = P(X; € Ay) - P(X, € Ay),

dunque X1, ..., X, sono indipendenti.

Soluzione dell’esercizio 2.12.  Sicuramente Px(A) € [0, 1], ed inoltre
Px(F)=P(X € E) = 1. Poi, se Aj, Ay,... € & sono a due a due disgiunti,
allora gli eventi {X € A1}, {X € As},... rimangono a due a due disgiunti e

Px(UpAy) = P(X € UpAy)
=PU{X €4,}) =D P(X € Ay) =) Px(Ay).

Dunque, Px : & — [0, 1] ha massa 1 ed & o-additiva, cioé una probabilita.
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Capitolo 3

Condizionamento e
martingale

3.1 Condizionamento
Sia (€2,.%#,P) uno spazio di probabilita. Dunque, ricordiamo,
Q & un insieme (lo spazio campionario);
Z ¢ una o-algebra di sottoinsiemi di §2 (gli eventi) ;
P & una probabilita su (£2,.%), cioe¢ P & un’applicazione .# — [0, 1] t.c.
P(Q) =1,
(o] o0
se Ay N Ap =0, n#m, IP’( U An> =3 P(A,) (0-additivitd).
n=1 n=1

Ricordiamo che, dati due eventi A, B € % con P(B) > 0, la probabilita
condizionata di A dato B e definita da

P(A|B):W

Intuitivamente, P(A | B) rappresenta la probabilita del verificarsi dell’evento
A, una volta noto il fatto che I'evento B si ¢ verificato.

Vogliamo ora definire la media condizionale di una v.a. X data una o-
algebra ¥ C % e, in seguito, la probabilita condizionale di un evento qualsiasi
A € % data una o-algebra ¢4. Poiché si tratta di oggetti alquanto delicati e
spesso inizialmente di difficile comprensione, procederemo per gradi.

3.1.1 Media condizionale: il caso discreto

Cominciamo con un caso semplice, anche se tipico di condizionamento.
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Esempio 3.1.1. Supponiamo che (X, Y) sia una coppia di v.a. discrete, con
densita (discreta) congiunta pxy e densita marginali px e py. Siano Ex ed
Ey ipossibili valori per X e Y rispettivamente, e supponiamo che py (y) > 0
per ogni y € Ey. Per X, supponiamo che abbia speranza matematica finita.

Abbiamo visto che la densita discreta di X condizionata a {Y = y}, &

data da 5.9)
Pxy (%, Y .
Px\y(l‘ |y) = ———==, purché y € Fy.
py ()
La media condizionale di X dato {Y = y} ¢ semplicemente la media di X

quando per X si consideri la distribuzione condizionale:

E(X|Y =) = zerszmmy):];(y) S epxv(a.)
el x

1
= > apxv(zy)
YV (@) eBx x v}

1
= oy P )

Se poniamo, per y € Ey, hx(y) = E(X 1iy—yy)/py(y), la vaa. Z = hx(Y)
da la media di X dato il risultato (aleatorio) Y. Ad essa puo quindi essere
dato il significato di media condizionale di X dato Y .

Osserviamo che Z = hx(Y') verifica le seguenti proprieta.

1. Z =hx(Y) ¢ o(Y)-misurabile. Infatti ¢ una funzione (misurabile) di
Y.

2. Per ogni B C Ey, si ha
E(hx(Y) Liveny) = E(X Liyepy)

Infatti,

E(hx(Y) 1{YGB}):Z hx(y)PY(y):Z E(X 1iy—y) =E(X Lyeny)-
yeB yeB

Infine, osserviamo che la v.a. Z = hx(Y') € l'unica v.a. che soddisfa alle

condizioni 1. e 2. Infatti, supponiamo che Z sia un’altra v.a. che soddisfa
a 1. e 2. Poiché da 1. Z & o(Y)-misurabile dev’essere (cfr. Proposizione
2.1.16) Z = h(Y), per qualche funzione (misurabile) h. Ora, usando 2. con
la scelta B={Y =y} =Y 1(y) = {Y =y} o(Y)), si ha

E(X Lyy—y) = E(Z1iy—yp) = E(A(Y) 1iy—yy) = h(y) E(Lyy—y)
e ciod h(y) = E(X Liy—yy)/P(Y = y) = hx(y).

Analizziamo ora un caso un po’ piu generale.
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Esempio 3.1.2. Sia X una v.a. con speranza matematica finita e sia 4 una
o-algebra, con ¢ C .%. Supponiamo che ¥ sia generata da una partizione
al pitt numerabile: ¢ = (%), con € = {C;}icr. Supponiamo anche che
P(C;) > 0 per ogni i € I.

Osserviamo che nell’Esempio 3.1.1 abbiamo implicitamente lavorato con
questo tipo di ingredienti. Infatti,

o(Y)=9 =0(6), Cc% seesoloseC =Y 1({y}), conyc Ey.

Ricordiamo inoltre che la media condizionale di X dato Y ¢

20) = hx(¥ () = "R,

quando w € {Y = y}.
Ora, gli eventi {Y =y}, con y € Fy, sono gli atomi della partizione %y che
genera ¥ = o(Y'). Volendo quindi generalizzare ad una qualsiasi o-algebra
¥ generata da una partizione %, viene naturale considerare la v.a.

E(X 1¢,) E(X 1¢,)
Z(w) = ; () Livec;) = P(Cy) quando w € Cj,
Come vedremo in seguito, la v.a. Z & la media condizionale di X data la o-
algebra &. Osserviamo che abbiamo fatto un paio di passi in avanti rispetto
all’Esempio 3.1.1: abbiamo una o-algebra ¢ (almeno apparentemente) pit
generale e, soprattutto, non stiamo facendo ipotesi speciali sulla v.a. X:
I'importante € che abbia senso la quantita E(X 1¢, ), dunque 'importante &
che X abbia media.

La v.a. Z verifica le seguenti proprieta, analoghe a quelle gia viste
nell’Esempio 3.1.1.

1. Z & ¢Y-misurabile. Infatti, 1o, ¢ ¥-misurabile per ogni ¢, ed essendo Z
una combinazione lineare delle funzioni 1¢,, € ¢-misurabile.

2. Per ogni G € ¥, si ha
E(Z1g) =E(X 1g).

Infatti, preso G € ¥, sia Ig C I tale che G = U;cr,C;. Allora,

E(X 1c Lo
Z1lg = Z](p(cjl)lci e quindi

i€lg
B(Zlg)= Y WP(Q) = Y E(X1¢)
iclg ! iclg
— E(X1u,0) =E(X1a).
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Infine, osserviamo che anche in questo caso la v.a. Z € l'unica v.a. che
soddisfa alle condizioni 1. e 2. Infatti, da 1. Z & ¥-misurabile, dunque per
la Proposizione 2.1.18 ¢ costante sugli elementi della partizione: Z(w) = z;
per ogni w € C;. Allora, da 2. si ha

E(X 1¢,) =E(Z1¢,) =z E(1¢,) = 2z P(Cy),

cioe z; = E(X 1¢,)/P(C;), da cui la tesi.

3.1.2 1l caso generale

Negli Esempi 3.1.1 e 3.1.2, abbiamo visto che le proprieta 1. e 2. si ri-
velano caratteristiche della v.a. Z, che intuitivamente abbiamo chiamato
speranza condizionale di X data la v.a. Y oppure data la o-algebra ¢.
La definizione generale prende infatti in considerazione proprio queste due
proprieta caratteristiche:

Definizione 3.1.3. Siano (©2,.%7,P) uno spazio di probabilita, X una v.a.
avente speranza matematica finita e ¢ una sotto o-algebra di .#. Una
versione E(X |¥) della media (o speranza) condizionale di X dato ¢4 & una
v.a. tale che:

(i) E(X |¥) ¢ Y-misurabile e integrabile;

(ii) per ogni G € ¥,
E(E(X |9)1g) =E(X 1)

Qualora¥y = o(Y), con Y v.a., allora E(X | 0(Y')) prende il nome di speranza
condizionale di X dato Y ed & denotata con il simbolo E(X |Y).

Abbiamo visto negli esempi che la speranza condizionale esiste se la o-
algebra & e generata da una partizione al pitt numerabile. Lasceremo a
corsi piu avanzati la dimostrazione dell’esistenza quando la o-algebra e piu
generale. Del resto, in questo corso il caso di o-algebre generate da una
partizione sara quello che interessa.

Nella Definizione 3.1.3 si parla di versione perché ¢ abbastanza chiaro
che non c¢’¢ unicita. Infatti, se Z & una v.a. ¥-misurabile e avente speranza
matematica finita e tale che E(16Z) = E(1¢X) per ogni G € ¥ e 7' &
un’altra v.a., sempre ¢-misurabile, ma che differisce da Z solo su un evento
di probabilita 0, allora si ha anche E(152’) = E(156X) per ogni G € 9.

Quando ¥ = o(Y'), il calcolo della speranza condizionale prende un aspetto
particolare. Abbiamo infatti visto (Proposizione 2.1.20) che ogni v.a. o(Y)-
misurabile ¢ della forma h(Y'), dove h & un’opportuna funzione misurabile.
Quindi esiste una funzione misurabile ¥ x tale che

E(X|Y) = Ux(Y).
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Il calcolo della speranza condizionale, in questo caso, si riconduce quindi a
quello della funzione ¥yx. Con abuso di linguaggio, denoteremo

Ux(y) =EX|Y =y),

ma attenzione a non confondere la notazione “E(X |Y = y)” con la media
condizionale di X dato 'evento {Y = y} (che, osserviamo, in molti casi di
interesse & un evento di probabilita nulla...). Nell’Esempio 3.1.1, abbiamo

visto che E(X 1 )
Y=
Ux(y) =hx(y) = Myi{:yy)}

In generale, la funzione ¥x resta determinata dalla relazione
E(X1yyepy) = E(Wx(Y)l{yepy), per ogni boreliano B (3.1)

(ricordiamo infatti che o(Y) = {Y"Y(B); B € #(E)}). Osserviamo che,
se X,Y sono v.a. a valori reali, allora siamo in grado di calcolare le due
speranze matematiche che compaiono nella (3.1) non appena conosciamo le
distribuzioni congiunte di X e Y. Vediamo, nel prossimo esempio, come
questo fatto si puo sfruttare per calcolare E(X |Y).

”

Esempio 3.1.4. Siano X e Y due v.a. reali congiuntamente assolutamente
continue, con X avente speranza matematica finita. Indichiamo con f la
densita di probabilita congiunta e con fx e fy le due densita marginali.
Supponiamo, ma solo per semplicita, che fy(y) > 0.

La speranza matematica a destra nella (3.1) vale dunque

B(X1yem) = [ dy [ el
mentre

E(Wx (V)1 yen)) = /B Uy (9) v () dy

Queste due quantita risultano uguali per ogni scelta del boreliano B se
scegliamo

1
VW) = /R 2f(,y) dz = /R tfx v (@ |y)do
dove
_ f(x,y)
fX|Y(5U\Z/)— Fr(y)

¢ la (vecchial) densita condizionale. Per concludere dobbiamo solo verificare
che la v.a. Ux(Y) ha speranza matematica finita. Infatti

/R\wxw)\n(y)dysAdx4|xrf<x,y>dy:/]Rme(sc)dx<o<>

poiché supponiamo che X abbia speranza matematica finita.

In conclusione, la media di X condizionata a Y € la media di X fatta
sotto la densita condizionale f X|y<(L’ | ), sostituendo poi ad y il suo valore
generico (aleatorio) Y: esattamente come vorrebbe l'intuizione!
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3.1.3 Proprieta della speranza condizionale

Vediamo ora alcune proprieta delle speranze condizionali. Avvertenza: nel
seguito ’abbreviazione “q.c.” sta per “quasi certamente”. Significa che le
proprieta in questione (uguaglianze, disuguaglianze etc.) sono verificate per
w e Q\ N, dove N denota un evento tale che P(N) = 0.

1. Se X =¢, allora BE(X |¥4) = ¢ ¢.c. Immediato!
2. E(E(X|9)) =E(X).
Infatti basta prendere G = 2 € ¢ nel punto (ii) della Definizione 3.1.3.

3. (Linearita) Se X e Y hanno media allora E(aX + (Y |9) = oE(X |9) +
BE(Y |9) g.c., per ogni a, 3 € R.

Per ipotesi E(X |¥) e E(Y | ¢) sono ¢-misurabili ed hanno speranza matem-
atica finita. Quindi lo stesso vale per Z := oE(X |¥4) + FE(Y |¥). Inoltre,
se GeY,

E(Z1¢) = oE(E(X |9) 1¢) + BE(E(Y |¥) 1¢)
= aE(X 1g) + BE(Y 1g) = E((eX + 8Y) 1),

dunque Z := aE(X |¥) + PE(Y |¥) ¢ una versione della speranza con-
dizionale di aX + BY dato ¥.

4. (Monotonia) Se P(X >Y) =1 allora E(X |9) > E(Y |¥9) q.c.

Poniamo G = {w; E(X |¥9) < E(Y |¥¢)}. Evidentemente G € ¢4. Se fosse
P(G) > 0 allora si avrebbe 0 > E((E(X |¥¢) — E(Y |¥)) 1), mentre invece
si ha

E(E(X|9)—-EY |¥9)1lg) =EEX-Y|9) 1) =E(X -Y)1g) >0,
il che e assurdo.

5. (Disuguaglianza di Jensen) Se ® ¢é una funzione continua convessa e tale
che ®(X) abbia speranza matematica finita, allora

E(@(X)|9) =z ®(E(X [¥)) q.c.

In particolare, se p > 1 e E(|XP) < +oo, allora possiamo scegliere
O(z) = |z|P e dunque E(|X|P|9) > |E(X |9)[P, q.c.
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Figura 3.1 Una funzione convessa e continua € sempre inviluppo superiore
delle funzioni lineari affini che la minorano.

Se @ ¢ convessa allora si puo dimostrare che ®(x) = supsc 4, f(z), dove Ag
e I'insieme delle funzioni lineari affini f che minorano ®: Ag = {f; f(z) =
ar+be f(xr) < P(x)} (vedi figura). Allora,

E(®(X)[¥) = E(f(X) |9) = f(E(X |9)),
da cui segue che

E(®(X)|¥) > sup f(E(X|9)) = ¢(E(X|¥Y)).
feAqs

6. Se Y e 9 -misurabile allora E(XY |¥) =Y E(X |¥), g.c. In particolare,
EY|¥9) =Y, qc.

Faremo la dimostrazione solo nel caso in cui Y € prende un numero finito di
valori, y1,...,ynt Y =3, ¥i l{y—y,. Se poniamo G; = {Y = y;}, allora
G; € 9 perché Y ¢ ¢-misurabile. Ora, preso G € ¥, si ha:

E(XY1g) =Y yE(X lg,ne) = Y uEEX [9)16,n0)

i<n i<n

—E(> 016, E(X|9)1¢) = E(VE(X |9) 10).

i<n

7. Siano &/,9 C F due o-algebre tali che o7 C 4. Allora: E(X | o) =
EEX|o)[9) =EEX[9)]| ), g.c

E(X | o) & o/-misurabile e quindi ¢ ¢¥-misurabile perché &/ C 4. Dunque,
per il punto precedente, E(X | &/) = E(E(X | &/)|¥). Dimostriamo ora che
E(X|o)=EE(X|¥9)|«): preso A € o, allora A appartiene anche a ¢ e

E(E(X |¥)14) = E(X 14).
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8. Sia X indipendente da G. Allora, E(X |¥4) =E(X), q.c.
Se G € 4 allora X e Y = 1¢ sono indipendenti, quindi
E(X 1g) = E(X)E(1) = E(E(X) 1¢).

Ora sappiamo che la speranza condizionale E(X |¥) si calcola facilmente
se X ¢ indipendente da ¢ (vedi 8.) oppure se X ¢ gia ¥-misurabile. C’¢
un’altra situazione, molto frequente e che combina queste due situazioni, in
cui il calcolo & abbastanza facile.

9. Siano X una v.a. G-misurabile e Y una v.a. indipendente da 9. Per ogni
[ misurabile tale che f(X,Y) ha speranza finita si ha E(f(X,Y)|¥) =
f(X) q.c., dove f(x) =E(f(z,Y)).

Lo dimostreremo solo nel caso in cui la funzione f ¢ della forma f(x,y) =
fi(xz) f2(y). 1l caso generale si dimostra usando il fatto che ogni funzione
f(z,y) si puo approssimare con delle combinazioni lineari di funzioni del
tipo fi(x)f2(y) e ne lasceremo la dimostrazione ad un corso piu avanzato.

Se f ¢ della forma indicata, allora f(z) = fi(2)E(f2(Y)). Usando 6. e
8.,

E(f(X,Y)[9) = E(f1(X) f2(Y)[9) = L(X)E(f2(Y)[9) =
= [lX)E(f2(Y)) = F(X).

10. Si ha, per ogni v.a. Z che sia ¢ -misurabile e di quadrato integrabile,
E[(X — E(X|9))?) < E[(X — 2)?] (3.2)

e, per di piu la disuguaglianza precedente é stretta a meno che non sia
Z =E(X|9Y) q.c. In altre parole E(X |¥) é la v.a. ¥-misurabile che
meglio approssima X nel senso dei minimi quadrati.

E questa una delle proprieta pitt importanti della speranza condizionale. Si
noti l'analogia con E(X): sia E(X) che E(X |¥) sono le migliori stime di
X nel senso dei minimi quadrati, nel primo caso nella classe delle costanti
mentre nel secondo caso nello spazio delle v.a. con momento secondo finito
e ¥-misurabili.

Dimostriamo la (3.2). Sia X una v.a. con momento secondo finito. Intanto,
osserviamo che grazie alla disuguaglianza di Jensen, sappiamo che anche
E(X |%) ha momento secondo finito (si scelga p = 2 nel punto 5.). Ora,
presa una qualunque v.a. Z che sia ¢-misurabile e di quadrato integrabile,
si ha

E[(X - 2)’] = E[(X -E(X|9))’| +E[(Z - E(X |9))?]
—2E[(X - E(X |9))(Z - E(X [9))].
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Ma Z —E(X |¥) € una v.a. ¢-misurabile e dunque
E[(X -E(X|9))(Z - E(X[9))]
=E[E[(X -E(X |9))(Z -E(X[9))]|¥]
= (Z-E(X|9)E[E[X - E(X |¥)|¥]] =0.
Dunque,
E[(X - 2)’] 2 E[(X — E(X |9))’]

e si ha uguaglianza se e solo se Z = E(X |¥), da cui la tesi.

3.1.4 Probabilitd condizionale

Definizione 3.1.5. Sia A € .7 e sia 4 una una sotto-o-algebra di .%. Una
versione della probabilita condizionale di A dato ¢ ¢ data da

P(A|9)=E(14|9).
Cosi come nel caso della media condizionale, quando ¢ = o(Y") useremo la
notazione P(A|Y).

Ricordiamo che, anche in questo caso, occorre parlare di “versione”:
analogamente alla media condizionale, la probabilita condizionale e definita
a meno di insiemi di probabilita nulla, ovvero e definita g.c.

Esempio 3.1.6. Riprendendo gli esempi 3.1.1, 3.1.2 e 3.1.4, possiamo scri-
vere:

- se (X,Y) ¢ una coppia di v.a. discrete, di densita discreta congiunta
pxy e densita (discrete) marginali px e py allora q.c.

P(X € B|Y)=hp(Y), dovehp(y)= P(X € B|Y =y)
S pxy (2, y)
= pv(v)
per ogni B C Ex (abbiamo scelto in particolare A = {X € B});

- se 9 =0(%), con € = {C,}icr partizione al pitt numerabile di €2, e se
A € % allora q.c.

]P’(A N CZ)
P(A|¥Y) = ——— ¢y
419) =3 “ggy e
- se (X,Y) & una coppia di v.a. assolutamente continue, di densita
continua congiunta pxy e densita (continue) marginali px e py allora
q.c.
P(X € B|Y) = Up(Y), dove Up(y) = / pxy(@y) 4
B pyv(y)
per ogni B € & (abbiamo scelto in particolare A = {X € B}).

49



La probabilita condizionale verifica le due proprieta basilari della prob-
abilita:

(i) perogni Ae .7, P(A°|¥9)=1—-P(A|9Y), q.c.: immediata conseguenza
del fatto che 1 = 14 + 1 4c.

(ii) per ogni Aj, As,... € F tali che A, N A, = 0 per n # m allora
P(U, A, |9) =5, P(A, | G), q.c.
Lo dimostriamo solo nel caso in cui ¢ & generata da una partizione
¢ = {C;}icr al pit numerabile. In tal caso, ponendo In = {i € I :
P(C; = 0)}, allora ovviamente P(U;cr,,C;) = 0 ed ¢ quindi immediato

vedere che
E(X 1¢,)

E(X19)= Y~

30N

Ma allora, g.c. si hanno le seguenti uguaglianze:

P(U A 9)(w) = 3 FLl D) 1 57 5 B PO

l¢,, q.c.

P(C;
i¢ N ( il M
P(A,NC;)
= E E — 1o, = E P(A
‘ ]P)(CZ) C; ( n |g)’
n &I n

da cui la tesi.

Si potrebbe allora pensare di poter costruire una v.a.
P(,-): FxQ—R
tale che
1. fissato A € ¥, w— P(A,w) & una versione di P(A |¥)(w);
2. fissato w € Q, A+ P(A,w) & una probabilita su (€2,.%).

Qualora sia possibile, P(A,w) prende il nome di versione regolare della
probabilita condizionata. In generale pero, tale funzione P(A,w) non si puo
costruire. Infatti, abbiamo visto che, fissato A € .Z, P(A|¥) ¢ definita q.c.:
esiste Ny € F tale che P(N4) =0 e P(A].%#)(w) & ben definita per w ¢ Na.

Ne segue che, in generale,
wi— P(A|.Z)(w) ¢ ben definita per w ¢ N' = Uac zNa.

Ora, perché il tutto abbia senso occorre che N sia “trascurabile”, cioe
P(N) = 0. Ma, poiché .# non & in generale numerabile e dunque N' =
Uaez/N4 non ¢ in generale un’unione numerabile di eventi,

- non ¢ detto che N sia un evento, ovvero N' € .#;
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- se anche N € %, non ¢ detto che P(N) = 0.

Osserviamo infine che, poiché la probabilita condizionale di A & data
dalla media condizionale della v.a. X = 14, molte delle proprieta viste per
le medie condizionali valgono anche in questo caso. Ad esempio, se A € ¢4
allora ovviamente P(A|¥) = 14 q.c., cosl come se A ¢ indipendente da ¢
allora P(A|¥) =P(A), q.c.

3.2 Martingale

3.2.1 Definizioni e generalita

Sia (€,.7,P) uno spazio di probabilita. Una filtrazione & una successione
(Fn)n crescente di sotto-o-algebre di .Z, cioe tale che ¥ D %411 D F,.
Presa una successione (X, ), diremo che ¢ adattata alla filtrazione (.%,)n,
o anche che & #,-adattata, se X,, ¢ .%,-misurabile, per ogni n. In questo
paragrafo ci collocheremo sempre in questo contesto.

Definizione 3.2.1. Una successione (X), di v.a. & una martingala (risp.
una supermartingala, una submartingala ) rispetto alla filtrazione (%), se
(Xn)n € F,-adattata, la v.a. X,, ha speranza matematica finita per ogni n
e se, per ogni n,

E(Xpy1|Fn) =Xn qc (risp. <,>).

Esercizio 3.1. Verificare che (X,,), ¢ una martingala (risp. una supermar-
tingala, una submartingala) se e solo se, per ogni A € .%,,,

E(1aXp4+1) =E(14X,,) (risp. <,>). (3.3)

Si noti che (X,,), € una supermartingala se e solo se (—Xj,),, € una sub-
martingala e (X,,), ¢ una martingala se e solo se (X,,), ¢ simultaneamente
una supermartingala e una submartingala.

Esempio 3.2.2. Sia (Y},), una successione di v.a. indipendenti e sia .%,, =
o(Yy,...,Y,). Supponiamo inoltre che le Y,, abbiano tutte speranza matem-
atica finita ed = 0 (risp. <0, > 0). Allora: X, = Yo+ Y1 +---+ Y, ¢ una
Fp-martingala (risp. una supermartingala, una submartingala).
Infatti
E(Xn+l|ﬁn) = E(Xn+yn|ﬂn) :E(Xn|ﬁ.n) +E(Yn‘yn)
= X, +E(Y,) = (tisp. <0, >0) X,

poiché X,, ¢ %,-misurabile, mentre Y,, ¢ indipendente da %,.

Esercizio 3.2. Sia X una v.a. avente speranza matematica finita e {%#,},
una filtrazione. Mostrare che X,, = E(X |.%,) ¢ una martingala.
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Esercizio 3.3. Siano Yp,Y7,... v.aa. iid., taliche P(Y, =1)=p=1—¢=

P(Y,, = —1). Siano .%,, = o(Yp,...,Y,) e X;, = Yo+ --- + Y,,. Poniamo
Xn Xn
(O ¢ -0
p q

Dire se (Zy,)n e/0 (W), sono delle .%,, martingale o submartingale o super-
martingale.

Esercizio 3.4. Siano Y, Y5,... v.a. ii.d., con media y. Poniamo %, =
o(Yy,...,Y,) e X, =Yy --Y,. Dimostrare che (X,,), ¢ una .%,-martingala
se e solo se 1t = 1. Supponiamo quindi u = 1 e che le (Y;,),, abbiano varianza
o?: verificare che Z, = X2 — 02 Y77; X7 & una %,-martingala.

3.2.2 Prime proprieta

- Se (X,)n € una martingala (risp. una supermartingala, una submartinga-
la), la successione (E(X,,))n € costante (risp. decrescente, crescente).

Basta infatti applicare la (3.3) con A = Q.

- Se (X,)n € una martingala (risp. una supermartingala, una submartinga-
la), per m < n si ha B(X,, | %) = Xm q.c. (risp. <,>).

Infatti, per ricorrenza,

E[Xn ‘ ym] = E[E(Xn ‘ ynfl) | ngm]
EXp-1|%n] = =E[Xpi1| Fm] = X

- Se (Xp)n € (Yn)n sono supermartingale, lo stesso vale per X, +Y,,. Anche
X, ANY, € una supermartingala.

Infatti

E(XnJrl A Yn+1 | yn)
E(Xn-i-l A Yn+l | <g.n)

E(XnJrl ‘ yn) < Xn
E(Yn—f—l | yn) < Yn
Y,

VANVAN

e dunque E(X, 11 A Y1 | Fn) < X A Y.
- Se (Xpn)n € una martingala (risp. una submartingala) e f : R — R ¢
una funzione convessa (risp. convessa e crescente) tale che f(X,) é

integrabile per ogni n >0, allora 'Y, = f(X,) é una submartingala.

La dimostrazione segue direttamente applicando la disuguaglianza di Jensen
(per la speranza condizionale).
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3.2.3 La decomposizione di Doob

Si dice che (Ay), € un processo prevedibile crescente se Ag =0, Ay < Apt1
per ognin > 0e A1 & %,-misurabile.

Sia (X,), una .%,-submartingala. Definiamo

n
Ao =0, Ans1=Ap+EXns1 — Xn | F0) = > E(Xpa1 — Xi | F).
k=0

Per costruzione, (Ay), € un processo prevedibile crescente e M,, = X,, — A,
verifica E(M, 11 — M, | %#,) = 0 (perché A, 1 & .Z,-misurabile!). Quindi,
(M), & una Z,-martingala ed inoltre

Xn =M, —A,.

Questa decomposizione &, per di pil, unica. Infatti, se X, = M} + A} &
un’altra decomposizione di questo tipo, allora Aj; =0 e

;H-l _A’:L = Xn+1 _Xn_( 7/1—1-1 _MT/l)

da cui, condizionando rispetto a %,, A | — Al = E(Xp41 — X, | Fn).
Dunque, A}, = A,, e M), = M,,. Abbiamo quindi dimostrato che

Teorema 3.2.3. (Decomposizione di Doob) Ogni submartingala (X,)n si
puo scrivere, in maniera unica, nella forma X, = M, + A,, dove (M), ¢
una martingala e (Ay)n € un processo prevedibile crescente integrabile.

Il processo prevedibile crescente (A;), del Teorema (3.2.3) si chiama il
compensatore della submartingala (X, ).

Presa una supermartingala (risp. martingala) (X, ),, allora (—X,,), &
una submartingala (risp. martingala). Applicando a (—X,,), il Teorema
3.2.3, otteniamo la seguente decomposizione di Doob per supermartingale:

Teorema 3.2.4. Ogni supermartingala (X,,)n si puo scrivere, in maniera
unica, nella forma X, = My, — A,,, dove (M,),, é una martingala e (An), €&
un processo prevedibile crescente integrabile.

Esercizio 3.5. Sia (X,,), la martingala dell’Esempio 3.2.2: X,, = Yp+- - Y},
con Yq,... iid., di media 0, e %, = o(Yp,...,Y,). Supponiamo che le Y;
abbiano varianza o2. Verificare che X2 ¢ una submartingala e determinarne
il compensatore.

3.2.4 Martingale trasformate
Proposizione 3.2.5. Sia (M), una %,-martingala e (Hy), un processo
prevedibile, cioé tale che Hy11 sia %y, misurabile. Sia
n
Xo=0 epern>0, X,=>» H;(M;—M; 1)
j=1

Allora (Xy,)n € ancora una martingala rispetto alla stessa filtrazione F,,.
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La martingala (X,,), definita nella Proposizione 3.2.5 ¢ detta la martin-
gala trasformata di (M), tramite (Hy,)n,.

Dimostrazione della Proposizione 3.2.5. X, ¢ chiaramente .%,-misu-
rabile e poiché H, 1 ¢ %#,-misurabile, si ha

E(HnJrl (Mn+1 - Mn) | ﬁn) = Hp E((MnJrl - Mn) ‘ ﬁ.n) =0.
Essendo X,,41 = Hp41 (Mp4+1 — My,) + Xy, si ha
E(XnJrl ‘ yn) = IE(HnJrl (Mn+1 - Mn) | gn) + E(Xn | ﬁn)
= lin41 E(Mn+1 - Mn | <g.n) + Xn - Xn

O

Presentiamo infine un’utile caratterizzazione delle martingale, che fa uso
delle martingale trasformate.

Proposizione 3.2.6. Sia (M,), un processo F,-adattato. (My)o<n<n €
una martingala se e solo se per ogni processo prevedibile (Hy)o<n<n $i ha

E(i Ho (M, — Mn_l)) ~0.

n=1

Dimostrazione. Se (M,,)o<n<n ¢ una martingala, dalla Proposizione 3.2.5
anche (Xp)o<n<n € una martingala, con X, = 377 | H; (M; — M;_1) per
n>1e Xg=0. Quindi,

N
IE(Z Ho (M, — Mn_l)) — E(Xy) = E(X,) = 0.
n=1

Viceversa, per dimostrare che (M,,)o<p<n € una martingala basta far
vedere che E(My4114) = E(M, 14), per ogni fissaton =0,1,...,.N —1e
Ae Z,.

Fissiamo quindin =0,1,...,N —1e A € %,. Sia

1 sej=n+1
H; = 4 j. .
0  altrimenti.

H ¢ ovviamente prevedibile e

0= E(iv:H] (Mj - Mj—l)) = E<1A (Mn—i—l - Mn))
j=1

cioe E(M,4114) =E(M, 14).
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3.3 Tempi d’arresto

Definizione 3.3.1. (i) Un tempo d’arresto rispetto alla filtrazione (F,)n,
anche detto un .%,-tempo d’arresto, ¢ una v.a. 7:  — N (quindi puo
anche prendere il valore +00) tale che, per ogni n > 0,

{r <n} e Z,.

(ii) Se 7 ¢ un Z,-tempo d’arresto, si chiama o-algebra degli eventi an-
tecedenti al tempo T, in simboli %, la o-algebra

Fr={A€ Z; perognin >0, An{r <n} e Z#,},
dove Z, denota la o-algebra generata da |J,, .
Esercizio 3.6. Verificare che .%; ¢ effettivamente una o-algebra.

E utile osservare che nelle (i) e (i) della Definizione 3.3.1, si possono
sostituire le condizioni {T < n} € %, e AnN{r <n} € %, con{r =n} e .%,
e AN{T =n} € .%,, rispettivamente, perché

{r<n}= U{T:k}, quindi {7 =n}={r <n}n{r <n-1}“
k=0

Esempio 3.3.2. (Esempio fondamentale) Sia (X,), un processo a valori in
(E, &) e adattato alla filtrazione (.%#,),. Poniamo, per A € &,

TA(w) = inf{n > 0; X,,(w) € A}, (3.4)
con l'intesa che inf ) = +o00. Allora 74 ¢ un tempo d’arresto, poiche
{ta=n}={X0¢ A X1¢A,....X1¢ A X, €A} € Fy;
T4 si chiama tempo di passaggio o d’ingresso in A.

Siano 71,72 due tempi d’arresto della filtrazione (#,),. Vediamo ora
alcune proprieta interessanti, di cui ci serviremo nel seguito. La loro verifica
puo apparire complicata a prima vista (soprattutto le o-algebre %, fanno
un po’ di paura) ma si rivela poi abbastanza semplice e scolastica. Lasciamo
per esercizio la dimostrazione.

Esercizio 3.7. Siano 71 e » due .%,-tempi d’arresto. Dimostrare che 7 +75,
71V T, T1 A T9 sono tempi d’arresto, rispetto alla stessa filtrazione.

Esercizio 3.8. Siano 7 e 7o due %, -tempi d’arresto. Dimostrare che se
71 < 79, allora #,, C Z,,.

Esercizio 3.9. Siano 7 e 7 due %,-tempi d’arresto. Mostrare che .7, -,
=%, NI,
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Esercizio 3.10. Siano 7 e 7 due Z,-tempi d’arresto. Dimostrare che
{m1 < 12} e {m1 = ™2} appartengono entrambi a %, N .Z,

Sia (X, ), un processo adattato; spesso avremo bisogno di considerare la
posizione del processo al tempo 7, cioe X;(w) = X,(,)(w). Possiamo quindi
dire che

X, = X, sull'evento {r =n}, neN

Osserviamo che la v.a. X, ¢ % -misurabile perché
{X;eAyn{r=n} ={X,, e A} n{r =n} e F,.

Il risultato che segue ¢ molto utile per calcolare la speranza condizionale
rispetto alla o-algebra 7.

Proposizione 3.3.3. Sz'_a X una v.a. integrabile e sia T un tempo d’arresto.
Si ponga, per ognin € N, X, = E(X |.%,). Allora sull’evento {T = n}, si
ha E(X | %) =E(X | #,), cioé

E(X | 97') =X, (35)

Dimostrazione. Se A € 7, allora 14 1} = 1 gn{7=pn) & Fp-misurabile.
Quindi,

E(laXr) =Y ElaXnlypyl=> ElaX 1oy =E(l4X),
neN neN

e dunque E(X | .%;) = X,.
O

Concludiamo con il prossimo risultato, molto semplice da dimostrare ma,
come vedremo in seguito, particolarmente utile.

Proposizione 3.3.4. Se (X,,), € una martingala (risp. una supermartin-
gala, una submartingala), lo stesso é vero anche per il processo arrestato

-
X, = nAT»

n
dove T € una tempo d’arresto della filtrazione (Fy)n.

Dimostrazione. Per la definizione di tempo d’arresto, {7 > n+1} = {7 <
n}¢ € %y; dunque

E(X;—i-l - X:z— | gn) = E((Xn+1 - Xn)l{TZn—I—l} |§n)
= 1{72n+1}E(Xn+1 - X, ‘ ﬁn) = (Yisp- <, Z) 0.

(3.6)
O
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3.3.1 1l teorema d’arresto

Sia (X,,)n una supermartingala. Quindi, per m < n, si ha E(X,, | %) < X,
q.c. Questa proprieta resta vera se si sostituiscono m e n con dei tempi
d’arresto? Cioeé: se 71 e 7 sono due tempi d’arresto con 7 < 79, € vero che

E(Xr, | Fr) < X7, 7 (3.7)

Supponiamo che 71 e 75 siano limitati: esiste £ € N tale che 1 < 7 < k.
Poiché AN {r =j} € #j e (X]?)n = (Xran)n € una supermartingala,

k

k
E(Xr,14) = > E(Xnnk Langrn=) < O E(Xnaj Langr—j})-
=0 =0

Ma X;,5; = j su {r1 = j}, dunque
k
E(Xr,14) < ZE(Xj Langr=j}) = E(Xr 14).
§=0

Quindi abbiamo dimostrato che

Teorema 3.3.5. (Teorema d’arresto) Siano (X,,)n una martingala (risp.
supermartingala, submartingala) e 71,70 due tempi d’arresto limitati tali
che 11 < mo. Allora BE(X,, | #;,) = X+, (risp. <,>).

Prendendo le speranze matematiche,

Corollario 3.3.6. Siano (X,,), una martingala (risp. supermartingala, sub-
martingala) e T un tempo d’arresto limitato. Allora E(X;) = E(Xy) (risp.
<,>).
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3.4 Soluzioni

Soluzione dell’esercizio 3.1. La dimostrazione ¢ immediata conseguenza
della definizione di media condizionata: posto Y, = E(X,+1|.%#,) allora
dev’essere

E(14Y,) =E(14X,41) perogni A€ .%,.
Dunque, Y,, = X,, (risp. <, >) se e solo se per ogni A € .%, si ha

E(1aXnt1) =E(14X,) (risp. <,2>).

Soluzione dell’esercizio 3.2. Usando il fatto che %, C %,11 e la
proprieta 7 del Paragrafo 3.1.3, si ha

E(Xnt1| F0) = E(E(X | Far1) | Fa) = E(X | F) = X,

dunque (X,), ¢ una martingala.

Soluzione dell’esercizio 3.3. Intanto, € immediato verificare che sia Z,,
che W,, sono integrabili. Studiamo dapprima (Z,),:

Bt 2 =((2) 12 = (1) 5" 1)
= Z(5 P = D)+ 7BV = 1)) = Z(Tp+ T oq) = 2o,

dunque (Z,), € una martingala. Ora, essendo W,, = 1/Z,,, con f(z) =1/z
convessa, (Wy,), € una submartingala. Verifichiamolo anche direttamente:

s 5527 15) - () 5(2) 1)
- Wn<§ P(Vr = 1) + % PV = 1)) = Wn(g p+ 2% ) =W,

dove ¢ = (p*+¢%)/(pq) = (p* —pg+4q?)/(pq). Osserviamo che ¢ > 1 per ogni
p,q, con ¢ = 1 se e solo se p = ¢ = 1/2. Dunque, (W},), & una submartingala
(e in particolare una-banale-martingala se p = q).

Soluzione dell’esercizio 3.4. Poiché X, 11 = X, - Y11, si ha:
E(Xpt1 | Fn) = E(Xy Yoi1 | Fn) = Xn E(Yog1 | Fn) = Xn E(Yny1) = p Xa,
dunque (X,), ¢ una martingala se e solo se 4 = 1. Supponiamo ora che

E(Y,) = pe Var(Y,) = o, per ogni n. Allora, usando che X2, = X7-Y,2, ;:

n

n
E(Zni1 | Fn) = H-z(Xg+1 IR0 ( ffn>
k=0

n

n
- XIE(ZE, | F) — 0 3 X = 2BV - ot DO X

n n

k=0 k=0
n n—1
=X2(0*+1)-0?) Xp=X)-0*) Xp=2,
k=0 k=0
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Soluzione dell’esercizio 3.5. X2 & una submartingala perché X? =

f(Xy), con f(z) = 2% convessa e f(X,) ¢ integrabile. Il compensatore &
Ap = S0 E(XE, — XE| F). Ora,
E(Xip1 — Xi | Fi) = E(Xk + Yir1)” — X{ | F)
= E(Y2 42X Y51 | Fi) = E(VE) + 2XE(Yitn) = o2,

dunque A,, = no?.

Soluzione dell’esercizio 3.6. 1. Q€ Z;: infatti, Q € P (Fxo €
una o-algebra) e, per ogni n, QN {r < n} = {r < n} € %, perché 7 &
F,-misurabile.

2. Se A € .Z; allora A € Z,: se A € F; allora A° € e AN{r <
n} ={r <n}n(An{r < n})¢ e %, per ogni n (perche sia {r < n} che
AN{r <n} stanno in .%#,).

3. Se {Ay} C Z; allora Up Ay, € %;: in tal caso, ovviamente Uy Ay € F oo
ed inoltre (UxAr) N{7 < n} =Up(Ax N {1 <n}) € %,
Soluzione dell’esercizio 3.7.  Per la prima, abbiamo visto che basta
verificare che, per ogni n, {11 + 72 = n} € .%,. Ma si puo scrivere

{T1+T2:n}: U{lek,ngn—k}.
k=0

Ma, se 0 < k < n, gli eventi {1 = k} e {2 < n — k} appartengono a
Fp (ricordiamo che le o-algebre %, sono crescenti). Dunque, nell'unione a
destra tutti gli eventi appartengono a .%,.
Per la seconda, osserviamo che
{7'1\/7’2 < n} = {7’1 Sn}ﬁ{Tz < n} c F,.
—_—
EFn €EFn

Infine,
{rnn A1 >n}={n >n}n{r>n} e,
—_—
EFn €EFn
dunque {11 Aa <n} ={m A >n}cec.Z,.

Soluzione dell’esercizio 3.8. Intuitivamente questa relazione & evidente:
se il tempo 71 precede 7o, allora gli eventi antecedenti a 7 sono anche an-
tecedenti 1o. Verifichiamo formalmente la proprieta. Sia A € .%,,. Vogliamo
verificare che A € .#,,, quindi che

AN{m <n} e F,, per ogni n.
Ma, poiché 7 < 1o, {72 < n} C {71 < n}. Dunque possiamo scrivere
AN{r <n}=An{n <n}n{n <n} € Z,.
—_————— ——

EFn, €ETn
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Soluzione dell’esercizio 3.9. Infatti, 7 A 79 € un tempo d’arresto
tale che 7 A1 < 73, i = 1,2, dunque Fprr C Fry, @ = 1,2, e quindi
Frine, C Fr N Fr,. Viceversa, dimostriamo che Frar D Fr N Fo,.
Preso A € #,, N.%,,, allora AN{r; < n} € %,, perogninei= 1,2
Quindi,
An{nAam <n}=An({n <n}pu{n <n})
= (anfn <m)u(an{n<n}) e 7,

cioe A € T nry-

Soluzione dell’esercizio 3.10. Osserviamo dapprima che

{7’1<7'2}:Uk{7'1<k}ﬂ{7'2:]{7}€900 e

€7, CF o
{7‘1 :TQ} :Uk{Tl :k‘}ﬂ{TQ :k} € Joo.

€EFLCF o

Inoltre, per ogni n,

n<nin{n=nt={n=n}n{n<n}e€%, e
{n<m}n{n=n}={n<n}n{n=n}c.Z,.

Dunque, {1 < 1o} € F, e {r1 < ™} € F,,, cioe {11 < v} € Fr, N Fp,.
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Capitolo 4

Modelli probabilistici per la
finanza

4.1 Introduzione

In questo capitolo introdurremo un modello probabilistico utile per lo studio
di alcuni problemi di finanza matematica, a cui abbiamo gia accennato nel
primo capitolo. La trattazione segue a per lo piu il testo di Lamberton e
Lapeyre [5].

Considereremo i problemi legati al calcolo del prezzo delle opzioni, che in
passato ¢ stata la motivazione principale per la costruzione della teoria della
finanza matematica e tuttora rappresenta un esempio rilevante di utilizzo
della teoria della probabilita e, in particolare, del calcolo stocastico.

Le opzioni sono state brevemente introdotte nel Capitolo 1, riprendiamo
ora gli aspetti piu importanti. Il nostro obiettivo & la costruzione di un
modello matematico adatto a studiarle.

Una opzione da a colui che la detiene il diritto, ma non 1’obbligo, di
comprare o vendere un bene ad una data futura prefissata e ad un prezzo
prefissato oggi. Un po’ di terminologia:

- il bene cui si riferisce 'opzione € detto bene o attivo sottostante;

- listante in cui si puo esercitare I'opzione ¢ detto maturita o anche data
d’esercizio;

- il prezzo prefissato e il prezzo d’esercizio.

Dunque, per caratterizzare un’opzione su un attivo finanziairio occorre
specificare

e il tipo di opzione: ad esempio, l'opzione a comprare si chiama call ,
I'opzione a vendere put;
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e le modalita di esercizio: se ’opzione puo essere esercitata esclusiva-
mente alla data di maturita, ’opzione si dice europea; esistono anche
opzioni, dette americane, che possono essere esercitate in un qualsiasi
istante prima della maturita;

e il prezzo di esercizio K e la data di maturita 7T'.

In questo capitolo ci occuperemo delle opzioni europee, rimandando al
prossimo la trattazione delle opzioni americane.

Un’opzione costa. E evidente infatti che il detentore dell’opzione acqui-
sisce un vantaggio, mentre chi ha ceduto l'opzione si ¢ assunto dei rischi,
che e giusto che vengano remunerati. Qual & il giusto compenso? Il prezzo
dell’opzione & anche detto premio. Comunque, di solito, ’opzione ¢ trattata
in un mercato finanziario organizzato ed il prezzo ¢ determinato dal mercato
stesso. E comunque un problema interessante costruire un modello teorico
per calcolare il prezzo, anche quando il premio & quotato dal mercato. Cio
permette infatti di studiare ed eventualmente individuare anomalie nelle
quotazioni.

Ci si puo aspettare che il prezzo di una data opzione debba dipendere dal
comportamento dell’attivo sottostante (dal fatto che esso tenda a crescere o a
decrescere oppure che sia soggetto o meno a forti oscillazioni). Vedremo che
il prezzo di una opzione dipende dal comportamento dell’attivo sottostante
unicamente per una sola quantita o (la volatilita).

Il detentore dell’opzione € anche detto il compratore dell’opzione. Colui
che invece cede I'opzione al detentore e detto venditore dell’opzione.

Per esempio, vediamo un po’ piu in dettaglio cosa succede nel caso della
call europea (opzione a comprare). Indichiamo con ¢ il tempo, supponendo
t > 0 et =0 ha il significato di “oggi”. Indichiamo ora con S; il valore
(=prezzo) di mercato all’istante ¢ del bene sottostante I'opzione. Siano poi
T l'istante di maturita e K il prezzo di esercizio della call. Il valore del
bene sottostante a maturita ¢ dato da St e la decisione di esercitare o meno
I'opzione segue dal confronto tra S7 e K. Infatti,

se ST > K, conviene comprare il bene al prezzo di esercizio K piuttosto
che al prezzo di mercato Sp: 'opzione é esercitata;

se Sp < K, conviene comprare il bene al prezzo di mercato Sy piut-
tosto che al prezzo di esercizio K: l’'opzione non é esercitata.

Dunque, la perdita a cui si espone il venditore di una opzione call, detto
anche valore o payoff della call, ¢ dato da

(St — K)4+ = max(St — K,0).

Si noti che St & il valore a maturita (cioe a t = T') del bene sottostante. In
particolare € un valore futuro che oggi (¢ = 0) non si conosce.
I problemi di interesse, come vedremo sono due:
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1. Quanto deve pagare il detentore il suo diritto di opzione?

2. Che tipo di investimenti deve fare il venditore dell’opzione per far
fronte al contratto? In altre parole, come si fa a generare un am-
montare di denaro che a maturita 7' dev’essere pari a (Sp — K)4?
Questo ¢ il problema della copertura dell’opzione.

Considerazioni analoghe si possono fare nel caso di opzione put (opzione a
vendere). Il valore della put europea ¢ quindi dato da

(K - ST)+ = maX(K - ST,O) = (ST - K)_

dove, come sopra, K denota il prezzo di esercizio, T la maturita e Sp il
valore del bene sottostante a maturita. Infatti, nel caso della put,

se St < K, conviene vendere il bene al prezzo di esercizio K piuttosto
che al prezzo di mercato Sp: l'opzione é esercitata;

se ST > K, conviene vendere il bene al prezzo di mercato St piuttosto
che al prezzo di esercizio K: I'opzione non é esercitata.

Ricordiamo che sono in vigore le ipotesi sul mercato, che abbiamo fatto nel
Capitolo 1 e in particolare nel paragrafo 1.2.3. Ad esse bisogna aggiun-
gere quella di assenza di arbitraggio. Ricordiamo che una operazione di
arbitraggio € un’operazione finanziaria tale che

- non occorre in alcun momento investire del capitale;

- non si puo avere in alcun caso una perdita e si ha, con probabilita
positiva, un guadagno.

Nel Capitolo 1, abbiamo gia visto alcuni esempi di arbitraggio ed abbiamo
anche osservato che, poiché i mercati finanziari sono molto liquidi (ovvero
si possono effettuare numerose transazioni), la richiesta di assenza di ar-
bitraggio € comunemente accettata nei modelli che descrivono i mercati
finanziari.

In questo capitolo, daremo all’arbitraggio una definizione matematica-
mente rigorosa. Osserviamo che I'ipotesi di assenza di arbitraggio si traduce
in condizioni che bisogna imporre al modello matematico che costruiremo.
In altre parole, quando si costruisce un modello matematico per questo tipo
di problemi sara sempre necessario accertarsi che esso soddisfi alla proprieti
assenza diarbitraggio.
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4.2 Modelli discreti per la descrizione dei mercati
finanziari

In questo paragrafo introduciamo un modello discreto, abbastanza sem-
plice, che pero permettera di descrivere 1’evoluzione dei prezzi in un mercato
finanziario.

Sia(Q2, .#,P) uno spazio di probabilita finito: € ¢ un insieme di car-
dinalita finita e .# = 22(Q). Supporremo anche che P({w}) > 0 per ogni
w € Q. Su (Q, #, F) supponiamo sia definita una filtrazione (%, )n=01,.. N,
con

{0,y =FyCc FC---CInN=F=2(Q).

L’indice n ha il significato di tempo (discreto), mentre la o-algebra %,
rappresenta l'informazione data dal mercato fino all’istante n. Il tempo
(finale) N rappresentera invece la maturita dell’opzione.

Il mercato finanziario che consideriamo consiste di d + 1 titoli finanziari,
i cui prezzi al tempo n sono dati dalle d+ 1 componenti del vettore aleatorio

S, =(SY,S),...,8%).

Poché gli investitori conoscono presente e passato del mercato (ma ovvi-
amente non il futuro), supporremo che, per ogni n, la v.a. S, sia %,-
misurabile. In particolare, si ha Sy deterministico!.

Supporremo che il titolo di prezzo Sg sia il titolo non rischioso. Se si
suppone che il rendimento r su un periodo unitario sia costante, abbiamo
gia visto nel primo capitolo che

Sp = Sp(1+1)"
Normalmente, per convenzione, si pone 5’8 =1, dunque
SO = (14r)"

Pern=0,1,..., N sia
ﬁnzsilgz(l_’_r)_n

il coefficiente di sconto al tempo n: se al tempo 0 si investe a tasso costante
una quantita di denaro pari a x, al tempo n si ricevera una quantita pari a

tn=z(l4+r)" =4

Quindi, in particolare (3,,, € Pammontare (in Euro) che occorre investire nel
titolo non rischioso per avere disporre al tempo n di 1 Euro.

'Ricordiamo infatti che una v.a. misurabile rispetto alla g-algebra banale %, = {0, Q}
€ necessariamente costante.
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I rimanenti titoli indicizzati con 1,2,...,d sono detti titols rischiosi. Ci
troveremo spesso a considerare i valori scontati dei prezzi S}, ..., S%, definiti
da B N N B

St=1+r)"s, ... St=(14r)"5d
§n indichera il vettore dei prezzi scontati, cioe

Sp=(1+7r)"8,=(138...,5%

4.3 Strategie ed arbitraggio

Indicheremo con il termine portafoglio un insieme di titoli presi tra i d+ 1
titoli presenti sul mercato, ciascuno dei quali in una certa quantita. Vediamo
meglio come si definisce matematicamente un portafoglio.

Definizione 4.3.1. Chiameremo strategia di gestione, o pii semplicemente
una strategia, & una sequenza predicibile di v.a. ¢ = (¢, ), a valori in R41,

dOVG ¢n - (d)'(r)u ¢)1%L’ e 7¢g)

Le quantita ¢!, della Definizione 4.3.1 rappresentano la quantita (numero di
quote) dell’i-esimo titolo presente nel portafoglio. In particolare il valore del
portafoglio al tempo n per una strategia ¢ e pari a

S+ dnSn o+ G,
Ricordiamo che una successione di v.a. ¢ = (¢y,), si dice predicibile se
¢ & Fo-misurabile e per ogni n > 1, ¢, € %, _1-misurabile

In particolare una strategia ¢ ¢ adattata alla filtrazione (%), cioe, ¢, ¢
Fn-misurabile, per ogni n.

La richiesta di predicibilita e abbastanza naturale. Imporre che ¢,, sia
Zn—1-misurabile significa tenere conto del fatto, che succede nella realta,
che I'investitore deve stabilire le quantita ¢¥, ¢k, ..., gbz prima di conoscere
i valori dei prezzi al tempo n.

Ad esempio, se il tempo indica i giorni e ¢2, ¢l ... ¢& sono i prezzi allo
n-esimo giorno, allora in chiusura dello n-esimo giorno, I'investitore dispone
di un portafoglio ¢2, ¢, ..., ¢ ed il suo portafoglio vale

DSy + ppSh 4 - + ¢l SY (4.1)

Egli puo decidere di vendere delle quote, acquistarne altre, eventualmente
aggiungere nuovo denaro o toglierne, modificando la ripartizione del capitale
investito. Per prendere queste decisioni egli dispone pero solo delle infor-
mazioni fino al tempo n. Indichiamo con ¢2, 1, ¢L, ,...,¢%,; le quote dei
vari attivi presenti nel portafoglio, dopo questa operazione di aggiustamen-
to. Queste quantita devono quindi essere .%,_i-misurabili. Il suo capitale
sara ora pari a

o 19n + Gn1 S+ + D1 S (4.2)
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Osservazione 4.3.2. Nella Definizione 4.3.1, si richiede ¢, € R, quindi
¢ € R per ogni i = 0,1,...,d. In paritcolare si assume che queste v.a.
possano prendere valori negativi oppure non interi. Osserviamo che questa
condizione riflette le ipotesi che sono state fatte sul mercato nel paragrafo
1.2.3. In particolare & possibile effettuare vendite o acquisti allo scoperto.
Poiché, come abbiamo visto, ¢, rappresenta la quantita investita nel titolo
i, queste quantitd ¢’ possono prendere valori negativi. Inoltre & possibile
acquistare frazioni di un bene finanziario, quindi le quantita ¢!, possono
prendere valori non interi.

Data una strategia ¢, ad essa si possono associare alcune quantita d’inter-
esse.

e [l valore, al tempo n, del portafoglio associato:

V(@) = (6, Sn) Zw Si.

e [l valore scontato, al tempo n, del portafoglio associato:
V(9) = (¢, Sn) Zaﬁ@ S

dove B B B
Sp=0+7)""8,=(1,8}...,589

¢ il vettore dei valori scontati dei prezzi. Da notare che la prima coordinata
di quest’ultimo e sempre uguale a 1. Da notare anche che, evidentemente,

Vo(¢) = Vo(9)
Nella classe di tutte le possibili strategie, particolare rilevanza hanno
quelle autofinanzianti, soddisfacenti alla seguente

Definizione 4.3.3. Una strategia ¢ e detta autofinanziante se per ogni
n=20,1,...,N —1siha

<¢n7 Sn> = <¢n+1u Sn>

Il significato di una strategia autofinanziante e abbastanza semplice. La
quantita (¢n, Sp) € la stessa cosa che la (4.1), cioe il capitale investito al
tempo n. Invece (¢n41,5n) € la stessa cosa che la (4.2). Dunque una strate-
gia & autofinanziante se ogni aggiustamento delle quote viene fatto senza
aggiunta o ritiro di capitale.

Osservazione 4.3.4. L'uguaglianza (¢, Sp) = (¢n+1,Sn) € equivalente a

<¢n+17 Sn+1 - Sn> = <¢n+17 Sn+1> - <¢n7 Sn>
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o anche
Vn—i-l(d)) - Vn(d)) = <¢n7 Sn+1 - Sn>-

Questa seconda uguaglianza e particolarmente indicativa: una strategia ¢
¢ autofinanziante se la variazione del portafoglio (guadagno se > 0, perdita
se < 0) Viyi1(¢) — Vi(¢) tra n e n + 1 dipende dalla variazione dei prezzi
Sn+1 — Sy e dalle loro quote ¢,, detenute al tempo n.

La proposizione che segue da un’ulteriore caratterizzazione delle strategie
autofinanzianti.

Proposizione 4.3.5. Le sequenti affermazioni sono equivalenti.
i) La strategia ¢ ¢ autofinanziante.
it) Per ognin =0,1,..., N,

Va(9) = Vo(o) + > (¢, AS;),
7j=1

dove AS; = S; — Sj_1 ¢& il vettore delle variazioni dei prezzi al tempo j.
i11) Per ognin =0,1,..., N,

V(@) = Vo(0) + 3 (65, A8;) = Vo(@)+ > (9} A5} 4+ 0 A (4.3)
i=1 j=1

dove AS = S Si—1=p;S; — Bj—1Sj—1 ¢ il vettore delle variazioni dei
prezzi scontati al tempo j.

Dimostrazione. (i) = (ii). Se ¢ ¢ autofinanziante allora, per 1’Osser-
vazione 4.3.4,

V() Z Vio1(9) = Vo(6) + > (05, AS)).

j=1

(i) = (i). Se vale (ii) allora

Vn+1(¢) - Vn(d’) = <¢na ASn+1>

e ancora I’Osservazione 4.3.4 garantisce che ¢ ¢ autofinanziante. B
(i) < (iii). Poiché (¢n, Sp) = (dni1,Sn) se e solo se (dn, Sn) = (dnt1,Sn),
basta procedere come sopra. La seconda uguaglianza in (i4i) segue immedi-
atamente dal fatto che AS? = B; S;-] — Bi-1 SJQ_I =0.

O

Osserviamo che la relazione (4.3) afferma, in particolare, che per una strate-

gia autofinanziante, il valore del portafoglio al tempo n non dipende dalle
quantita investite nel titolo non rischioso ¢9. Pili precisamente, si ha
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Proposizione 4.3.6. Siano ((¢L,...,d%))o<n<n un processo predicibile e
Vo una v.a. Fo-misurabile. Allora esiste un unico processo predicibile

(#2)o<n<n tale che ¢ = (8, 0L, ..., ¢%))o<n<n Sia una strategia autofi-
nanziante ed il valore del portafoglio associato a ¢ abbia valore iniziale Vjy:

Vo(¢) = V.
Dimostrazione. Il valore scontato del portafoglio associato a ¢ &
Va(9) = & + 03 S + -+ + 605

e abbiamo visto che ¢ € una strategia autofinanziante se e solo se
Va(@) = Vo(9) + 3 (8} AS) ++ -+ 9] ASY).
j=1
Se Vo(¢) = Vo, ¢ & dunque univocamente individuato da

0 =Tt S (615 1o+ g AGY) — (615144 6,5)
j=1

Vot S (AT 4 4 AF) — (B b+ L),

J=1

asta quindi mostrare che o<n<N € predicibile, ma questo & immediato,
Basta quindi most he (¢9)o<n<n © predicibil to & immediat
poiché si vede che ¢! & una funzione che dipende solo dalle quantita gb}; con
k<n, S; con j < n — 1, che sono tutte quantita .%, _1-misurabili.

O

Osservazione 4.3.7. Osserviamo che, se i prezzi scontati dei titoli rischiosi,
(Si)n, @ = 1,...,d fossero delle martingale, allora anche ogni portafoglio
scontato sarebbe una martingala. Infatti, per i = 1,...,d, il processo

20588, =2 05 (5~ 55)
=1 =1

risulterebbe essere una martingala trasformata.

Abbiamo visto che un portafoglio puo contenere anche quantita negative
di un titolo. Sara pero ragionevole imporre talvolta che esso debba comunque
avere un valore che sia globalmente positivo.

Definizione 4.3.8. Una strategia ¢ & detta ammissibile se & autofinanziante
e se Vp(¢) > 0 per ognin=0,1,..., N.

Possiamo ora formalizzare il concetto di arbitraggio, ossia la possibilita di
effettuare profitti senza rischio:
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Definizione 4.3.9. Una strategia di arbitraggio € una strategia ammissibile
¢, tale che il valore iniziale del portafoglio associato & nullo e il valore finale
¢ non nullo.

Una strategia ¢ quindi e d’arbitraggio se & autofinanziante se

Vo(¢) =0
Vi(¢) > 0 per ognin=1,2,...,N
P(Vn(¢) > 0) > 0.

4.4 Arbitraggio e martingale

E naturale porre la seguente

Definizione 4.4.1. Si dice che si € in assenza di arbitraggio o anche che
il mercato ¢ privo di arbitraggio se non ¢ possibile costruire strategie di
arbitraggio.

In questo paragrafo vedremo che la condizione di di assenza di arbitraggio
¢ equivalente ad una condizione molto interessante da un punto di vista
matematico.

Osservazione 4.4.2. La Definizione 4.4.1 si puo riscrivere in termini mate-
matici nel modo seguente. Sia I' la famiglia di v.a.

r= {X:Q—-R:P(X>0)>0}
= {X :Q—=R: X(w)>0 per ogni w ed esiste  t.c. X(w)> 0}.

Si tratta di un cono: se X € I', allora anche AXT per ogni A > 0. Inoltre I
¢ un insieme convesso: se 0 <t <1le X,Y €T, allora tX + (1 —¢)Y € T.
Allora si puo dire che il mercato & privo di arbitraggio se

per ogni strategia ammissibile ¢ tale che Vy(¢) = 0 allora Vy(p) ¢ T.

Lemma 4.4.3. Sia ((p),...,p%))n una sequenza predicibile a valori in RY
e sia
n
G(oh, .., p%) :Z(p}A§}+-~+p§A§f), n=0,1,...,N.
j=1

Se il mercato ¢ privo di arbitraggio allora Gn(p',...,p%) ¢ T.

Dimostrazione Supponiamo per assurdo che Gy(p',...,p%) € . Poiché
((pL,..., pﬁ))n ¢ predicibile, per la Proposizione 4.3.6 esiste un processo
predicibile (o)), tale che p = ((pg,p}w:.,pg))n ¢ una strategia autofi-
nanziante. Inoltre si ha G, (p",..., p?) = V,(p), con la condizione Vy(p) = 0.
Dunque, se fosse én(pl, ...,p%) > 0 per ogni n, p sarebbe una strategia
non solo autofinanziante ma anche ammissibile tale che P(Vy(p)) > 0) >
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0, dunque una strategia di arbitraggio, il che non e possibile. Dunque,
dev’essere

P(Gn(pt,...,p%) < 0) > 0 per qualche n < N.

Mostriamo che allora e possibile costruire una strategia di arbitraggio. Poni-
amo N
ng = sup{n : P(Gn(p',...,p% < 0) > 0}.

E chiaro che ng < N — 1, e inoltre si ha

P(Gry(ph, ..., p%) < 0) >0

Gn(p',....,pY) >0 perognin=ng+1,...,N

Poniamo A = {Gp,(p,...,p%) < 0} e definiamo il processo ¢ nel modo
seguente: per ¢ =1,...,d,

qj":{o sen <ng
n

piLlA se n > ng.

Verifichiamo che (¢%),, & predicibile: per n < ng si ha ¢!, = 0, dunque ¢!, =0
¢ .#,_1-misurabile; se invece n > ng, ¢!, & una funzione misurabile di pf,,
che & .Z,,_1-misurabile, e di éno (p',...,p%), che & Z,,-misurabile e quindi
anche .%,,_1-misurabile. Per la Proposizione 4.3.6, esiste un processo (¢9 )y,
predicibile, tale che ¢ = ((¢2, #L, ..., ¢%)), sia una strategia autofinanziante
di portafoglio scontato

Va(9) =3 (0] ASH+ -+ 0 ASY)
j=1
(abbiamo scelto Vp = 0). Sostituendo ¢, otteniamo facilmente

‘7(¢)_{0 se n < ng
" B (én(p) - éno(p)) 1A se n > nyg.

Poiché G, (p) > 0 per ogni n > ng, mentre Gy, (p) < 0 su A, ne segue che
ogni n, dunque ¢ & ammissibile e che P(Viy(¢) > 0) = P(Gy,(p',...,p%) <
0) > 0. Poiché Vy(¢) =0, ¢ & una strategia di arbitraggio.

Useremo nella dimostrazione del prossimo teorema il classico teorema di
separazione dei convessi, nella forma seguente:

Teorema 4.4.4. Siano K C R™ un insieme compatto e convesso e ¥ C R™
un sottospazio tali che K NY = . Allora, esiste A\ € R™ tale che

perognix € K Y00 gy >0
per ognixz € ¥V > Apap=0.
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In altre parole, il sottospazio ¥ & contenuto in un iperpiano chiuso che non
contiene K.
Per la dimostrazione e maggiori dettagli sul significato intuitivo di questo
risultato, si rimanda all’Appendice a questo capitolo (cfr. Paragrafo 4.9.1)
Vediamo ora il risultato principale di questo paragrafo. Esso prende il
nome di primo teorema fondamentale dell’asset pricing.

Teorema 4.4.5. Un mercato é privo di arbitraggio se e solo se esiste una
misura di probabilita P* equivalente a P tale che il vettore dei prezzi scontati
dei titoli Tischiost € una P*-martingala.

Ricordiamo che due misure di probabilita P e P* su (2,.%) sono equivalenti
se hanno gli stessi insiemi di misura nulla cioe se P(A) = 0 se e solo se
P*(A) = 0, per A € #. Ora, poiché supponiamo 2 finito, . = FZ(Q) e
P({w}) > 0 per ogni w € Q, in questo caso ovviamente P* ¢ equivalente a [P
se e solo se P*({w}) > 0 per ogni w € Q.

Inoltre, sempre perché € e finito, possiamo identificare ogni v.a. X su 2
con il vettore (X (w),eq. Indicheremo con R I'insieme di questi vettori.

Dimostrazione Prima parte: supponiamo che esista una misura di proba-
blita P* equivalente a P, tale che il vettore dei prezzi scontati ((S},...,S%)),
sia una P*-martingala e mostriamo che in tal caso il mercato ¢ privo di
arbitraggio.

Sia ¢ = (¢ )n una strategia ammissibile (ovvero, autofinanziante e tale
che V,,(¢) > 0 per ogni n). Allora, dalla Proposizione 4.3.5 segue che

Vi(0) (@) + > {#;,AS)).
7j=1

Poiché ¢, ¢ predicibile e (S’) ¢ una P*-martingala per ogni ¢ = 1,...,d,
(Vi(9))n € una P*-martingala (vedi I’Osservazione 4.3.7), dunque, in partl—
colare,

E* (Vi () = E*(Vo(9)),
dove con E* indichiamo ’aspettazione rispetto alla misura P*. Se supponi-
amo Vp(¢) =0, si ha N
E*(V(¢)) = 0.

Poiché per ipotesi ¢ & ammissibile, in particolare si ha Vy(¢) > 0. Dunque,
otteniamo Vy(¢) > 0 e E*(Viy(¢)) = 0: cid significa che necessariamente
P*(Vy(¢) > 0) = 0. Poiché P & equivalente a P*, si ha anche P(Vy(¢) >
0) = 0 ed otteniamo che ogni strategia ammissibile di valore iniziale nullo &
necessariamente tale che P(Vy(¢) > 0) = 0, dunque non esistono strategie
di arbitraggio.

Seconda parte: supponiamo che il mercato sia privo di arbitraggio e
dimostriamo l'esistenza di una misura di probabilita P* sotto la quale i
prezzi scontati sono una martingala.
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A tale scopo, utilizziamo la Proposizione 3.2.6: mostriamo che esiste una
misura P* equlvalente a P tale che per ogni Processo predicibile (p%), si ha
che E*(Zn 1 Pr ASE) =0, per ogni i = 1,...,d. E immediato vedere che
cio equivale a dimostrare che

E*(Gn(p)) = 0, essendo G (p (p; AS 4o gl A§g) (4.4)

||M2

per ogni processo predicibile ((p}, ..., p2)), a valori in R%. 1l Lemma 4.4.3
garantisce che Gy (p) ¢ I'. Ora, I'insieme

¥ ={Gn(p); ((p.,...,p))n processo predicibile},

& un sottospazio di R (cioe dell’insieme delle v.a. su 2) e, per il Lemma
4.4.3, ¥ NT'. Dunque, a maggior ragione, se poniamo

K={Xel;} oXw) =1}

si ha
Y NK =0.

E immediato verificare che K C R? & convesso e compatto, (¢ chiuso e
limitato) Possiamo dunque applicare il Teorema 4.4.4: esiste A € R tale
che

(a) se X € K allora ), A(w) X(w) > 0;
(b) se p ¢ un processo predicibile allora ) o A(w) Gn(p)(w) = 0.

Da (a) otteniamo che A\(w) > 0 per ogni w € Q. Infatti, il vettore X definito
X(w) =1e X(w) = 0 appartiene a K e la condizione (a) implica subito che
deve essere A(w) > 0. Definiamo allora la seguente misura di probabilita P*
su (2

P*({w}) = ¢ - Aw), dove cy = > AW

w'eN
Per ipotesi P*({w}) > 0 per ogni w, dunque P* & equivalente a P. Inoltre,
usando (b), otteniamo

=Y Grnp)W) P {w}) =" D Gn(p)(w) Mw) =0.

we weN

Riassumendo: abbiamo determinato una misura di probabilita P* equiva-
lente a PP tale che (4.4) & vera; poiché abbiamo visto che (4.4) garantisce che

((SL,...,5%), ¢ una P*-martingala, la tesi & dimostrata.
O
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Dunque, l'assenza di arbitraggio equivale all’esistenza di una misura P*
equivalente a IP sotto la quale i prezzi scontati sono P*-martingale. Le misure
P* che verificano tali proprieta sono dette misure equivalenti di martingala.

Osservazione 4.4.6. E utile osservare che, in assenza di arbitraggio, ogni
strategia autofinanziante di valore finale > 0 € necessariamente ammissibile,
cioe autofinanziante e tale che il portafoglio associato & sempre non negativo.
Infatti, se Vi (¢) > 0, allora anche Vy(¢) = (1 + 1) NVy(¢) > 0. Inoltre,
in assenza di arbitraggio esiste P* ~ P tale che (Sy), ¢ una P*-martingala,
quindi anche (V;,(¢)), € una P*-martingala (si veda I’Osservazione 4.3.7).
Allora, per ogni n < N,

V() = E*(Vw() | #) = 0,

poiché la speranza condizionata di una v.a. > 0 & sempre > 0. Dunque ¢ ¢
anche ammissibile.

Esempio 4.4.7. [La parita call-put| Vediamo ora che, in assenza di ar-
bitraggio, tra il prezzo dell’opzione put e quello della call (per uno stesso
strike e per una stessa maturita) vale una relazione fissa, che permette di
dedurre 'uno dall’altro.

Indichiamo con C, e P, rispettivamente il prezzo al tempo n di una call
e di una put, scritte sul bene sottostante di valore (Sp)n<n, aventi stessa
maturita N e uguale prezzo di esercizio K. In assenza di arbitraggio, vale
allora la seguente relazione

Cp—Pp=5,—K(147r)" W), (4.5)

nota con il nome di formula di parita call-put.

Per dimostrare la (4.5), supponiamo che il nostro mercato sia formato,
oltre che dal titolo non rischioso, dai seguenti titoli: il bene sottostante le
opzioni call e put, I’'opzione call e ’opzione put. In altre parole, supponiamo
che
Sl=s, S*=cC, S=P, n=0,1,...,N.

n
Se il mercato ¢ privo di arbitraggio, allora ((S1, 82, 53)), & una P*-martinga-
la, dunque anche (S2 — S3),, = (1 +7)""(Cp, — P,)), ¢ una P*-martingala:

(14 7)"(Cp — Py) = E* ((1 + 1) N(Cn — Py) ‘ ffn)

Ora, a maturita N dev’essere necessariamente Cy = (Sy — K)4+ e Py =
(K — SN)+, dunque Cny — Py = Sy — K esi ha

(L4 7)™ (Co = Pa) =E* (14 1) N (S = K) | 7).

Ora, poiché (Sy), ¢ anch’essa una P*-martingala, E*((1 + 1) NSy | %) =
(1+7)~™S,, dunque

(1+7)"™(Cpn—P)=1+7)"8, —(14+r) VK,
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da cui segue immediatamente la (4.5).
La formula di parita (4.5) si puo anche dimostrare direttamente usando
argomenti di arbitraggio: se la (4.5) fosse falsa, cioe se si avesse

Crn—Py > 8, —K (147r)" ™" oppure Cp— P, < Sp—K (1+7)" "),

allora ci sarebbe arbitraggio.

Cominciamo col supporre Cp,—P,, > S, —K (14+7)V~". Potremmo allora,
all’istante n, vendere una call e comprare una quota di bene sottostante ed
una put. Al netto, il bilancio dell’operazione &

Cp — P, — Sh.

Se questa quanta e positiva la investiamo nel titolo senza rischio. Se & neg-
ativa cio significa che abbiamo preso in prestito la quantita corrispondente.
In entrambi i casi questo capitale all’istante N vale

(Cp,— P, —Sp) (14 r)N’".
Ora, all’istante N,

e se Sy > K: la call ¢ esercitata, dunque cediamo 1'unita di sottostante
che possediamo e riceviamo un compenso pari a K (la put non ha
valore, dato che il prezzo di esercizio & inferiore a quello di mercato).
Dunque il bilancio finale dell’operazione ¢

K +(Co = Po = Sp) (1 4+1)V 7"
=1 +r)V(Ch = Py = Sy + K (1+7)"®) >0

e se St < K: esercitiamo la put, cedendo 'unita di sottostante al prezzo
K (la call non ha valore). Ci ritroviamo quindi con un capitale uguale
ancora a

K+ (C,—P,—5,)(1+rN™"
=1+ (Ch — Py — Sy + K (1+7)~NV=1) >

Dunque, in ogni caso, all’istante N si ha un profitto sicuro. Queste strategie
sono autofinanziate e di valore iniziale nullo. Se non ci fosse arbitraggio,
sarebbero anche ammissibili per 1’Osservazione 4.4.6. Avremmo dunque
costruito una strategia di arbitraggio. Dunque, supponendo l'assenza di
arbitraggio, non puo essere C,,—P,, > S, — K ( 1—1—7")*(N ~7)_ In maniera simile
si mostra che ’assenza di arbitraggio implica che non puo essere C,, — P,, <
S — K (14 7)-(N-n),
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So- (1+b)

|
|
|
| So-(1+a)

0 1

Figura 4.1: Il modello binomiale ad un periodo

Esempio 4.4.8. [Modello binomiale a un periodo: mancanza di
arbitraggio] Consideriamo il modello piu semplice. Supponiamo d = 1
(cioe un solo attivo) e che vi sia un solo periodo temporale, durante il quale
il prezzo dell’attivo possa crescere di un fattore 1+a oppure 1+b, —1 < a < b,
cioe (detto S il prezzo del titolo rischioso):

g — So-(14+a) con probabilita =p
b So - (1+b) con probabilith =1—p

dove Sy (deterministico) ¢ il prezzo iniziale (si veda la Figura 4.1). Si tratta
di un modello senza arbitraggio?

Possiamo supporre Q@ = {1 +a,1 + b}, F = .F = Z2(Q) e Si(w) =
So - w. Ovviamente, P({1 + a}) = p = 1 — P({1 + b}), dunque il modello
verifica le condizioni che abbiamo sempre richiesto se supponiamo p € (0, 1).
Una misura di probabilita P* ~ P dev’essere tale che P*({1 + a}) = p* =
1 —P*({1+b}), con p* € (0,1). Grazie al Teorema 4.4.5, possiamo dire
che I'assenza di arbitraggio equivale a determinare, se esiste, p* tale che il
prezzo scontato dell’attivo di base sia una martingala, cioe

E*((1+7)"1S1| %) = So (4.6)

Poiché %, ¢ la o-algebra banale, fare la speranza condizionale & lo stesso
che fare la speranza matematica. Si ha

EX((1+7)781) = (14 1) 7 (5"So(1 + @) + (1= p*)So(1 +))
Dunque perché (4.6) sia soddisfatta, deve essere
pl4+a)+(1—pA+b)=1+r

ovvero




Questo valore di p* risulta > 0seb>re <1lsea <r. Dunque 0 < p* <1
se e solo se a <7 < b.

Riassumendo, possiamo dire che questo (semplice) modello ¢ privo di
arbitraggio se e solo se a < r < b, e in tal caso P* & la probabilita definita
tramite P*({1 +a}) = p* =1 —P*({1 + b}), con p* = (b—1r)/(b—a). Os-
serviamo che esiste un solo valore p* che rende (4.6) vera, cio¢ che determina
una misura di martingala equivalente P*. Vedremo (cfr Esempio 4.5.6) che
tale proprieta sara particolarmente utile (da infatti quella che chiameremo
completezza del mercato).

4.5 Mercati completi e prezzo delle opzioni eu-
ropee

Abbiamo gia parlato di opzioni call e put europee. Ad esempio, una call
europea sul bene sottostante di prezzo S' da il diritto, ma non ’obbligo,
di acquistare il bene alla data N (maturita) ad un prezzo (di esercizio) K
fissato oggi (n = 0). Il valore della call ¢ dato da (S} — K)4. Il valore di una
put con uguale maturita e prezzo di esercizio, ¢ invece (K — Sy )4. Esistono
opzioni piu generali che le call e le put. Per citarne solo alcune, un’opzione
digital europea e un’opzione di valore

Lisi>ky

con N la maturita e K lo strike: il valore a maturita ¢ 1 se si osserva S}V > K
e nullo in caso contrario.

Un’opzione call sulla media aritmetica dei titoli di prezzo S',...,S% ha
valore

d
(Sy — K)4, essendo Sy = CllZS}V

=1
In questi esempi, il valore a maturita dipende solo da (S3;, ..., Sj‘{,), cioe dal
valore dei prezzi a maturita. Esistono anche opzioni pit complicate, il cui
valore ¢ funzione di tutta ’evoluzione (traiettoria) del processo dei prezzi
fino a maturita, cioe di ((S},...,5%)),<n. Questo tipo di opzioni & detto
path dependent, cioe dipendente dalla traiettoria. Un esempio tipico sono
le opzioni asiatiche: un’opzione asiatica call con maturita N e prezzo di
esercizio K sul sottostante di prezzo S! ha valore

LN
<NZ;SJ1 B K>+'
=

Dunque, si tratta di un’opzione call sulla media temporale del prezzo del

sottostante % Ej\le S ]1 Un altro tipo di opzioni path dependent & dato dalle
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opzioni con barriere. Ad esempio, una opzione call up-and-in sul primo bene
ha valore
(Sjl\/ - K)-l— 1{esiste n < N tale che S, > U}-

Qui, oltre alla maturita IV e al prezzo di esercizio K, occorre specificare la
quantita U: essa ¢ contrattualmente specificata (quindi, deterministica) e
rappresenta una barriera superiore. Una call up-and-in e quindi una normale
call purché pero esista n < N tale che S, > U, cioe purché il processo
S tocchi la barriera U entro listante di maturitd N. In caso contrario,
l'opzione ha valore nullo. Dunque, “up” significa che si lavora con una
barriera superiore e “in” significa che ’opzione si attiva se e solo se la barriera
viene toccata entro la maturita. Le altre opzioni con barriera sono quindi up-
and-out, down-and-in, down-and-out, e per ciascuna si puo proporre sia una
call che una put, ma anche un’opzione diversa (una digital, un’asiatica etc.).
Le cose si possono anche complicare con la doppia barriera, introducendo
cioe due barriere U (superiore) e L (inferiore).

Pitu in generale, possiamo dare la seguente

Definizione 4.5.1. Un’opzione europea di maturita N ¢ caratterizzata dal
suo valore h, detto anche payoff, che si suppone essere una v.a. non negativa
e Zn-misurabile.

A titolo di esempio, scriviamo il payoff h delle opzioni sopra riportate:
call:  h=(Sh — K)4;
put:  h = (K — S})s:
digital: ~ h = 1g1 >3
call su media aritmetica: h = (% Z?:l St — K)4;
N
(% Zj:l S]l - K)+;
call up-and-in: = (SJIV - K)4 1{esiste n < N tale che S, > U}»
put up-and-out: h = (K — S}V)Jr Liper ognin < N, S, < U}

call asiatica: =

In ogni caso, h € una v.a. non negativa e .%y-misurabile, perché & funzione
dei prezzi fino a maturita N e quest’ultimi sono .%y-misurabili.

L’obiettivo ora e quello di trovare il giusto prezzo delle opzioni. A tale
scopo, di fondamentale importanza e la seguente

Definizione 4.5.2. Un’opzione europea h si dice replicabile se esiste una
strategia ammissibile ¢ tale che Vi (¢) = h, cioe il cui valore finale del
portafoglio & pari al payoff dell’opzione.

Osservazione 4.5.3. Se il mercato ¢ privo di arbitraggio, perché un’opzio-
ne europea sia replicabile basta richiedere Vy(¢) = h per qualche strategia
autofinanziante ¢. In sostanza, in assenza di arbitraggio se Vi (¢) = h per
una strategia autofinanziante ¢ allora ¢ € ammissibile. Infatti, ripetendo le
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argomentazioni dell’Osservazione 4.4.6, in assenza di arbitraggio ((Vi,(¢))n €
una P*-martingala, per ogni misura equivalente di martingala P* e per ogni
strategia autofinanziante ¢. Quindi, se Vy(¢) = h > 0 allora

Va(¢) = E*(V(¢) | F0) = E* (L +7) N h|Fn) > 0

perché (1 +7)"N A > 0. Quindi anche V,,(¢) > 0 e V,,(¢) > 0 per ogni n e
dunque ¢ e anche ammissibile.

Definizione 4.5.4. Un mercato si dice completo se ogni opzione & replica-

bile.

L’ipotesi di completezza del mercato e piuttosto restrittiva ed inoltre, a dif-
ferenza della nozione di arbitraggio, non ha un chiaro significato finanziario.
Tuttavia, studieremo nel prosieguo mercati completi, perché questa richiesta
garantisce lo sviluppo di una teoria matematica piuttosto semplice che con-
sente di studiare e calcolare il prezzo e la copertura delle opzioni (e questa
¢ senz’altro una buona motivazione!).

Il teorema che segue, noto come il secondo teorema fondamentale del-
lasset pricing, caratterizza il concetto di completezza del mercato quando
ci si trovi in assenza di arbitraggio:

Teorema 4.5.5. Un mercato privo di arbitraggio é completo se e solo se
esiste un’unica misura di martingala equivalente P*, ovvero un’unica misura
di probabilita P* equivalente a P e tale che i prezzi scontati dei titoli rischiosi
sono P*-martingale.

Dimostrazione. Prima parte: assumiamo che il mercato sia privo di arbi-
traggio e completo e dimostriamo che esiste un’unica misura equivalente di
martingala.

Il Teorema 4.4.5 garantisce l'esistenza di una misura di martingala equi-
valente. Supponiamo ne esistano due: P; e Py. Indichiamo con E; la me-
dia valutata sotto P;, i = 1,2. Il Corollario 4.4.6 garantisce che, per ogni
strategia autofinanziante ¢, il valore scontato del portafoglio V,,(¢) & una P;-
martingala. In particolare, poiché la v.a. Vy(¢) & Fp-misurabile e dunque
costante,

E1(Vv(9)) = Vo(¢) = Ea(Viv(9)).

Poiché il mercato ¢ anche completo, per ogni v.a. h > 0 esiste una strategia
autofinanziante ¢ tale che Vi (¢) = (1+7)~" Vy(¢) = (1+7)~ h. Dunque

Ei((1+7)"Vh) =Ey((14r)"Vh)

per ogni v.a. h non negativa, che sia .%y-misurabile. Ora, poiché per ipotesi
FNn = .F, possiamo scegliere h = (1 + 1)V 14 per ogni A € .Z, ottenendo

Pi(A) =P2(A) perogni Aec.Z,
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da cui segue che P; = Ps.

Seconda parte: supponiamo 'assenza di arbitraggio e, per assurdo, che
il mercato non sia completo; dimostriamo che non esiste una sola misura di
martingala equivalente P*.

Se il mercato non ¢ completo, esiste almeno un’opzione di payoff h che
non e replicabile. Inoltre, poiché il mercato & privo di arbitraggio, esiste una
misura di martingala equivalente P*.

Al variare di ((¢L,...,¢%)), processo predicibile su R% e di Vj v.a. .Zo-

misurabile, sia % l'insieme delle v.a. della forma
~ N ~ ~
On(@, 6% Vo) = Vo + 3 (8h ASL + -+ ASY).
j=1

Per ogni ((¢L,...,¢%)), processo predicibile su R? e per ogni Vp v.a. Fo-
misurabile, la Proposizione 4.3.6 garantisce 1’esistenza di un processo predi-
cibile (¢9), tale che ¢ = ((¢°, ¢k, ..., ¢%)), & una strategia autofinanziante
e Un(¢', ..., 0% Vo) = 1/B8a Un(6, ..., ¢% Vo) = Vn(¢). Abbiamo quindi

le seguenti conseguenze.

e h-(1+7r)N¢ U e quindi % & un sottoinsieme stretto dell'insieme
R® delle v.a. su (Q,.%). Infatti, per ipotesi h non & replicabile: non
esiste alcuna strategia autofinanziante ¢ tale che Vy(¢) = h (si ve-
da anche 1'Osservazione 4.5.3). Poiché abbiamo visto che Vy(¢) =
Un(¢', ..., 9% V), segue che h non & della forma Un (', ..., ¢% Vo),
cioe h ¢ U.

e Poiché (V,,(¢))n ¢ una P*-martingala (Osservazione 4.4.6), E*(Vi(¢))
=E*(Vp) , quindi possiamo dire

E*(U) = E*(Vp) per ogni U = Un(¢',...,04 Vo) e %.  (4.7)

Ora, definiamo su R® il seguente prodotto scalare?
RYxR? 5 (X,Y) — E*(XY),

dove E* denota, al solito, I'aspettazione sotto P*. Allora, essendo U un
sottoinsieme stretto di R, esiste un elemento X € € non nullo ortogonale

awU:

E*(X U) = 0 per ogni U € %. (4.8)
Poiché in particolare U=1€eu% (basta prendere ¢! = 0 per ogni i =
1,...,den=0,1,...,NeVp=1), da (4.8) si ha

E*(X) = 0. (4.9)

2La verifica che si tratta effettivamente di un prodotto scalare & immediata.
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Ora, definiamo

Pr()) = (14 5 ) P D, wen

dove si & posto || X ||ec = Sup,eq | X (w)], e osserviamo che:

1. P** & una misura di probabilita: P**({w}) > 0 per ogni w (perché
P*({w}) >0e 1+ X(w)/(2]|X||oo) > 0) e, ricordando la (4.9),

S OP(wh) = > Pr(wh) + Z () P*({w})
WEN weN 2||X||°°
1

S E(X) = L;
20X

=1+

2. P** & equivalente a P*: abbiamo visto in 1. che P**({w}) > 0 per ogni
w € Q;

3. P** & diversa da P*, perché X & non nulla;
4. posto E** la media sotto P**, per ogni U € siha
E*(U) = E*(Vo) per ogni U = Un(¢',...,6% Vo) € Z.

Infatti, tenendo presente (4.7) e (4.8),

wEQ
=Y UWP{wh+ 2||X|| ZU w) P*({w})
we e
:E*(ﬁ)erE*(ﬁX):E*(%).

Riassumendo: abbiamo determinato una misura di probabilita P** diver-
sa da P* ma equlvalente a P* tale che (si prenda nel punto 4. U = U N(qﬁl
$%, Vo) € % con Vy = 0)

E**(i<¢;A§;+---+¢ﬁA§;‘f)) ~0

j=1

per ogni processo predicibile ((¢L, ..., ¢%)),. La Proposizione 3.2.6 assicura
che (gi, o ,§Z> e una P**-martingala. Cio prova che esistono due diverse

misure di martingala equivalenti, e la dimostrazione ¢ completata.
O
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So- (1+b)

So-(1+c¢)

—_— — - —— — — —

So-(1+a)

0 1

Figura 4.2: 1l modello trinomiale ad un periodo

Esempio 4.5.6. [Modello binomiale a un periodo: completezza] Tor-
niamo all’Esempio 4.4.8: supponiamo d = 1 (cioe un solo attivo) e che vi sia
un solo periodo temporale, durante il quale il prezzo dell’attivo puo crescere
di due fattori. Usando le notazioni dell’Esempio 4.4.8, si sta supponendo
g So-(14+a) con probabilita =p
R (14+b) con probabilita =1—p
dove Sy (deterministico) ¢ il prezzo iniziale. Si tratta di un modello com-

pleto? La risposta ¢ si: come sottolineato nell’Esempio 4.4.8, p* da 'unica
misura di martingala equivalente.

Esempio 4.5.7. [Modello trinomiale a un periodo] Proviamo a com-
plicare il modello binomiale, inserendo un’altra possibilita di salto per il
prezzo dell’attivo. Supponiamo quindi che d = 1 e che vi sia un solo periodo
temporale durante il quale il prezzo dell’attivo possa crescere di tre fattori
(si veda la Figura 4.2):

So-(14+a) con probabilita =p
S1 =4 So-(14¢) con probabilith =1—p—gq
So - (1+b) con probabilita = gq

dove Sy (deterministico) ¢ il prezzo iniziale, p,q > 0 e tali che p + ¢ < 1.
Problema: & un modello senza arbitraggio? E completo?

Come mostrato in figura, supponiamo a, b, c tali che —1 < a < c < b e,
analogamente al modello binomiale, ¢ naturale prendere Q = {1+a,1+b,1+
c}. Procediamo ancora come nel modello binomiale: occorre determinare
una coppia p* e ¢* tali che p*,¢* > 0 e p* + ¢* < 1 e tali che

E*((1+1)7"81) = So,
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essendo E* la media sotto la probabilita P* definita da: P*({1 + a}) = p*,
P*{1+b})=q" e P*({1+¢c}) =1—p* —q*. Ora, E*(S1) = So(1 + a)p* +
So(L+b)g* + So(1+¢)(1 — p* — q*), dunque dev’essere

(L+a)p" + (1 +b)g" + L+ )L —p* —q') = 1+,
0 equivalentemente
platqb+(l—p"—q)e=r.

Si tratta di una equazione lineare nelle incognite p* e ¢* soggette ai vincoli
p*,q* > 0ep*+¢* < 1. In particolare, si tratta di una combinazione lineare
convessa dei punti a, b e ¢: al variare dei coefficienti p*, ¢* e 1 — p* — ¢* si
ottiene tutto 'intervallo di estremi (esclusi) min(a, b, c) = a e max(a,b,c) =
b. Dunque, tale equazione ha soluzione se e solo se r € (a, b): questo modello
¢ privo di arbitraggio se e solo se a < r < b. In tal caso, possiamo anche
dedurre che non c’e¢ completo: se infatti esiste una soluzione dell’equazione
sopra scritta, allora ne esistono infinite. In altre parole, esistono infinite
misure di martingala equivalenti, cioe il modello non & completo.

Supponiamo ora che il nostro modello di mercato sia privo di arbitraggio
e completo, dunque esiste un’unica misura di martingala equivalente P*. Sia
h un’opzione, con maturita IV, cioé¢ una v.a. non negativa e .%y-misurabile.
Allora esiste una strategia autofinanziante (ammissibile) ¢ che replica I'op-
zione, cioe tale che h ¢ il valore finale del portafoglio associato a ¢:

Vn(®) = h.

Inoltre, il valore scontato Vi, (¢) di Vi(¢) & una P*-martingala. Di con-
seguenza,

Vo(9) = E*(Vn()) =E*((1+7) " h),

e piu in generale Vn(gb) = E*(VN(gb) | #,), che si puo riscrivere, per n =
0,1,...,N,
Va(@) =E*((1+ 1) V0| 7). (4.10)

La strategia ¢ prende il nome di strategia replicante I’opzione ed il portafo-
glio V,,(¢) ad essa associata ¢ detto portafoglio replicante.

La (4.10) dice che il valore del portafoglio replicante & univocamente de-
terminato, in ogni istante, dalla maturita N e dal payoff h. Inoltre, la (4.10)
quantifica la ricchezza che necessita avere al tempo n per avere (replicare)
h a maturith N. E quindi naturale stabilire il prezzo dell’opzione al tempo
n pari alla quantita definita in (4.10).

In altre parole, se all’istante iniziale il compratore da al venditore un
ammontare pari a

E*((l +r)N h)
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(cioe, al valore in (4.10) con n = 0) e se il venditore segue la strategia
replicante ¢, allora al tempo N € in grado di generare una quantita di
denaro pari ad h, ossia al valore dell’opzione. In altre parole, seguendo
questa strategia il venditore ¢ in grado di coprire esattamente ’opzione.

Chi compra 'opzione deve quindi spendere un ammontare di denaro pari
aE*((1+7)~" h). Colui che invece vende I’opzione, per coprirsi da eventuali
perdite, deve possedere un portafoglio dato da E*((1 4 »)~N=") h|.%,), il
quale, a sua volta, si costruisce seguendo una strategia di copertura ¢.

Se si interviene nel contratto ad un istante n qualsiasi, facendo consid-
erazioni analoghe possiamo dire che il giusto prezzo dell’opzione al tempo n
e

E* ((1 4y~ ‘ ffn)

Ora, la strategia di copertura e un oggetto fondamentale. Al momento,
sappiamo che esiste ma fino ad ora non e stato possibile determinarla, né
caratterizzarla in qualche modo. Comunque, nel prossimo paragrafo intro-
durremo un modello (discreto) in cui sara possibile calcolare esplicitamente
la copertura delle opzioni call e put.

Infine, osserviamo che il calcolo del prezzo di un’opzione coinvolge esclu-
sivamente la misura di martingala equivalente P*, e non quella originaria P.
Avremmo quindi potuto sviluppare la teoria esclusivamente considerando
uno spazio misurabile (£2,.%) su cui sia definita una filtrazione (.%,),. In
altre parole, si puo non citare mai la misura P, che poi rappresenta la vera
probabilita sul mercato finanziario.

Concludiamo il paragrafo ritrovando (cfr Esempio 4.4.7), a partire dalla
formula del prezzo, la formula di parita call/put: se C), e P, sono rispetti-
vamente il prezzo al tempo n di una call e di una put con uguale maturita
N e stesso prezzo di esercizio K, allora, in un mercato privo di arbitraggio
e completo, vale la seguente relazione:

Con—Po=5—K((1+r) W), (4.11)

Infatti, dalla (4.10) segue che

Co =E*(L+7r)"N=(Sy, —K)|.F) e

Py =E*((1+7)" WK = Sy)+ [ Fa),
dove P* denota 'unica misura equivalente di martingala. Allora,

Cro = P = (14 7) NI E[(Sk = K)4 — (K — Sk)+ | 7] =
=1 +7r) NV E(Sy - K| F) =
=1+ V(A +r)VE(Sy | F) - K) =
= (147" M (A +r)NS - K) =8 - K (1+7r)~ @),

cioe la formula di parita.
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4.6 Il modello di Cox, Ross e Rubinstein

In questo paragrafo studieremo il modello di Cox, Ross e Rubinstein, nel
seguito scriveremo brevemente modello CRR, versione discreta del ben piu
famoso modello di Black e Scholes.

In questo modello, si suppone d = 1. Sul mercato sono quindi presenti
due titoli: il titolo non rischioso, di prezzo S = (1 + )", e quello rischioso,
di prezzo S,. Si suppone che S, si evolva nel modo seguente: tra due istanti
consecutivi, n e n + 1, la variazione percentuale del prezzo assume due soli
possibili valori, a € b, con —1 < a < b. In formule,

ASnJrl
Sn
Sn+1 a valori in {S,(1+a), S, (1 +b)}

a valori in {a,b}, o equivalentemente

11 valore iniziale Sy ¢ dato (dunque, deterministico). Se poniamo Ty = Sy
epern>1,T,=S5,/S,-1, allora

T, a valori in {(1+a),(1+b)} ed inoltre S,, = So T4 - - - Tp,.

Un modo di prendere l'insieme di tutti i possibili stati e allora quello di

porre
Q={1+a,1+0b}".

Ovviamente, per w = (w1,...,wy) € Q, si ha
Th(w)=w, e Sp(w)=8Ti(w) - Th(w)=Sowr---wn.

Prendiamo .7 = Z(2), cosicché le funzioni fin qui definite sono variabili
aleatorie. Costruiamo ora la filtrazione. Poniamo %y = {(),Q2} e per n > 1
definiamo®

Fn=0(51,...,5,) =c(Th,...,Tp).

Osserviamo che si ha®? Zy = .Z.

Riassumendo, abbiamo costruito uno spazio misurabile (£2,.%), una fil-
trazione (% )o<n<n € due processi (Ty)o<n<n € (Sn)o<n<n adattati al-
la filtrazione. Sottolineiamo che non supponiamo che le v.a. 7T; siano
indipendenti, né che siano equidistribuite.

Ora occorrerebbe definire una misura di probabilita P su (£2,.#). Come
abbiamo gia osservato alla fine del paragrafo precedente, allo scopo di prez-
zare opzioni sul sottostante .S non interessa quale sia la misura di probabilita

40sserviamo che effettivamente o(S1,...,5,) = o(T1,...,Tn). Tale asserzione
segue dalla Proposizione 2.1.14 o anche, e immediatamente, dall’Esercizio 2.9. Infat-
ti, poiché (Ti, ...,Tn) = (S1/So,...,Sn/Sn—1) & funzione misurabile di (Si,...,S),
si ha o(T1,...,Tn) C o(S1,...,Sn). Analogamente, da (S1,...,5,) = (SoT1,SoT1T%,
ooy STy -+ - T),) segue che o(S1,...,50) Co(Th,...,Tn).

*Infatti, Fn = o(T1,...,Tn) = c({{w} : w € Q}) = P(Q) = Z.
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P. Piuttosto, € importante conoscere la misura di martingala equivalente P*,
una volta che avremo dimostrato che non c’e arbitraggio e che il mercato e
completo. Quindi, per il momento non specifichiamo chi sia P. Diciamo solo
che P € 2, dove

2 ={Q : Q & una probabilita su (Q,.7) e Q({w}) > 0 per ogni w € Q}

Presa P € 2, ovviamente & possibile calcolare la distribuzione congiunta di
(Th,...,Ty) edi (S1,...,SN). Infatti,

P(Tl =t1,...., Iy = tN) = P({w})7

4.12
con w = (t1,...,ty) € {1 +a,1+b}", (412)

P(Slzsl,...,SN:SN):P<T1:%,...,TN: SN ):P({W})

SN-1
con w = (51/80,...,sn/sn-1) € {1 +a,1 +b}".
(4.13)
La figura 4.6 mostra 'insieme di tutte le possibili traiettorie (Sy)n<n,
con N = 3. Si noti che esse formano un albero; un cammino percorribile
sull’albero rappresenta ovviamente una possibile traiettoria.

I I
I I
I I
0 n=1 n=2 n=3

Figura 4.4 L’albero formato da tutti i possibili cammini di (Sy)o<n<s.

4.6.1 Assenza di arbitraggio e completezza

Abbiamo gia osservato che ¢ di fondamentale importanza trovare quelle che
abbiamo chiamato misure equivalenti di martingala. Nel lemma che segue,
ne diamo una caratterizzazione.

Lemma 4.6.1. Sia P* € 2. Il processo di prezzo scontato (Sy)n € una
P*-martingala se e solo se

E*(Thy1| Fn) =141, perognin=0,1,...,N —1.
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Dimostrazione. (S,), = ((1+7)™"S,), € una P*-martingala se e solo se
E*(1+7)" "8, 1| %0) = (1+7)""S,, perognin=0,1,...,N—1,

cioe 1
S—E*(SnJrl | #,)=14r, perognin=0,1,...,N—1.
n
Ora, poiché S,, ¢ %, -misurabile, si ha
1
Sn,

Sh .
B (Sur1 | Fn) = B* (S5 | £0) = B (Tt | ),

da culi la tesi.
O

Vediamo ora quali sono le condizioni da imporre perché il mercato de-
scritto da questo modello sia privo di arbitraggio.

Proposizione 4.6.2. Perché il modello CRR sia privo di arbitraggio é
necessario che a e b siano tali che

a<r<hb.

Dimostrazione. Supponiamo che il mercato sia privo di arbitraggio. Allora
(cfr. Teorema 4.4.5) esiste una misura di probabilita P* equivalente a PP, cioe
P* € 2, tale che il processo del prezzo scontato del titolo rischioso € una P*-
martingala. Quindi, per il Lemma 4.6.1, dev’essere E*(Ty,41 | %) = 1+,
da cui segue che

E*(Thi1) = B*[B* Ty | )] = 147

Ora, E*(Th41) = (14a) p;+(1+0b) pf, dove p;; = P*(T,41 = 1+a) = 1—p; =
1 —P*(T+1 = 1+ b). Osserviamo che poiché P* € 2, dev’essere p; > 0 e
py > 0. Ma (14 a)p; + (1 +b)p; € una combinazione lineare convessa di
14 a e 14 b, dunque assume valori tra il minimo, 1+ a), e il massimo, 1+ b.
Inoltre gli estremi non possono essere raggiunti, perché p? = 1—p; € (0, 1).
Dunque deve essere

I+r=>04+a)p,+(1+b)py € (1+a,1+Db).

Dunque, r € (a,b).

Alternativamente, supponiamo per assurdo r ¢ (a,b) e mostriamo che &
possibile costruire una strategia di arbitraggio.

Supponiamo r < a. In questo caso, al tempo 0 prendiamo in prestito un
ammontare pari a Sy, cosi da poter comprare il titolo rischioso, e al tempo
N restituiamo il denaro preso in prestito. Questa strategia (¢7, ¢,) si puo
riassumere cosi:

¢2 = _SO ¢n =1
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In ogni istante n, il valore del nostro investimento &
Vo =5Sn—So(1+1m)".

In particolare, Vy = 0 e Viy = Sy — So (1 4+ ). Ora, poiché S, > Sy (1 +
a)® > So (1 +7)", V, >0 per ogni n, la strategia & ammissibile, ed inoltre®
P(Vy > 0) > 0, cioe & una strategia di arbitraggio. Dunque dev’essere r > a.

Analogamente si prova che’ r < b, da cui I'assurdo.
O

D’ora in poi supporremo a e b fissati in modo che si abbia a < r < b. Dunque,
d’ora in poi supporremo che il modello CRR sia privo di arbitraggio.

Proposizione 4.6.3. Supponiamo a < r < b e poniamo

p:b—a'

Allora, se P* € 2, (Sp)n € una P*- martingala se e solo se sotto P* le v.a.
T1,...,Tn sono i.i.d. e tali che

PYT,=1+a)=p=1—P*T,=1+b).

Dimostrazione. Supponiamo che sotto P* le v.a. Ti,...,TxN siano i.i.d.
e tali che P*(T,, = 1+a) =p=1—-P* T, = 1+10b). In tal caso, T),+1 ¢
indipendente da o(T1,...,T,) = %,, quindi

]E*(Tn+1|gzn) = E*(TnJrl) = (1 —|—a)p+ (1 +b) (1 _p) =1+r

e dalla Proposizione 4.6.1 segue che (Sy,), ¢ una P*-martingala. Mostriamo
che P* € 2: da (4.12), per ogni w € Q = {1 +a,1 + b},

N
P*{w}) =P (Th =wi,...,ITn =wn) = H P*(T,, = wy)
n=1

=p*1-pN >0

dove k = #{n;w, =1+ a}, poiché 0 < p < 1. Quindi P* € 2.
Viceversa, supponiamo che (§n)n sia una P*-martingala, con P* € 2.
Allora, dalla Proposizione 4.6.1 segue che E*(T},41 | %#,) = 1 + r, quindi

1+ r=E(Tht1| Zn) =
=1+a)P(Thr1=14a|F)+ 1+ P (Thr1 =1+b|%,) =
= +a)p,+(1+0)(1-pp)

SInfatti, se @ = (1 +b,...,1+b) allora Vi (@) = So (1 +b)" — So (1 4+ 7)™ > 0, quindi
P(Vx > 0) > P({@}) > 0.
Basta ripetere lo stesso ragionamento invertendo i ruoli al titolo rischioso e a quello
non rischioso.
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dove abbiamo posto p}, = P*(T,41 = 1+ a|.%,), da cui ricaviamo

__b—r

—a

Ora,

P*(Ths1 =14 a) = E* Iy, =14a}) = B [E*(Ly1,,, —140) | Fn)]

da cui segue che P*(T,, = 14+a) = p = 1 —P*T, = 1+ b) per ogni
n =1,...,N. Mostriamo ora che T1,..., Ty sono indipendenti. Poniamo
pp=pset=1+aep =1—pquandot=1+b. Allora, per (t1,...,tn) €
{1+a,1+b}", siha

]P)*(Tl = tl) e 7TN = tN) = ]E* [E*(l{letla---7TN:tN} | cgzN_l)]
= E* [1{T1:t1,...,TN71:tN71} P*(TN = tN | jN—l)] =

= Dty ]E*(1{T1:t1,...,TN71:tN71}) =

=Pin Py, P =P (T =t1)--- ,P*(Ty =tn)

da cui segue che, sotto P*, le v.a. T1,..., TN sono indipendenti.
O

Riassumendo, la Proposizione 4.6.2 garantisce che, per a < r < b, il mer-
cato ¢ privo di arbitraggio, grazie al primo teorema fondamentale dell’as-
set pricing, Teorema 4.4.5; la Proposizione 4.6.3 garantisce che la misura di
martingala equivalente € unica, dunque per il secondo teorema fondamentale
dell’asset pricing, Teorema 4.5.5 il modello CRR e completo. Dunque

Teorema 4.6.4. Se a,b sono tali che a < r < b, il modello CRR ¢& privo di
arbitraggio e completo.
4.6.2 Prezzo e copertura delle opzioni nel modello CRR

Vediamo in questo paragrafo come si possono calcolare i prezzi delle opzioni
e determinare i portafogli di copertura nel modello CRR. Consideriamo per
cominciare un’opzione il cui payoff sia una funzione di Sy, cioe

h = F(Sn) (4.14)
Si tratta di un caso che copre gli esempi delle opzioni put e call, per le quali
si ha F(z) = (K — )4 e F(x) = (x — K)4 rispettivamente.
Per la (4.10), il prezzo dell’opzione (4.14) ¢ dato da

Cp = (1+7)"WVE[F(Sy) | Zn),
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dove E* ¢ la media fatta sotto la misura di martingala equivalente P*. La
Proposizione 4.6.3 assicura che, sotto P*, T1, ..., T sono indipendenti, quin-
di Tj,41 - - - Ty € indipendente da %,. Ricordando che Sy = S, Tyy41 -+ TN
e che S, ¢ .%,-misurabile, otteniamo

Cr(L+ 1)V =E*[F(Sy) | F] =
=E*[F(Sp Tpi1- - InN) | T =E*[F(x Tpy1 - Tn)] | :

=S,

(4.15)

da cui segue che C), = ¢(n, S,) con
c(n,z) = (1+7) N YE [F(a Ty Tn)].

Ora, la v.a. Tpy1---Ty pud assumere i valori (1 + a)’ (1 + b)¥="77 con
probabilita pari alla probabilita che j v.a. tra T,41,...,TxN assumano il
valore (1+ a) e le rimanenti N —n — j assumano il valore (14 b), al variare
dije€{0,1,...,N—n}. Poichéle T),;1,..., Ty sono indipendenti, cid accade

con probabilita pari a (N]— n) P (1 —p)N="=7. Dunque,

E*[F(z Thy1---Tn)| =

- (4.16)

—~ /N — . . . )
(% ") (=Y Fa( 4+ a) (14 0)Y ),
=0 7
Cerchiamo ora di vedere come si puo fare la copertura dell’opzione. La
strategia replicante ((¢2, #,))n deve essere tale che V;,(¢) = C,,, quindi

¢2 S0+ ¢ S = (n, Sp).

Considerando le due possibilita S,, = S,,—1 (1 +a) oppure S, = Sp—1 (1+b),
otteniamo che deve essere

¢91 (1 + r)n + ¢n Sn—l (1 + CL) = C(Tl, Sn—l (1 + a)),

@0 (14+1)" + ¢ St (1 +b) = c(n, Sn_i (1 +b)). (4.17)

Si vede subito che questo sistema lineare nelle incognite @9, ¢, ha sempre
soluzione ((la matrice dei coefficienti ha evidentemente rango 2, almeno se
a # b). Inoltre & chiaro che la soluzione dipende ¢ una funzione della sola
v.a. Sp_1, per cui essa ¢ .%,_1-misurabile. Sottraendo la seconda equazione
alla prima,
c(n,x(14+b)) —c(n,z(1 4+ a))

z(b—a) ‘a;:Sn,l

d)n:

Come previsto, ¢, ¢ funzione della sola v.a. S,,_1, ed ¢ effettivamente .%,,_1-
misurabile. Quindi il processo (¢y,), € predicibile. Sostituendo, nella prima

89



delle equazioni (4.17), il valore di ¢, appena ottenuto, si trova che ¢y =
A%n, S, — 1), con

qmmu+w)—dmwu+a»>:

A(n,z) = (1+r)_”(c(n,x(1+a)) - +(b—a)

1+b 1
(1+ﬂﬂ%bjadmxﬂ+a»—ijdmxﬂ+@0
e ritroviamo che anche (¢?),, & un processo predicibile. La funzione

c(n,z(1+b)) —c(n,z(1+a))
z(b—a)

Xr —

si indica anche tradizionalmente A(n, x) e si chiama il delta. Ad uno sguardo
attento, essa misura la sensibilita della variazione del prezzo dell’opzione al
tempo n rispetto ad una variazione del prezzo del titolo di base.

Vediamo ora un altro aspetto del modello CRR, che portera a formulare
una procedura numerica per la determinazione del prezzo delle opzioni della
forma (4.14). Con un po’ di lavoro, questo metodo puo portare a procedure
di calcolo per opzioni pitt complicate.

Abbiamo visto, nella prima parte di questo paragrafo, che il prezzo al
tempo n delle opzioni della tipo (4.14) & della forma ¢(n, S,). E immediato
che il processo

(L+7)"c(n, Sp))n (4.18)

¢ una P*-martingala. Infatti il prezzo al tempo n coincide con il valore al
tempo n del portafoglio di copertura, dunque il processo in (4.18) non &
altro che il portafoglio attualizzato.

Vale dunque la relazione

E*[(1+7)" " Ve(n + 1, Sps1) | Fn] = (1+7)"c(n, Sn)
Ma
E*[e(n+1,Sn1) | Fn] =E*[c(n + 1, S5 Thi1) | )
La v.a. S, & %,-misurabile, mentre 7,11 ¢ indipendente da .%,. Inoltre

P*(Th41 =1+4a) =p*, P*(T4+1 =1+ b) =1 — p*; dunque si ha

E*[e(n+ 1,8 Ths1) | Fn] =E*[c(n+1,2T41) | fn]‘ _g =

= (1 =p")c(n+1,5,(1+ b)) +pc(n+1,5(1 +a))
Si trova dunque la formula di ricorrenza

1
147

c(n,z) = ((1 —pYe(n+1,2(14+0)) +p'e(n+ 1, z(1 + a))), (4.19)
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che permette di calcolare “all’indietro” i valori di ¢(n,z) lungo ’albero.
Infatti il valore al tempo N del prezzo dell’opzione & ovviamente dato da

da questa relazione e dalla (4.19) si ricavano i valori di ¢(N — 1, ) e cosi via
all’indietro nel tempo fino a trovare il valore del prezzo al tempo 0

|
|
,
t t

1 n=2 n=3

Figura 4.6 Esempio di calcolo all’indietro per un modello a tre periodi, per un’opzione
che vale 1 per S3 = So(1+b), 0.5 per S3 = So(1+b)?(14a) e 0 per gli altri due possibili
valori di S3. I valori numerici qui sono: a = —0.1, b = 0.2, » = .02. Ne segue p* = .6.

La Figura 4.6 illustra il calcolo con lo schema appena descritto. Ad
esempio il valore 0.686 che compare in uno dei nodi, viene ottenuto da

1
0.686 = —— ((1—p*) - 1+p*-0.5) =

1-0.4+40.5-0.6)
1+7r

1
1.02 (
A titolo di verifica, calcoliamo il prezzo dell’opzione al tempo 0 con la formule
(4.15) e (4.16):

Co=(1+ r)*3((1 P14 <?>p*(1 —p*)Z) —0.196

4.6.3 Passaggio al limite e la formula di Black e Scholes

Le formule precedenti sono abbastanza soddisfacenti, ma richiedono co-
munque di essere aggiustate al mercato. In particolare per essere usate
in pratica e necessario stabilire i valori di a e b. Cio si puo fare in concreto,
vedremo pero ora che, facendo crescere il numero di periodi N all’infinito,
ed aggiustando convenientemente i valori di 7, a e b, si pud giungere ad
espressioni per il prezzo delle opzioni e per i portafogli di copertura che sono
semplici e sono facilmente interpretabili. Troveremo in particolare la formu-
la di Black-Scholes, che ha costituito un po’ il punto di partenza di tutta
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la moderna teoria dei modelli finanziari. In pratica supponiamo di suddi-
videre l'intervallo temporale in N sotto periodi, nei quali il comportamento
dell’attivo di base segue un modello CRR.

At=T/N
0 —N— T
f T T T T T T T 1
to 3] to 29 tnt1 tN

Ipotesi. 1) Supporremo r = ry, con

_ BT

~ (4.20)

N

Dunque il prezzo del titolo non rischioso SNy
0,N
Syt = 4ry)" = (1+ )"

Cio significa che il denaro viene ricapitalizzato alla fine di ogni intervallo
[tky te+1] = [tk, tx+At] ad un tasso di interesse costante pariary = RT /N =
R At. Inoltre, si ha

SON = (14 BL)N Nopo oRT,

La costante R > 0 prende il nome di tasso istantaneo di interesse.
2) I parametri a = ay e b = by del modello sono scelti in modo tale che:

log fHk = =0 /T/N e log i =o+\/T/N (4.21)

0 equivalentemente

1—|—aN:(1+RT$)e_”VT/N e 1+bN=(1+%)eg”T/N (4.22)

dove o € un parametro > 0, sul cui significato torneremo piu tardi. In
particolare stiamo assumendo che, per N — oo, ay,bny — 0,

Osserviamo che, poiché o > 0, sotto I'Ipotesi 4.6.3 si ha
any <rny < bN,
quindi il mercato & privo di arbitraggio e completo (cfr. Teorema 4.6.4).

Osservazione 4.6.5. Sia p = (b —1)/(b — a) il parametro che caratterizza
la misura di martingala equivalente. Sotto I'Ipotesi 4.6.3 si ha p = py, con

ecr\/T/N_l . 1_e—ay/T/N
g e — = .
PN e® VT/N _ efcr\/T/N PN eO’\/T/N _ er\/T/N

(4.23)
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Uno sviluppo in serie da facilmente

e —1 z + 322 + o(z?) 1+1 + o(a)
= =—+-x+o(x
et —e ¥ 2x + o(x?) 2 4

Sostituendo x = o /T /N, ¢ immediato verificare che
. 1 . _1 : —_1=1
A}gnoopN = A}Enoo(l PN) = 3, ]\}gnoo VN(2py — 1) 50 VT. (4.24)

Studiamo ora il comportamento per N — oo del prezzo del bene sottostante
e di quello della call e della put. Ricordiamo che

N
N
log %—JS’ = Z In TV
n=1

dove ciascuna T,iv puo assumere i valori 1 + ay e 1+ by e, sotto P*, le v.a.
TN, ... ,T]]\\/ sono indipendenti ed identicamente distribuite. Ricordando i
valori stabiliti per 1 +axy e 1 + by, si ha

N
SN ~
log - = Nlog(1 + ALy + g log TN
n=1

ovvero N
SN =N
log S—]g = Z log T,
n=1
dove le v.a. T sono indipendenti e prendono i valori —o\/T/N, o\/T/N
con probabilita py e 1 — py rispettivamente.

Proposizione 4.6.7. La successione di v.a.

(ZN: log TN )N (4.25)
n=1

converge in legge, per N — 0o ad una v.a. gaussiana N(—%(TQT, a*T).

Dimostrazione. La dimostrazione consistera nel calcolo del limite delle
funzioni caratteristiche. A questo scopo, studiamo prima il comportamento
della media, pup, e del momento del second’ordine, m%\, della v.a. TN. Si ha

pn = —pNoy/ % + (1 —pn)oy/ %
2 2T

Dunque, ricordando le (4.24), si ha

limy oo Ny = —30°T

2

4.26
lim,, oo Ny, = o?’T ( )
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Ora, se indichiamo con ¢ la funzione caratteristica delle v.a. U = log T, N
siamo ricondotti al calcolo del limite di

en(t)"
Ora sappiamo che
pn(t) = 1+ P (0)t + 5% (008 + 5 P (7) (4.27)

dove 7 & compreso tra 0 e t. Ricordiamo le relazioni ¢/ (0) = iy, ¢ (0) =
—m3, PN (1) = E[(iUN)3eUn]. Inoltre, poiché |[UYN| = o+/T/N,

[N ()| < E[ULY ] = o ()2,
riprendendo la (4.27), otteniamo
on(t) =1+ iunt — sm{t* + o(F) (4.28)
Dunque la funzione caratteristica delle v.a. (4.25) vale
en ()Y = (1+ipnt = gmit” + 518 + o(5y)) =
2, 1,3 N
= (1+ ~ - (ipnt — 2mNt + 3%+ o( % )))

Per le (4.26),

N x (ipnt — 3m3 e + a 2 +o(&)) v —ito?Tt — 1 0T
. e
e dunque
oY — o150 Tty—5 0Tt
N—oco

che ¢ appunto la funzione caratteristica di una v.a. N(—%02T, a?T).
O

Abbiamo dunque dimostrato che, rispetto alla probabilita di rischio neutro
P*, log(SY /S0) converge in legge verso una v.a. Y ~ N(—30°T, 02T, men-
tre, evidentemente log(SY /So) converge in legge verso RT + Y. Dunque il
prezzo attualizzato S N converge in legge verso una v.a. della forma SpeY ,
dove Y ~ N(—30°T,0%T). Una v.a. della forma e? con Z ~ N(b,a) si dice
che segue una legge lognormale di parametri b e a.

Osservazione 4.6.8. Nelle righe precedenti abbiamo usato due proprieta
della convergenza in legge.

a) Se (X,)n, converge in legge verso una v.a. X e ¢ ¢ una funzione
monotona strettamente crescente, allora (¢(X,,)), converge in legge verso
6(X).

b) Se Se (X,), converge in legge verso una v.a. X e (an), ¢ una suc-
cessione di numeri reali con a —,—, @, allora (a, + X)), converge in legge
verso a + X.

Sareste in grado di provare queste due affermazioni?
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Passiamo ora a considerare il prezzo di una opzione put a tempo 0:
N -N N -N N
Py’ = (1+57) "ET[(K - Sy)+] =E*[(1+ ) 7K —S8), ],
Sappiamo che gﬁ converge in legge alla v.a. Spe¥ con Y ~ N(—%O'QT, a?T),
dunque (si usa ancora il punto b) della osservazione precedente) si ha che

<z
=

N—o0

(1+ B0 "N - 5Y e T K — Spe (4.29)

Abbiamo bisogno ora di un risultato che verra visto in un corso piu avanzato

Teorema 4.6.9. La successione (X,,), converge in legge verso una v.a. X
se e solo se, per ogni funzione reale f, continua e limitata, si ha

lim E[f(X,)] = E[f(X)]

n—oo

Dal Teorema 4.6.9 segue che

lim E[((1+20) VK - S§), ] =E* (e FTK — Soe¥)4]  (4.30)

N—oo

Infatti le v.a. (1 + %)_NK — 5% e e T K — Sye¥ prendono comunque
valori pitl piccoli di K. Dunque, posto f(z) = x4 A K = min(z™, K), si puo
scrivere

Si puo quindi applicare il Teorema 4.6.9 alla funzione f che ¢ continua e
limitata.

Teorema 4.6.10. Nell’Ipotesi 4.6.3, si ha

lim PN =P,
Ngnoo 0 0
dove
Py=Ke BT ®(—dy) — So ®(—dy) (4.31)

essendo @ la funzione di ripartizione di una legge gaussiana standard e

dy = ﬁ(log%+RT+%azT)
dy=di —oVT = Lz (log % + RT — 50°T).

Dimostrazione. Per la (4.30):

lim P = E*[(e” K — Spe¥) 4],

N—oo
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dove Y ~ N(—10?T,0%T). Ci resta da mostrare che la speranza matem-
atica a destra nella relazione precedente vale in effetti come precisato nel-
la (4.31). Osserviamo che possiamo scrivere Y = —3 0% + ov/TZ, dove
Z ~ N(0,1). Indicando con z il valore di Sy, si ha

Py =E[f(-1c*T+oVT Z)]

= ; /+OO (efRTK — xe’%UQT+"ﬁz)+ e /2 4.
VTl J—o

Ora la disuguaglianza

1,2
e_RTK—xe_ia T+o VT2 >0

¢ soddisfatta se e solo se
—RT +log K > logx — %0’2T—|—U\/TZ

ovvero 1 1
z < (—log% —RT+=0°T) = —ds.
ovT 2

Quindi Py e uguale a

Py {e_RTK — xe_%“2T+Uﬁz} e 2dy =

1 [
N \/271'/—00

efRTK —da

—ds
52 x _1_ 2 _ .2
ez/QdZ_ / eZO’T-‘rO’\/TZeZ/QdZ
V2T o0 V2T J o
x —dz

V2T J_xo

Con un semplice cambio di variabile, si ha

_ e_RTK (I)(—dg) o —%(2—0\/?)2 dz

e

—do+o \/T

“AeovTy2 g, _ L /
2 =
: V2T J oo

L s e e 12t = d(—dy)
V2T J_so N !

da cui segue la tesi

Teorema 4.6.11. Nell’Ipotesi 4.6.3, esiste
lim Cf =
Ngnoo CO CO

dove
Co= Sy ®(dy) — Ke BT ®(dy).
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Dimostrazione. Per dimostrare la convergenza della call, non possiamo
ricalcare la dimostrazione dell’analogo risultato della put. Infatti, la v.a.
(Soe¥ — e BT K), non limitata e non si pud applicare il Teorema 4.6.9.
Useremo un altro metodo, in particolare Ma grazie alla formula di parita
call/put, (4.11), si ha

Oy = PY + 50— K (1+55) ™
quindi C’(])V converge, per N — o0 a
Py+Sy— Ke T = S(1 = ®(—dy)) — Ke "7 (1 — ®(—dy))
= Sy ®(dy) — Ke BT ®(dy) = Cy.

O

Ci si puo chiedere anche quale debba essere il valore del prezzo ad un tempo
¢ intermedio tra la data di emissione e la maturita 7. E chiaro che, perché
non ci siano opportunita di arbitraggio, occorre che il prezzo di un’opzione
call emessa al tempo t debba avere lo stesso prezzo, Cy, di un’opzione call
emessa al tempo 0 ed avente lo stesso prezzo di esercizio e la stessa maturita.
Dunque 'espressione per C; deve essere, Cy = ¢(t, S¢), dove

c(t,x) = 2 ®(d () — K e BID &(dy(t)). (4.32)
dove
dl(t = = (log & + R(T —t) + 50° (T 1))
dy = \/7 = (log & + R(T —t) — 50°(T — t)).

(4.33)

cioe la stessa espressione di Cy, con T — t al posto di T.. Cy

4.7 La volatilita

La (4.32) del paragrafo precedente, ¢ la formula di Black-Scholes. In questo
paragrafo e nel prossimo studiamo un po’ il comportamento del prezzo
dell’opzione in funzione delle quantita da cui dipende.

Intanto osserviamo che essa dipende da un certo numero di parametri. Di
questi, quasi tutti sono noti a priori: x, R, T e K sono quantita note al tempo
0. 11 solo parametro che resta da determinare per applicare concretamente
la formula ¢ la volatilita o.

Vediamo innanzitutto, in che modo il prezzo dipende dalla volatilita,
calcolandone la derivata. Si trova, con un po’ di lavoro, che

800 xf 1 dl

do \/27r
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In particolare il prezzo e, una funzione strettamente cerscente (e quin-
di invertibile) della volatilita. Questa osservazione ha due conseguenze
importanti.

Intanto gli attivi finanziari per i quali il prezzo dell’opzione e elevato
sono quelli molto volatili (cioe quelli per i quali la volatilita o ¢ elevata).
Tenendo conto del fatto che, piu e grande o e piu sono grandi le oscillazioni
del prezzo in un intervallo di tempo (cfr. la (4.22)), i titoli piu volatili (e
quindi le cui opzioni sono le piu costose) sono quelli per i quali i prezzi
presentano le maggiori oscillazioni del prezzo nel tempo.

Il fatto che il prezzo sia una funzione invertibile di ¢ fornisce un modo
semplice di determinare la volatilita a partire dai dati del mercato. Se ¢* &
il prezzo di un’opzione quotata sul mercato, per una data maturita ed un
dato prezzo di esercizio, invertendo ’applicazione che alla volatilita associa
il prezzo, per K, R, T fissati, si puo ottenere il valore della volatilita ¢ in
funzione di ¢*. Questo valore puo essere utilizzato per determinare il prezzo
di opzioni con altri valori del prezzo di esercizio e della maturita. Questa
osservazione permette anche di verificare la bonta del modello che abbiamo
sviluppato. Infattii valori della volatilita ottenuti in questo modo invertendo
la funzione prezzo, per delle opzioni con valori diversi del prezzo di esercizio e
della maturita, devono dare lo stesso risultato. Delle discrepanze tra i valori
ottenuti indicheranno che il modello spiega solo parzialmente il mercato
reale. Nella realta queste anomalie si osservano in concreto, ma il modello
di Black-Scholes viene tuttora considerato un buon modello e comunque una
tappa obbligata verso la costruzione di modelli piu sofisticati.

4.8 Le greche

Una certa importanza hanno le derivate della funzione prezzo, c(t, x), ottenu-
ta nella (4.32). Queste derivate, che indicano la sensibilita alla variazione
del parametro corrispondente, tradizionalmente si indicano con lettere del-
I’alfabeto greco, per cui vengono chiamate le greche. Abbiamo gia incontrato
una di queste derivate, quella rispetto alla volatilita, che si chiama la vega
(che pero non € una lettera greca...). Le altre greche sono

e la delta, cioe la derivata rispetto al prezzo dell’attivo sottostante

dc
A=t
ax ($’ )

e la gamma, che e la derivata seconda, sempre rispetto a x

d%c

"= a2

x,t)
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e la theta, cioe la derivata rispetto al tempo

dc
O = &(l‘,t)

Calcoleremo ora queste quantita, nel caso dell’opzione call. Per la delta, si
ha

@
ox

Ody (1)
Oz

ddy(t)

— K e BI=0 9/ (dy(t)) 5
xXr

(z,t) = ®(di(t)) +x @' (da(t))

(A)
Osserviamo che
Ody(t)  Oda(t)
oxr  Ox
poiche’ le due funzioni d; e do differiscono per una quantita che non dipende
da x. Mostriamo che la quantita indicata con (A) nella formula precedente
si annulla. Infatti essa e uguale a

Ody (t)
ox

Ricordando che @' & la densita della gaussiana N(0, 1),

(I)’(dg(t)){:cé?@’(dl(t))@’(dg(t)) - Ke—RT}

O'(dr(t) _  1ay(1)2-da(t)?)

_ 7 = = e

' (da(t))

—5(di(t)—d2(t))(d () +d2(t)) _

— o 520og F+RT) _ %e—RT

e sostituendo si trova l’espressione cercata per la delta

£ (a,1) = 2 (1)

Da notare che si tratta sempre di una quantita compresa tra 0 e 1. Possiamo
ora facilmente calcolare la gamma della call.

820 ’ 8d1(t) 1 —ld1(t)2 1
Ox2 = (1)) ox \/27re ’ o/ T
dove indichiamo 7 = T — ¢. Con un calcolo un po’ piu lungo si ottiene la
theta:

Jdc ro

—(x,t) = —| ———=c¢

ot 2T — /27
Mettendo insieme le relazioni ottenute, si vede che la funzione ¢ & soluzione
del problema alle derivate parziali

de D% Jdc
a‘l‘@—FRI%—RC—O

con la condizione ¢(z,T) = (x — K)4.

—Ldy(1)? + RKG—R(T_t)@(dz (t))]
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4.9 Appendice al Capitolo 4

4.9.1 Teorema di separazione dei convessi

In questo paragrafo dimostriamo il Teorema 4.4.4 (teorema di separazione
dei convessi), di cui ricordiamo l’enunciato:

Sia K C R™ un insieme compatto e convesso e sia ¥ un sottospazio di R™
tali che KNV = 0. Allora, esiste A\ € R™ tale che

per ogni x € K, > )0 Apxg > 0;
per ogni x € V', Yty M =0.
La dimostrazione ¢ diretta conseguenza del seguente

Teorema 4.9.1. Sia C' C R™ un insieme chiuso e convesso che non con-
tenga Uorigine. Allora, esiste un funzionale lineare & su R™ ed un numero
a > 0 tali che

per ogni x € C si ha &£(x) > a.

Dimostrazione. Sia R un numero positivo tale che la palla chiusa Bp
centrata nell’origine e di raggio R interseca C. L’insieme C' N Br ¢ un
compatto (perché chiuso e limitato), dunque I’applicazione C N Br > z
||z|| assume il minimo. Sia xg il punto in cui il minimo ¢ assunto. Segue
immediatamente che

per ogni z € C si ha ||z|| > ||zo].

Osserviamo che zg non e altro che la proiezione dell’origine su C. Ora, preso
x € C, tutti i punti del tipo z¢ + t(z — z¢) € C quando t € [0, 1], perché
x,x9 € C e C & convesso. Quindi, per ogni t € [0, 1], ||xo+t(x—x0)| > ||zol|
e sviluppando questa disuguaglianza® si ottiene:

(w0, ) > |70l

per ogni z € C. Posto allora &{(x) = (xo,z) e & = ||zo]|, il teorema &

dimostrato.
O

Possiamo ora passare alla

Dimostrazione del Teorema 4.4.4. Poniamo
C=K—-7={xeR"™:x=y—z perqualchey € K,z € 7}.

E immediato vedere che C' e convesso, chiuso e non contiene l'origine. Per il
Teorema 4.9.1 esistono un funzionale lineare £ su R ed un numero positivo
a tali che per ogni z € C si ha &(x) > a. Quindi,

perogniy e Keze?,{(y) —&(z) > a. (4.34)

SRicordiamo che [z + y||” = [l2]|” + [ly]]* +2(x, y).
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Ora, fissiamo y € K e z € ¥. Sia ¢ > 0: applicando la disuguaglianza
(4.34) a cz € ¥, si ottiene £(z2) < (&(y) — a)/c — 0 per ¢ — +o0, dunque
£(z) < 0. Se invece prendiamo ¢ < 0 e poi ¢ — —oo, otteniamo &(z) > 0.
Ma allora, £(z) = 0 per ogni z € ¥ e quindi {(y) > a > 0 per ogni
y € K. Infine, osserviamo che un funzionale lineare su R & sempre del tipo

&(x) = Y1, A\ x;, per un opportuno vettore A € R™, da cui segue la tesi.
O
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Capitolo 5

Opzioni americane

5.1 Il modello

Consideriamo un modello di mercato finanziario cosi come descritto nel
Paragrafo 4.1. Il mercato ¢ quindi formato da d+1 titoli di prezzi S, S}, ...,
Sd dove

SO =(1+r)"

denota il prezzo del titolo non rischioso e S}, ..., 8% i prezzi dei d titoli
rischiosi al tempo n. Indicheremo ancora con (%), la filtrazione associata,
rispetto alla quale (S,), = ((SY,S},...,59)), & adattato, ricordando che
Fy, da l'evoluzione del mercato fino al tempo n.

Supponiamo d’ora in poi che il mercato sia privo di arbitraggio e comple-
to: esiste ed € unica la misura equivalente di martingala P*, tale che il proces-
so dei prezzi scontati dei titoli rischiosi ¢ una .%,-martingala. Denoteremo,
al solito, con E* ’aspettazione valutata sotto IP*.

In questo capitolo intendiamo studiare il prezzo e la copertura delle
opzioni americane. Ricordiamo che un’opzione americana & caratterizzata
dal fatto di poter essere esercitata in un qualsiasi istante minore od uguale
alla maturita V. Per caratterizzare un’opzione americana ¢ quindi neces-
sario precisare per ogni tempo n, il payoff, Z,,. Cioe la quantita di denaro che
occorre sborsare se il detentore dell’opzione decide di esercitarla al tempo
n. Poiché il payoff al tempo n deve, ragionevolmente, essere noto al tem-
po n, siamo condotti alla seguente definizione, nella quale identifichiamo
un’opzione con il suo payoff.

Definizione 5.1.1. Un’opzione americana é una famiglia di v.a. positive
(Zp)n, adattata alla filtrazione (Fp)p.

Ad esempio, per una call o una put americana, scritta sul titolo di prezzo
(S}),, si avra rispettivamente

Zn=Z" = (S, — K)+
Zp = 2" = (K — S}),.
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Nella problematica delle opzioni americane € opportuno anche considerare
il problema dal punto di vista del detentore: quando conviene esercitare il
diritto di opzione? In particolare occorre modellizzare 'istante (aleatorio),
7, in cui 'opzione viene esercitata. Poiché e ragionevole supporre che questo
istante dipenda dall’evoluzione del mercato, dovra essere {r = n} € %,
per ogni n. Ovvero, ricordando il paragrafo 4.4, supporremo che 7 sia un
Fn-tempo d’arresto. Poniamo

TN = {(Fn)n — tempi d’arresto a valori in {0,1,..., N}}.

I'insieme di tutti i tempi d’arresto della filtrazione (.%,),. Vedremo che il
prezzo di un’opzione americana € pari a

sup E*[(1+7)77 Z,]. (5.1)
T€,N

Cioe il prezzo e uguale al sup, al variare della strategia d’esercizio, della
media dei payoff scontati, media fatta rispetto alla probabilita di rischio
neutro. Vedremo inoltre che il sup nella relazione precedente € in realta un
massimo e, dunque, esiste (almeno) una strategia di esercizio ottimale.
Come si vede lo studio delle opzioni americane ¢ naturalmente legato
a quello della determinazione del tempo di esercizio ottimale. Molti degli
oggetti che introdurremo sono propri della teoria dell’arresto ottimo.

5.2 Il problema dell’arresto ottimo

Per stabilire il prezzo equo di un’opzione americana, cominciamo procedendo
con un’induzione “all’indietro”. Vediamo come. Consideriamo un’opzione
americana (Zy )y e indichiamo con U, il suo prezzo al tempo n. Attenzione
alla solita possibilita di confusione di questa terminologia: Z, e il payoff
dell’opzione, cioé quanto deve sborsare il venditore per onorare il contratto,
qualora il detentore decida di esercitare l'opzione al tempo n; U, & invece
il giusto prezzo che il venditore deve ricevere come compenso dell’opzione e
che ora determineremo.

Tempo N. Il compratore dell’opzione decide di esercitare il suo diritto
d’opzione: il venditore deve sborsare una quantita di denaro pari a

Un =2Zn.
Tempo N — 1. Ci sono due possibilita.

1. II compratore dell’opzione decide di esercitare il suo diritto d’opzione
all’istante N — 1. In tal caso, il venditore deve pagare un ammontare
pari a Zn_1.
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2. Il compratore decide di non esercitare ’opzione all’istante N — 1 ma
all’istante N. In questo caso, il venditore deve essere pronto, all’is-
tante N — 1, a pagare all’istante N una quantita di denaro pari a Zy.
Per onorare questo contratto, abbiamo visto che all’istante N — 1 il
venditore deve possedere, in media,

1
(1+7)

Dunque, all’istante N —1 il venditore deve possedere una quantita di denaro
Un—1 che deve coprire le due possibilita appena elencate, e cioe

1
Un-1 = max (ZNA? asn E*(Un | ﬁNA)).

Tempo n =N —2,N —1,...,0. Si procede per ricorrenza in modo anal-
0go a quanto gia visto. Supponiamo quindi che la quantita U,y; sia ben
definita, essendo U,4+1 'ammontare di denaro che il venditore dell’opzione
deve possedere all’istante (successivo) n + 1 per poter onorare il contratto
d’opzione. Allora:

1. se il compratore dell’opzione decide di esercitare il suo diritto d’op-
zione all’istante n, allora il venditore deve possedere una quantita di
denaro pari a Z,;

2. se invece il compratore decide di non esercitare ’opzione all’istante n,
allora il venditore deve essere pronto, all’istante n, a pagare all’istante
n + 1 una quantita di denaro pari a Uy,y1, dunque deve possedere
1

—(n—l—l—n) * Z = — *
(1+7) E*(Unt1 | Fn) (1—|—1")E (Unt1| Fn)-

Dunque, all’istante n il venditore deve possedere una quantita di denaro U,
che deve coprire le due possibilita appena elencate, e cioe
1 . .
Un = max (ZTL7 m E (Un_;,_l | Jn)) .

U,, rappresenta quindi il prezzo dell’opzione all’istante n.
Ricapitolando, siamo condotti a considerare il processo (Up,), definito da

Uv=Z2Zny epern=N-1,N—-2...,0,

) (5.2)
U, = max (Zn, ey E*(Una |ﬂn))

Vedremo, nel prossimo paragrafo, che (U,), ¢ effettivamente il prezzo del-
Iopzione al tempo n. In questo paragrafo studieremo le sue proprieta e
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metteremo in evidenza come esso interviene nel problema dell’arresto otti-
mo, cioe nella determinazione dei tempi di arresto per i quali il sup nella
(5.1) e raggiunto.

Abbiamo visto che, per le opzioni europee, i prezzi scontati costituiscono
una P*-martingala. Vale la stessa proprieta anche nel caso americano? La
risposta € no. Vale pero il risultato seguente.

Proposizione 5.2.1. Sia U, il prezzo di un’opzione americana di payoff
(Zp)n al tempo n, n = 0,1,...,N, dato da (5.2). Siano (Un)n € (Zn)n
rispettivamente il processo di prezzo e di payoff scontato:

~ U, = Zn,

Un:S—§:(1+r)_”Un e Zn:S—g:(l—i—r)_”Zn.

Allora (ﬁn)n ¢ una P*-supermartingala ed inoltre ¢ la piu piccola super-
martingala che domina (Zy)n, cioé tale che U, > Z,.

Un po’ di terminologia: dato un processo (X, ), si chiama inviluppo di Snell
di (X,,)n la piu piccola supermartingala che domina (X,),. Il problema
del calcolo del prezzo delle opzioni americane si riconduce quindi al calcolo
dell’inviluppo di Snell del processo di payoff (Z,,)n.

Osserviamo che, da (5.2), segue immediatamente che

Uv=2Z2y epern=N-—1N—-2..,0,

- - (5.3)
Up = max (Zn, E*(Upy1 | Fn))

Dimostrazione della Proposizione 5.2.1. Da (5.3), si ha
Z:jn > E*(ﬁn—&—l ’c(}\n) e [777, > 277,7

dunque (U,), € una P*-supermartingala che domina (Z,),. Mostriamo che
¢ la pilt piccola. Sia (V,,), un’altra P*-supermartingala che domina (Z,)n:
mostriamo che V,, > U,,. Intanto, si ha Vi > Zny = Uy. Ma allora,

Vo1 2 E* (VN | Fn-1) 2 E°(Un | FN-1)
e quindi, poiché deve essere 1~/N_1 > Z N—1,

Viy_1 > max (ZN—laE*<(7N \ 9]\[—1)) = Uy_1.

Dunque, si ha anche Vy_1 > Uny_1. Procedendo per ricorrenza, otteniamo

che V,, > U, per ogni n, da cui la tesi.
O

Continuiamo a studiare le proprieta di martingala associate a (Up, ).
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Proposizione 5.2.2. Sia
vo = inf{n >0 t.c. U, = Zn}

Allora vy & un Fp-tempo d’arresto a wvalori in {0,1,..., N} e il processo
arrestato (Upawy)o<n<N € una F,-martingala.

Dimostrazione. Osserviamo che, poiché Uy = Zx e dunque Uy = Z N
evidentemente dev’essere vy < N, cioé vy & a valori in {0,1,...,N}. 1
¢ evidentemente un tempo d’arresto. Infatti si puo scrivere vy = inf{n >
0; U, — Z, = 0} e dunque vy & un tempo d’ingresso (vedi Esempio 3.3.2).
Poniamo ﬁ;{o = ﬁn/\,jo e osserviamo che

nAvy n
U,l{0 =Uy+ Z 1{,,02]-} AUJ‘ =Uy+ Z 1{1/@2;‘} AUj,
j=1 j=1

dove naturalmente A(}j = ﬁj — ﬁj_l. Si noti che, per ogni j, la v.a. 15,55
e ﬁj,l—misurabile, perché 1{,/02]-} =1- 1{V0Sj—1} e {7/[) <j- 1} S ﬁj,h
poiché vy & un tempo d’arresto. Dunque

[7;:3_1 - (771;0 = 1{1/02n+1} (Un+1 — Uy),

se i ha

E* Uy = Un | a) = B (Lyponany (Unrt = Ua) [ Fa) - (54)
Ora, sull’insieme {vy > n + 1}, si ha U, > Zn, dunque
1{y02n+1}ﬁn = 1{1/02n+1}E*((7n+1 | Fn)
e quindi, poiché {vg > n+ 1} € Z#,,
E*[Lpsnit} Uns1 — Un) | Fn] =

= E* [Lpponity Tt — B (Uns1 | Z0) | Fa] =
= 1pont 3 E* [Unt1 — E*(Uns1 | Fn) | Fn] =0

da cui, sostituendo in (5.4) si ha la tesi.

La Proposizione 5.2.2 ha una conseguenza importante.

Corollario 5.2.3. Il tempo d’arresto vy soddisfa le sequenti uguaglianze:

Uy = Uy = E*(Zy, | Fo) = sup E*(Z,| %),
vET,N

(ricordiamo che Jy N ¢é lUinsieme degli F,-tempi d’arresto che prendono
valori in {0,1,...,N}).
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Dimostrazione. Per definizione di vy, si ha U,, = Z,,. Poiché (U}°),, ¢
una martingala e Uy = Uy, si ha

Up = Uy = Uy = E* (U | Fo) = E* (U, | Fo) = E*(Z,, | F0).

Ora, prendiamo un qualsiasi tempo d’arresto v € 9 y. Per la Proposizione
5.2.1, (Up)n ¢ una P*-supermartingala, quindi (cfr. Proposizione 3.3.4) an-
che (ﬁ;{)n = (ﬁmy)n ¢ una P*-supermartingala. Inoltre, essendo U, > Z,
per ogni n, si ha anche (71, > EV. Ma allora,

Uy = Uy > EX(UX | Fo) = E*(U, | %) > E*(Z, | Fo),

da cui segue la tesi.
]

Osserviamo che, con un’occhiata piu attenta alla dimostrazione del Corol-
lario 5.2.3, un tempo d’arresto 7 ¢ ottimale se e solo se succedono insieme
due cose:

1) Il processo arrestato (U} ), € una martingala.

YU, = Z,.

5.3 Prezzo e copertura delle opzioni americane

Vediamo ora come si puo costruire un portafoglio di copertura di un’opzione
americana di payoff (Z,,),. Abbiamo osservato che il processo (Uy, ), costru-
ito nel paragrafo precedente, ¢ tale che i suoi valori scontati (ﬁn)n costitu-
iscono una supermartingala. Sia allora

U, =M, — A,

la sua decomposizione di Doob (vedi il paragrafo 3.2.3). Dunque (Mn)n e
una martingala, mentre (4,), € un processo crescente predicibile. Consid-
eriamo ’opzione europea di payoff My = (1 + 7)Y My e sia (V,,(¢)) il suo
portafoglio replicante, di cui abbiamo studiato le proprieta nel paragrafo
4.6. Poiché il portafoglio attualizzato (V,,(¢)), € una martingala rispetto a
P*, si ha N N s s
Va(9) = E*[VN(¢) | Fn] = E*[MN | Fp] = M.
Dunque, moltiplicando per il fattore di sconto (1 + )™,
Vi(6) = (1 +1)"M, = Uy + (1 +1)"4, > U, > Z,

Dunque con un capitale pari a

U = Vol¢) = E*[My | ),
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¢ possibile costituire un portafoglio ammissibile che garantisce ad ogni is-
tante n di coprire il payoff dell’opzione Z,. La condizione di assenza di
arbitraggio garantisce dunque che il prezzo dell’opzione, ¢y, non puo essere
superiore a Uy = Vj(¢). Mostriamo anzi che la condizione di assenza di
arbitraggio implica che ¢y = Uy.

Infatti, se il detentore dell’opzione usa la strategia ottimale di arresto
per stabilire 'istante in cui esercitare I’opzione e quindi la esercita al tempo
1, allora si ha

Vip(6) = (14 7)" My, = Uy + (1+7) Ay,
Il Lemma 5.3.1 qui sotto, implica che g,jo = 0. Quindi
Vi (¢) = (1 + T)VOMVO = Uy = Zy,.
Dunque in questo caso la strategia ¢ copre esattamente il payoff dell’opzione.

Lemma 5.3.1. Siano (X,), una supermartingala e (Ay)n il suo processo
crescente associato dato dalla decomposizione di Doob. Siano T un tempo di
arresto e (X)n la supermartingala ottenuta arrestando (Xy,), al tempo T.
Allora il processo crescente associato a (X7)p, € (A7)n, dove AT = Appr.

Dimostrazione. Intanto il processo (A7), € predicibile, poiché si puo

scrivere
n—1

A; = Z Akl{T:k} + Anl{‘r>n71}
k=0
e nel termine a destra figurano tutte quantitad %, i1-misurabili. Inoltre,
posto M,, = X, + A,, si ha, grazie al teorema di arresto, che (M,+), ¢ una
martingala. Poiché A] = Ag=0¢e¢

Mn/\T = Xn/\T + An/\T = X;; + Agv

per l'unicita del processo crescente nella decomposizione di Doob, la tesi &
dimostrata.

O
Tornando alla questione che ci interessava, il processo crescente (AX°), as-
sociato a (U}°),, & dato da A = A,py,. Poiché, d’altra parte, (UX?),, & una
martingala il suo processo crescente associato e nullo. Dunque 4,, = 0.

Ricapitolando, il prezzo all’istante 0 & dato dalla formula (5.1) o equivalen-
temente, in maniera piu esplicita, dalla (5.2) con n = 0, oppure da

Uy = E* [(1 + T')_VO Zuo | 3—‘\0]

che poi e esattamente quanto ci aspettavamo, come descritto nell’intro-
duzione a questo capitolo. Questo risultato si generalizza facilmente per
il calcolo del prezzo dell’opzione in ogni istante n = 0,1,..., N. Riassumi-
amo qui di seguito il risultato generale, senza riportarne la dimostrazione
(per la quale, basta semplicemente riadattare quelle appena viste).
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Proposizione 5.3.2. Il prezzo di un’opzione americana al tempo n, n =
0,1,...,N ¢ dato dalla formula (5.2) o equivalentemente da

Up=E[1+7) "7, | %] = sup E[(1+r)" 2z, |7]
Veﬂn,N

dove I, N denota Uinsieme dei tempi d’arresto a valori in {n,...,N} e
Un € Ip N € definito da

vy, =inf{j > n;U; = Z;}.

Intuitivamente, un’opzione americana di processo di payoff (Z,), deve co-
stare di piu dell’opzione europea di payoff h = Zp, poiché il detentore puo
esercitare I’opzione in un qualsiasi momento tra I’emissione e la maturita V.
Quest’affermazione e precisata dalla seguente

Proposizione 5.3.3. Siano rispettivamente C, il prezzo di un’opzione ame-
ricana di processo di payoff (Zn)o<n<N € Cyn il prezzo dell’opzione europea
associata, cioe di payoff h = Zn e maturita N. Allora,

Cn>cn, perognin=0,1,..., N.
Inoltre, se ¢, > Z, per ogni n allora
Cn=cp, perognin=20,1,..., N.

Dimostrazione. Osserviamo che Cy = Zy = cy. Siano (Cy), € (Cp)n 1

processi scontati. Ricordando che (Cy,), ¢ una P*-supermartingala e (¢,)n
una P*-martingala, si ha

Cn > E*(Cn | Zn) =E* (x| Fn) = Cn

per ognin =0,1,...,N. Dunque, C}, > c¢,.

Supponiamo ora che si abbia ¢, > Z,,. Allora (¢,),, che &€ una martin-
gala, ¢ una P*-supermartingala che domina il payoff scontato (Zb)n Poiché
(én)n ¢ linviluppo di Snell di (Zn)n, necessariamente dev’essere ¢, > @L,
da cui segue che ¢, = 5’n e quindi ¢, = C,,, per ogni possibile n.

O

Esempio 5.3.4. (Prezzi delle call europea ed americana) Consideriamo una
opzione call sul titolo di prezzo (S)),:

Zn =275 = (S} - K),.

n

Indichiamo con C), il prezzo della call americana al tempo n e con ¢, il
prezzo della call europea:

en = E[(L4+ 7)) (Sy — ), | 7).
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Mostriamo che in questo caso si ha
¢, = C,.

Per la Proposizione 5.3.2, basta far vedere che ¢,, > Z,, = (S} — K) per ogni
n =0,1,..., N. Ricordiamo che il prezzo scontato ¢, = (1 4+ r) "¢, € una
martingala. Dunque, applicando la disuguaglianza di Jensen alla funzione
convessa ¢ — x T,

G =E (147N (Sy — K)y |.F0] > (IE* (147N (Sy — K)| ﬁn])+

— (B[S | #al — K (14 r)_N>+ = (S, —K(1+7)N),

Moltiplicando per (1 + 7)™, si ottiene
e > (147G — K (14 7))y = (Sp— K (14+7)"V-0), > (8, - K),

dove abbiamo usato il fatto che (1 +7)~(¥=") < 1. Osserviamo infine che,
dalla Proposizione 5.3.2, si ha

Co= sup E*[(1+7)" "2, |Z] =E[1+r) N 2Zy|F] =c,
Z/Eyn’]\/

dunque il tempo (ottimale) di esercizio € sempre, nel caso della call, v, = N
la cosa migliore ¢ esercitare direttamente a maturita.

Vedremo che la situazione pu‘o essere diversa per opzioni diverse dalla
call e, in particolare, per le put, delle quali studieremo il comportamento
qualitativo nell’ambito del modello CRR nel prossimo paragrafo.

5.4 Prezzo e copertura di una put americana nel
modello CRR

In questo paragrafo, consideriamo il modello CRR. Ricordiamo che in tal
caso il mercato consiste del titolo non rischioso, SO = (1 + )", e di un solo
titolo rischioso, di prezzo

Sp=80-T1---T,.

Supponiamo che il mercato sia privo di arbitraggio e completo, cioe r € (a, b).
Sotto la misura equivalente di martingala P*, le variabili aleatorie 11, ...,T,
sono indipendenti ed identicamente distribuite e tali che

r—a
b—a
Consideriamo una opzione put americana, di maturita N e prezzo d’esercizio

K:

P(Th=1+a)=p=1-P*(Th =1+b), dovep=

Zy =27 = (K — Sp) 4.
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Proposizione 5.4.1. Il prezzo della put americana al tempo n € dato da
Py = Pam(n, Sn),

dove la funzione Py (n,x) é definita da

Pom(N,x)= (K —xz)y eperm=N—-1,N—-2,...,0

P,y (n,z) = max ((K — )4, 1—; fln+ 17:1:)),
essendo

f(n+1,2) =pPim(n+1,2(1 +a)) + (1 —p) Pam(n + 1,z(1 + b)).
Dimostrazione. Da (5.2), si ha
Py = Zy = (K — Sx)+ = Pam(N, Sy).

Al tempo n = N — 1, sempre da (5.2) si ha

PN—l = max <(K—SN_1)+, E*(PN‘QN_1)>.

1
1+7r
Osserviamo che
E*(Pn | Zn-1) = E*(Pam(N,SN) | #n-1) = E*(Pam (N, Sn—1-TN) | Fn-1).

Ora, poiché Sy_1 ¢ % y_1-misurabile e Tl ¢ indipendente da .%x_1, I'ultima
media condizionata vale

E*(Pam(N,Sn-1-Tn)| Fn-1) = E*(Pam(N,x - Ty))

r=SN_1

Posto allora
f(Na$) = E*(Pam(N’:E : TN))v

segue che
E*(Pn [ #N-1) = f(N,SNn-1),

da cui si ottiene Py_1 = Pyy(N —1,Sn-1), dove
1
Pam(N — 1, 2) = max <(K ~ @) FOV, m).
Ora,
f(N,z) = E*(Pam (N, #-Tn)) = Pam(N, z-(1+0a)) p+Pam (N, 2-(1+D)) (1—p),
dunque la tesi e vera per n = N — 1. Procedendo analogamente per n =

N —2,...,0, si ottiene il risultato finale
O
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Osservazione 5.4.2. La funzione P,y (0,z) introdotta nella Proposizione
5.4.1 si puo anche rappresentare nel modo seguente:

Pam(0,2) = sup,ecz E*((l +7r) (K — xV,,)+)
dove V=1 e V,=1T1---T,, n=1,...,N.

(5.5)

Infatti, dalla Proposizione 5.3.2 si ha
Pon(0,50) = Po = sup E*((1+7) (K - 5,))
veED,N

= sup E* ((1 +7r)"Y(K — So Vl,)+)

veJo,N
per ogni scelta di S.

La rappresentazione (5.5) consente di effettuare uno studio qualitativo
del prezzo dell’opzione all’istante iniziale. Queste informazioni, riassunte
nella Proposizione 5.4.3, consentono di tracciare il grafico della funzione
x — P,y (0, 2), come riportato in Figura 5.1.

0.4
0.3 1
024

0.1 A

0

T T T 1

0.5 x* 09 1 1.5 2

Figura 5.1 Andamento del prezzo al tempo 0 di una opzione put americana, al variare
del prezzo del titolo di base (in ascisse). I valori sono a = —.1, b = .2, r = .02, K = 0.9,
N = 20. Qui il valore z* & dell’ordine di 0.65. Il prezzo si annulla per ¢ > K (1 +a)™ " =
7.4. A puntini & disegnato 'andamento delle corrispondente opzione europea.

Proposizione 5.4.3. 1) La funzione x — Pay(0,x) € continua, non cres-
cente e convessa.
2) Supponiamo a < 0. Esiste un punto x* € [0, K) tale che

1. per x € [0,2*], Pam(0,2) = (K —x)4;
2. perx € (2%, K/(1 4+ a)), Pam(0,2) > (K — )y ;
3. perx > K/(1+a)N, Pan(0,2) =0.

Dimostrazione. 1. Dalla Proposizione 5.4.1, segue immediatamente che
x +— Pyn(N,z) = (K — x)4 & continua. Dunque, anche z — f(N,z) =
pPPam(N,z(1+a)) + (1 — p) Pam (N, z(1 4+ b)) & continua e quindi anche x +—
Pam(N —1,2) = max((K — 2)4, (1 + )" f(N,z)) lo & (essendo il max tra
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funzioni continue). Procedendo analogamente, si prova che z +— Py (n,x) €
continua per ognin =N —2,...,1,0.

Le altre due proprieta seguono direttamente dalla rappresentazione (5.5)
e dal fatto che x — (K — xV,); & non crescente e convessa. Ad esempio,
per quanto riguarda la convessita, preso a € [0, 1] si ha:

E* ((1 +7) (K — (az1 + (1 — a)xg) V,,)+>

< aE* ((1 ) K — vm) +(1—a)E* ((1 ) (K — 1 vy)+)

e passando al sup per v € 9 y si ottiene la tesi.

2. Poniamo g(x) = Pay(0,2) — (K — x)4. Poiché Py (0,2) > (K — )4,
g(z) > 0. In particolare g(0) = 0, perché, usando (5.5),

0 <g(0) = sup E*((l—i—r)_”K)—KgK—K:O.
vedp, N N—
<1,Vv>0

Invece, g(K) > 0. Infatti,

g(K) =K sup E*((1+1)7"(1=V,)1) = KE ((1+7)7" (1= V1))

VEE%’N

(nel secondo passaggio si ¢ scelto v = 1). Ora, V; =17 e

E* (1) (1-Va)1 ) = (1) 7 ((—)ep (b4 (1p) ) = (140)ap > 0

quindi g(K) > 0.

Dividiamo ora lo studio della funzione ¢ in due casi: (i) z € [0, K] e (ii)
x> K.

(i) Se z € [0, K], allora g(z) = Pym(0,2) — (K — x) ¢ una funzione
continua e convessa (essendo somma di una funzione convessa continua e di
una funzione lineare). Poniamo allora

z* =inf{x >0 : g(z) > 0}.

Ovviamente, z* < K (perché g(K) > 0) ed inoltre si ha: g(z) = 0 per ogni
x € [0,2*] e g(x) > 0 per ogni x € (z*, K). Infatti, se per assurdo esistesse
un = < z* tale che g(z) > 0 allora, dalla definizione di z*, dovrebbe anche
essere x > x*, il che non € vero a meno che non si sia scelto x = z*.
Osservando perod che, dal teorema della permanenza del segno (ricordiamo
che g & continua), dev’essere g(z*) = 0, segue allora che in effetti g(x) =0
per ogni z € [0, z*]. Prendiamo oraun = € (z*, K') e mostriamo che g(x) > 0.
Osserviamo intanto che, sempre dalla definizione di x*, deve esistere una
successione {z}}, tale che z} | z* e g(x}) > 0. Ora, se x > z* allora
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x > x} per qualche n, dunque z; = tx + (1 — t)z* per qualche t € (0,1).
Usando la convessita di g, si ha

0 <g(ay) =gtz + (1 - t)2") <tg(x) + (1 —t)g(z”) = tg(x),

il che prova che g(z) > 0 per ogni z € (z*, K].

(ii) Se invece z > K, allora g(x) = P, (0, x) € una funzione non negativa
e, dal punto 1., anche non crescente. Poiché g(K) > 0, nell’intervallo in
questione g e positiva, tende a decrescere e una volta raggiunto lo zero, si
mantiene indenticamente nulla.

Ricapitolando, quanto visto in (i) e (ii) prova I’asserzione (a). Per verifi-
care (b) e (c), basta far vedere che Z = K/(1+a)" ¢ il pil piccolo punto > K
in cul ¢ — P,n(0,2) si annulla. Cerchiamo allora z tale che Pyy,(0,Z) = 0.
Dalla (5.5) dev’essere

(K—-2V,)+ =0 perognive S,

dunque z > K/V, per ogni v € J n. Allora
K K

T =max max -— = — - .
Q vezn V, mingmin,.cg Vo

Ora, poiché V, =Ty ---T, e T, € {1+ a,1+ b}, allora

min min V, = min (1+a)" = (1+a)"
Q veN ne{0,...,N}

perché, ricordiamo 0 < 1 +a < 1. Dunque Z = K/(1 + a)" e la tesi &

dimostrata.
O
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