Soluzioni Primo esonero

S 1. Numerando consecutivamente i vertici del pentagono da 1 a 5, possiamo ad esempio
scegliere

Q={(,5) : i,j €{1,...,5}, coni # j e senza tener conto dell’ordine}

Ovviamente, scegliamo o/ = Z(2) e P la probabilita uniforme (i vertici sono scelti a caso),

cosi che P(A) = card(A)/card(Q2), per ogni A C Q. Ora, card(Q) = C5 = (g) = 10.

Inoltre, evento A = {i due vertici appartengono allo stesso lato} equivale all'insieme delle
coppie (i,7) formate da due numeri consecutivi oppure la coppia (1,5), cioe

A={(i,j)eQ:i=1,...,4ej=1i+ 1 oppurei=1e j=5}
E immediato verificare che card(A) = 5, dunque P(A) = 1/2.

S 2. a) Osserviamo che X pud assumere i valori 2, 3, 4, e si ha (usando la legge

P(X =2)=P(0nere e 2rosse da A) = ————— =
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P(X =3)=P(l nerae 1l rossada A) = —— =
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P(X =4)=P(2nereeOrosseda A) = ——— = —

Dunque,
% sexr =3
px(z) =< 3+ sex=24
0 altrimenti

b) Osserviamo che {aver estratto da A una pallina nera ed una rossa} = {X = 3}, dunque
si chiede P(X = 3| N1), essendo Ny = {da B wviene estratta una pallina nera}. Dunque,

P(N; | X = 3)P(X = 3)

P(X =3|N)) = P

Ora,
P(Ny) =P(N1 | X =2)P(X =2)+P(N; | X =3)P(X =3)+P(V; | X =4)P(X =4) =



Quindi,
3.2 92
P(X =3|N;) =83

¢) Procedendo come nel punto 2., si ha immediatamente che P(V;) = 1/2 per ogni i.
Ora, se i # 7,

P(NiﬂNj)ZP(NlﬂNg):
P(NiNNy | X = 2)P(X = 2)+P(N1NNy | X = 3)P(X = 3)+P(N;NNy | X = 4)P(X =4) =
2\2 1 3\2 2 4\2 1 7
=5 5+ 56 oo

£ # 2 =P(N;)P(N;): gli eventi Ny, No,
indipendenti quindi non sono indipendenti.

Allora, P(N; N Nj)

. non sono a due a due

S 3. a) Perché px sia una densita discreta, dev’essere ) | px(z) = 1, quindi
—+00 1 “+o0o 1
1= c(l=p 'p+ > c(l-p) " 'p=2pcy_ (1-p)" " =2pc
r=1 T=—00

— =2c
= 1-(1-p)
da cui si ottiene ¢ = 1/2.

b) Dobbiamo calcolare pzw (z,w) =P(Z = 2, W =w), con z =+l ew =1,2,... (per
ogni altro valore di z e w, si ha evidentemente pz w (z,w) = 0). Ora, se z = 1,
pzw(l,w) =P(Z =1,W =w)=P(X >0,|X|=w) =

=PX>0,X =w)=P(X =w) = 1p(l—pyH.

[\

Analogamente, se z = —1,

pzw(—lLw)=P(Z=-1,W=w)=P(X <0,|X|=w) =

:P(X<O,—X:w):IP’(X:_w):%p(l_p)w—l

Dunque, riassumendo si ha

%p(l—p)“’_1 sez=xlew=1,2,...
pzw(z,w) = 0

altrimenti
Z e W sono indipendenti, perché pzw (z, w) = g1(z)g2(w) dove

% se z = =+1 1—-p)*lp sew=1,2,...
91(2) = . . € gz(w) =
0 altrimenti

0

altrimenti
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Essendo g1 e g2 due densita (in particolare, go ¢ la densita del primo successo in prove
bernoulliane), si ha immediatamente che pz(z) = g1(2) e pw(w) = ga2(w).

c) Poiché, come abbiamo detto, Z e W sono indipendenti, si ha py,| z(w | 2) = pw (w).
Invece, fissato z = *1,

)= pxz(z,2)

, al variare di z.
pz(2)

Ora, essendo pxz(z,z) =P(X =x,Z = z), per z = +1 si ha

PX=2)=(1-p)*p sex=12,...
0 altrimenti

e analogamente, se z = —1,

PX=z)=1-p) " p sex=-1,-2,...

z,—1)=P(X=2,X<0) =
pxz( ) ( ) { 0 altrimenti
Allora, riassumendo, fissato z = +£1, si ha:

(1-p)*1lp sex=22232...

PXZ(90|Z)={

0 altrimenti

S 4. E noto che il limite esiste ed ¢ una legge di tipo Poisson, con parametro A (cfr
appunti o libro di testo).
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