Soluzioni Esercitazione VII

S 1. a) Dobbiamo calcolare pzw (z,w) =P(Z = 2, W =w), con z = £l ew = 1,2,...
(per ogni altro valore di z e w, si ha evidentemente pz w(z,w) = 0). Ora, se z =1,

paw(Lw) =B(Z = 1,W = w) = P(X > 0,|X| = w) =
=B(X >0,X =w) =P(X =w) = ;p(1—p)" "
Analogamente, se z = —1,
paw(—1,w) = P(Z = —1,W = w) = P(X < 0,|X| = w) =
=P(X<0,-X =w)=P(X = —w) = %p(l—p)w_l.
Dunque, riassumendo si ha

%p(l—p)w_1 sez=xlew=12,...

0 altrimenti

pzw(z,w) = {

Z e W sono indipendenti, perché pzw (z, w) = g1(z)g2(w) dove

) % se z = =+1 (w) 1-p)*lp sew=1,2,...
z) = e w) =
& 0 altrimenti 92 0 altrimenti

Essendo g1 e g2 due densita (in particolare, go ¢ la densita del primo successo in prove
bernoulliane), si ha immediatamente che pz(z) = g1(z) e pw(w) = go(w).

b) Poiché, come abbiamo detto, Z e W sono indipendenti, si ha py,| z(w | 2) = pw (w).
Dunque, E(W | Z = 2) = ), wpw | z(w|2) = >, wpw (w) = E(W) = 1/p.
¢) Occorre Cov(X, Z). Per evidenti ragioni di simmetria, E(X) = E(Z) = 0; inoltre,

E(XZ) = E(X(1{x>0; — l{x<oy)) = E(|X]) Z |lz|px (x

Ora, poiché z +— |z|px(x) & una funzione pari! si ha

+00
XZ) =) |zlpx(z) =2) apx(z) ==
T =1

(perché 23"+ ap,(z) = E(T), con T istante di primo successo in prove bernoulliane con
probabilita di successo = p). Dunque, Cov(X,Z) = E(XZ) = 1/p > 0, da cui segue che
tra X e Z c’e dipendenza positiva. Per scrivere I’equzione dlla retta di regressione di Z
rispetto a X, occorre calcolare Var(X): ricordando che E(X) = 0, si ha

+o0
Var(X Zx px(z) = ZZIEQPX(JU)
r=1

'Ricordiamo che g(z) & pari se g(z) = g(—zx).




dove abbiamo usato il fatto che z — 2%px(z) & pari. Ora, detta T la v.a. istante di primo
successo in prove bernoulliane con prob. successo = p, si ha

+o0o - . -
23 a’px(x) =E(T?) = Var(T) + E*(T) = p2P t = p2p.
=1

Dunque, nel piano (z, z) la retta di regressione ha equazione

Q) EX|Z=-1)=), 2px|z(x|—1),essendo px | z(x | 1) = px,z(w, —1)/pz(~1) =
2px,z(z,—1). Ora,

P(X =z)=px(x) sex=-1,-2,-3,...

)
0 altrimenti
Quindi,

-1 “+oo
EX|Z=-1)= ) ap(l-p) " '==3 kp(l-p)"'=-ET) =~
k=1

T=—00

1
p
dove T denota la v.a. istante di primo successo come sopra.

S 2. a) Poiché X3,..., X sono indipendenti, segue che anche le tre v.a. Y, Z, W sono
indipendenti. Quindi,

Cov(T,U) =Cov(Y + Z,Z+ W) = Cov(Y, Z) + Cov(Y,W) + Cov(Z, Z) 4+ Cov(Z,W) =
=0+ 0+ Var(Z) + 0 = Var(X3 + X4) = Var(X3) + Var(X4) = 2p(1 — p),

b) E(T) = E(X;1 + -+ X4) = E(X1) + - -+ + E(X4) = 4p. Inoltre, poiché le X; sono
indipendenti, Var(7') = Var(X; + --- 4+ X4) = Var(X1) + - - - 4+ Var(X4) = 4p(1 — p).

c) Siha: E2T'+1) =2E(T)+1 =8p+ 1 e Var(2T + 1) = Var(2T) = 4Var(T) =
16p(1 — p).

d) Si ha: Cov(27'+1,3U) = 6Cov(T,U) + 3Cov(1,U) = 4p(1 — p) perché si ha sempre
Cov(c, X) = 0 quando ¢ ¢ costante (e X & qui una v.a. qualsiasi).

S 3. Ricordiamo che perché f sia una densita dev’essere f > 0 e fR f(z)dx = 1. Inoltre,
osserviamo che 1 — z:2 >0perxe|[—1,1]e 1— 22 <Operx<—lex>1.

1. Sec >0, fi > 0 per ogni x: f1 € una densita se si sceglie ¢ tale che cf_ll(l —z?)dz =
1, cioe ¢ = 3/4.

2. Comunque si scelga ¢, fa non ¢ a segno costante (se, ad esempio, ¢ > 0, f2(0) >0 e
f2(3/2) < 0), dunque non esiste c tale che fs € una densita.
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3. Osserviamo che per x € (2,3), la funzione = — 1 — x* & sempre negativa, dunque

preso ¢ < 0 si ottiene f3(x) > 0 per ogni x. Infine,
’ 2 2 C 3
lzc/ (1 —2z%)dx = —=¢, da cui si ottiene ¢ = ——.
9 3 2

Dunque, f3(z) = 3(z* — 1)1{ze(2,3)y © una densita.
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