Soluzioni Esercitazione IV

S1. (a)SihaP(X >z)=1-PX < z) =1- Fx(z). Inoltre, per z € R, sia
¢(x) = sup{zy, € Ex; 2 < x}. Allora

P(X<z)= Y px(a)= Y  px(@)=Fx(g()):
k:xp<x k:xp<o(x)
Ora,
Fx(e™) = lim Fx(z— ) = Fx(8())
n—oo n —
perché per ogni n grande abbastanza si ha

Fe(o-1)= 2 mx@= Y pxle) = Fx(().

n
k:zp<z—1/n k:xp<¢(x)

Pla < X <b) =P(X <b) — P(X < a) = Fx(b) — Fx(a),
Pla<X <b)=P(X <b)—P(X <a)=Fx(b)— Fx(a™),
Pla< X <b)=P(X <b)— P(X <a)=Fx(b~) — Fx(a™),
Pla< X <b)=P(X <b)— P(X <a)=Fx(b~)— Fx(a).

S 2. (a) Sia Yy che Zy coincidono con X su (—N,N); se X ¢ (—=N,N), Yy viene
“congelata” in N o in —N mentre Zy viene “congelata” in 0. Ecco perché si usa il
termine “troncamento”.

Detti Ey, e Ez, rispettivamente i valori che possono assumere Yy e Zy, dev’essere

By, = (EX A (=N, N)) U{-N,N} Eg, = (EX N (=N, N)) u{o}.

Studiamone la distribuzione.

Sia y € Ey,: se y # £N, allora {Yy = y} = {X = y}; se invece y = N allora
{Yvy = N} ={X = N}U{X > N} = {X > N}; analogamente, se y = —N si ha
{(Yv=-N}={X=-N}U{X < —N}={X < —N}. Quindi,

px(y) se y€ ExN(=N,N),
pyy(y) =9 P(X>N) se y=N,
P(X <-N) se y=—N.

Per quanto riguarda Zy, sia z € Ez,: se z # 0, allora {Zy = z} = {X = z}; se invece
z=0allora {Zy =0} = {X =0} U{X > N} U{X < —N}. Quindi,

) px(2) se z€ExN(—=N,N), z+#0,
Pzn(2) =\ p(X —0)+ P(X > N)+B(X < —N) se z=0.



(b) Ovviamente sia Yy che Zy sono v.a. discrete, che possono assumere un numero
finito di valori (anche se la cardinalita di Ex pud essere numerabile), quindi la funzione
di ripartizione € non decrescente, continua a destra, costante a tratti e salta nei punti che
tali v.a. possono assumere, con salto pari alla probabilita che tali punti siano assunti.

Studiamo G p:

Gr(y) =P(Yy <y) =P(Yy <y, X <—N)+P(Yy <y, [X| < N)+P(Yy <y, X > N)
=P(-N<y, X <-N)+PX <y, |X|<N)+P(N<y,X >N)

0 se y<-—N
=< P(X<y) se —N<y<N
1 sey >N

Quindi Gy (y) coincide con P(X < y) = Fx(y) per y € [-N,N), vale 0 quando y < N e
1 se y > N. Usando le funzioni indicatrici, possiamo scrivere
Gn(y) = Fx(y)lye-n Ny + Ly>ny- (1)

Per disegnare G, basta disegnare il grafico di Fix su [N, N), porre poi Gy = 0 quando
y<NeGny=1lsey>N.

Vediamo Hy:

2)=PZn <2z, X<—-N)+PZny <z |X|<N)+P(Zy <z X >N)
—PO0<2X < -N)+P(X <2z|X| <N)+P0O<zX > N)

0 se z<-—N
P(X <2) se —N<z<0

") P(X<2)+P(X>N) se0<z<N
1 se z > N

Quindi Hy vale 0 e 1 rispettivamente su z < —N e z > N; coincide con P(X < z) = Fx(z)
su[—=N,0)evale P(X <z)+P(X > N)=Fx(z)+1— Fx(N) per z € [0, N), ovvero

Hy(2) = Fx(2)1ze-no)) + (Fx(z) +1- FX(N)>1{ze[O,N)} + Ly>ny

(2)
= Fx(z)l{ze[,]\[,]\[)} + (1 — FX(N)>1{ZE[O,N)} + 1{y2N}-

Per disegnare Hy, basta disegnare il grafico di Fx su [-N,N); porre Hy = Fx per
z € [=N,0) e traslare Fiy di 1 — Fx(N) per z € [0, N) (si noti che se X assume valori piu
piccoli di N, questa traslazione di fatto non c¢’¢); porre Hy =0 quando 2 < N e Hy =1
se z > N.

(c) Si ha che per N — +00, sia Gy che Hy tendono a coincidere con Fx, ovvero Yy e
Zn si “schiacciano” su X. Infatti, fissati y, z € R, esiste un Ny tale che per ogni N > Ny
si abbia y,z € [-N, N). Quindi, da (1) segue che Gn(y) = Fx(y) per ogni N > Ny e

lim Gn(y)= lim Fx(y) = Fx(y);
i Gn(y) = lim Fx(y) = Fx(y);
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usando (2), per ogni N > Ny si ha Hy(z) = Fx(2) +1— Fx(N) e

Jim Hy(z) = lim (Fx(z) +1- FX(N)> = Fx(2)

perché limy_, 4o Fx(N) = 1.

S 3. (a) Perché px sia una densita discreta, dev’essere: px > 0 e px > 0 su un
insieme al pitt numerabile, il che & vero; inoltre, > px(z) = 1, che diventa (ricordiamo

che ZnZl pn = 1/(1 - p) - 17 per Ogni pE [Oa 1))

+oo

1:pr(x):Zc<%)|n| :2Zc<%)n+c:20—l—c,

neL n=1

quindi ¢ = 1/3.

(b) Per quanto visto nell’Es. 2, possiamo dire che Yy e Zy assumono entrambe valori
in £ ={-N,-N+1,...,N —1,N}. Dunque, se y e¢/o z non sono in E ovviamente
Pyw.zx (Y, 2) = 0, dove con py, z, denotiamo al solito la densita discreta congiunta di Yy
e Zn. Se invece y,z € E si ha

pYN,ZN(wa) :P(YN =y, 4N = Z) :P(YN =Y, 4N = 2, |X| < N)

(a)
+PYy=y,Zn=2,X < -N)+P¥n=y,Zn=2,X > N).

(0) (c)

Osserviamo che:
P(X=n) sey=z=ne{-N,...,N}
0 altrimenti

P(X <—N) sey=—-N,z=0

(G)Z]P’(X:y,X:z,\X\gN):{

b)=P(—-N=y,0=2,X < —N) =
0 altrimenti
P(X >N) sey=N,z=0

(c)=P(N=y,0=2,X>N)=

0 altrimenti
Ora, ricordando che P(X = n) = px(n) = ¢/2I", che P(X < —N) =Y, __ypx(n) =
Doy /2 =30 ye/2m = c/2NTST (1/2)" = ¢/2V e, analogamente, P(X >
N) = ¢/2"N, possiamo scrivere

o

sey=z=nec{-N,...,N}
se (yvz) = (—N,O) oppure (yv Z) = (N7 0)

W
3

o

Pyn.,Zn (yv Z) -

N
2

0 altrimenti
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Calcoliamo ora le due distribuzioni marginali:

pyw () =D pvazn(¥:2) e pzy(2) = D pyiay (Y, 2)

Cominciamo dalla prima. Si ha:

Lseye{-N+1,...,N =1} allora pyy (y) = >, pyyzy (¥, 2) = Pyyzy (¥, y) = C/2|y‘§

2. sey = —N allora py, (—N) = >, pyyzy (=N, 2) = pyyzy (=N, =N) +pyy zy (—N,0) =
c/2N +¢/2N = ¢/2N -1

3. se y = N allora py, (N) = 3= pyyzy (N, 2) = pyyzy (N, N) 4 pyyzy (N, 0) = ¢/2V 71
4. per ogni altro valore di y, py, (y) = 0.

Dunque,
o sey€{-N+1,....,N—1}
pYN(y): 21\1%1 Sey:_NvN
0 altrimenti

Lavoriamo ora sulla legge di Zy:
Lseze€{-N+1,...,N—1}ez#0allora pzy(2) =3, pvyzy(y,2) = Pyyzy (2, 2) =
2. se z = 0 allora V223 (O) = Zy PyyZn (y7 0) = PYnZn (O’ 0)+pYNZN (_N’ O)+pYNZN (N’ 0) =
c+c/2V +¢/2V =cH4 /2N

3. per ogni altro valore di z, py, (z) = 0.

Dunque,
ﬁ sez€{-N,...,N}ez#0
pZN(Z): C"‘QN% se 2z =20
0 altrimenti

A titolo di verifica, provare che py,, e pz, sono effettivamente due densita di probabilita
discrete.

S 4. Per t,u interi > 1, ovviamente P(T' = ¢,U = u) = 0se u < t+1. Se invece u > t+1,

P(T=t,U=u)=P(X1 = =X; 1 =0,X; =1, Xpu1 = = Xo1 =0, X = 1)
=(1-ptp-Q-p Tt p=p*1L-p~ >

Quindi, per t, u interi,

2 u—2
[ p*(1-p) seu>t+1>2
pru(t u) = { 0 altrimenti.

Calcoliamo le distribuzioni marginali. Per ¢t > 1,

+o00 “+oo
pr(t) = ZPT,U(t,u) = Z PP(1—p)“ 2 =p*(1—p)! Z (1 — pye(t+)
u u=t+1 u=t+1
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- 1 t
=p*(1-p) lm =p(1—p)"~!

(come d’altro canto sapevamo gial) e per u > 2,
u—1
> pP(1—p) = (u-1)p*1-p) 2
t=1

pu(u) = proult,u) =



