Soluzioni Primo appello
S 1. Immaginando che i 15 posti della fila siano numerati, possiamo prendere

Q={w=(wi,w2,w3) : wj €{l,...,15}, i =1,2,3, w; # w; per i # j,

e senza tener conto dell’ordine}.

In altre parole, Q = C§5, e quindi || = ( 135 )

Se A = {i tre amici sono seduti vicini}, allora w € A se e solo se w1 = i, wo =i + 1,
wg =i+ 2, coni=1,...,13. Dunque, |A| = 13. Scegliendo poi & = Z(Q) e P =
probabilita uniforme, si ottiene:

P4 =2 -1

( 135 ) 35

S 2. Se A = {viene scelta la moneta a} e B = {viene scelta la moneta b}, allora

a) Si ha
P(T1) = P(Ty | A)P(A) + P(T1 | B)P(B) =

Usando poi il fatto che se € noto quale moneta si lancia allora i lanci sono indipendenti,
si ha anche

1
P(TlﬂTg):P(TlﬁTQ|A)P(A)+]P(TIQT2|B)P(B)25if—l-**g:*
b1) Si chiede P(A|T: NTo):

P(TiNTy | APA) 555 2

P(A| T NT3) = BTN D) = z 3

b2) Si chiede P(T¥ |11 N T3):

P(Tl NTHN Tgc)

P(Tg | TN TQ) = ]P)(Tl A TQ)

Il denominatore & stato gia calcolato. Per il numeratore:



Quindi, P(T$ | Ty N Th) = 7/12.
c) Osserviamo che (essendo P(73) = P(11))

P(ThNTz) = ¢ 75 7 3 = P(T)P(13),
quindi 77, ..., T19 non sono indipendenti.

S 3. Intanto, per x =0,1,...,

40 _ _2+co _2+oo e_l
pry:zzy yz:m(y—x:x'yz; — ) ::L"Zki' :L‘" Tl

cioe X ~ Po(1). Dunque, per = > 0, si ha

e—1
Pxy (T, Yy ~— sey=z,x+1,...
pyix(y|z) = # (y—=)! ' .
px () 0 altrimenti
Allora,
+o0 671 “+o00
E(Y\XZDC)ZZypmx(y\w)ZZy'(y =Y (y—=) +Zx
Y = =z

712*4-3: l=e"e+z=1+uz.

b) Si ha
pzw(z,w) =P(X+1=2Y-X =w) =P(X =2-1,Y = z4w-1) = pxy(2—1, 24+w—1).

Ora, pxy(z —lL,z+w—1) #0seesolose z—1=0,1,..., z+w—-1=0,1,... e
z4+w—12>z—1,il che equivale a dire: z=1,2,...ew =0,1,.... In tal caso,

672

pxy(z—l,z+w—1)=m-

Ma allora

671 671

pzw (2, w) = g1(2)g2(w), con g1(z) = ) L—12.. ¢ g@w) =" lu=o12..

Da qui si deduce che Z e W sono indipendenti ed inoltre (avendo gia messo a posto le
costanti!) pz = g1 e pw = g2 (in particolare, W ~ Po(1).

S 4. a) Falso: se Cov(X,Y) = 0 allora non ¢ detto che X e Y siano indipenden-
ti, condizione che equivale alla fattorizzazione della densita congiunta nel prodotto delle
marginali.
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b) Vero: P(A|B) = % e se P(A) = P(B) allora rimane P(A|B) =P(B| A).

c) Vero: per n — oo allora la legge di S,, converge ad una legge Po(1), quindi:

lim P(S,, >0) = lim (1-P(S, =0)) =1— lim P(S, =0)=1—¢"!

n—~oo n—oo n—oo

S 5. Osserviamo anzitutto che X e Y sono indipendenti, entrambe con legge B(3,1/2).
Si ha:

Cov(X+Y, X —aY)=Var(X)+ (1 — a)Cov(X,Y) —aVar(Y) = 3 (1—-a).
H//—/ - H,/ZL_/ 4
=3/4 = =3

Quindi:

a>1 = dipendenza negativa

a=1 = dipendenza nulla

a <1 = dipendenza positiva
Nota: al solito, se & = 1 non & detto che ci sia indipendenza.

Per scrivere ’equazione della retta di regressione richiesta, occorrono le seguenti quan-
tita:
EX+Y)= EX)+EY)=3
E(X —aY)= EX)-aEY)=3(1-0)
Var(X —aY) = Var(X)+a?Var(Y) = 2 (1 + a?)

dunque nel piano (u,v) 'equazione richiesta é:

l-a 3

14 a2 (u B 5(
S 6. Se indichiamo con 77 e T la durata delle due unita @/ e @, possiamo supporre
che T} e Ty siano indipendenti e con legge Un(0, 1). Indichiamo con F' e p rispettivamente
la f.r. e la densita della legge Un(0,1). Essendo le due unita poste in serie, il tempo di
vita del sistema . ¢ S =T1 A Ts.

a) Si chiede E(S) e Var(S). Calcoliamo quindi la legge di S:

1—a))+3.

Fs(S)ZP(Sgs):P(Tl/\TQ SS)
=1-PM ATy >s)=1-P(Ty > 5T >s)=1—(1—F(s))?

Allora, la densita e

ps(s) = Fs(s) = (1= F2(s)) = 2p(s)(1 — F(s)) = 2(1 — ) locacn,

e media e varianza sono

Var(S
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b) Indichiamo con S; la durata del sistema .#;: Si,...,S, sono indipendenti e tutti
con la stessa legge di S. Inoltre, S, = Yo, Si/n ¢ la durata media empirica, mentre
quella teorica & E(S) = 1/3. Si cerca quindi n affinché P(|S, — 1/3| < 0.1) > 0.99, o
equivalentemente P(|S, —1/3] > 0.1) < 0.01. Cid puo essere fatto usando la disuguaglianza
di Chebycev:

P(

il che dd n > 10*/18 = 555.5. Oppure, immaginando n grande, si po anche usare
Papprossimazione gaussiana (farlo!).

Var(S),) 1
= <0.
0102 ~ 18n(ie =20

S*n—é‘ 20.1) <

S 7. Intanto, possiamo supporre che X e W siano indipendenti, cosicché Y = X + W ~
N(173, 36).

a) Si chiede P(Y > 170):

Y —-173 170 - 173

6 = 6
——
~N(0,1)

P(Y > 170) = ]P’( ) = 1— ®(—0.5) = B(0.5) = 0.69146.

b) Si chiede « tale che 0.99 = P(|Y — 173| < «):

P(|Y — 173] <a):P(’¥‘ > %) :@(%) —cp(—%) :2@(9) -~

~N(0,1)

Quindi dev’essere

0.99 — 2@(%) —1, ciod @(%) — 0.995,
da cui segue che a =6 - ¢g.g95 = 6 - 2.5758 = 15.4548.

S 8. a) Vero: usando la disuguaglianza di Markov con k =1 (qui X ~ Ge(p), quindi in
particolare X >0 e E(X) =p/(1 —p)) si ha, per ogni x > 0,

EX)_ »p
P(X > x) < s -

bl) Vero: dal teorema del Limite Centrale,

lim P(S”_"p > 0) ~ lim P(S"_”p >0) —1-(0) = .
n—00 \/’E n—00

b2) Falso: dalla legge dei Grandi Numeri,

lim ]P’(S" P 1) = lim P(S, —p>1) < lim P(|S, —p| > 1) =0,
n—oo

n—o00 n n—00

dunque quel limite ¢ 0 e non 1/2.
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