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Esercizio 1. Sia {Y,} una successione di v.a. indipendenti di legge Un(0,n). Studiare la
convergenza, (q.c., in probabilitd, in L? e in legge) di X,, = e Y.

Esercizio 2. Siano X e Y due v.a. indipendenti di legge Exp(1) e siano
U=X e V=|X-Y|

a) Calcolare la legge di (U,V). Le v.a. U e V sono indipendenti?
b) Sia Z =tan(X/Y). La terna (U,V, Z) ha densita?
c) Sia {(Xk, Yx)}r una successione di copie indipendenti di (X,Y"). Calcolare

n

lim P(Zm — Xy 2n+2\/ﬁ).

n—00
k=0

Esercizio 3. Sia {X;} una successione di v.a. i.i.d. e positive tali che log X ha media 0 e
varianza (finita) 0. Studiare la convergenza in legge di {Y,*},, dove

n 1/n® 1
Yna:(HXk) , con azl,i,
k=1

NNy

Esercizio 4. a) E vero che se una successione di v.a. converge in legge allora converge in
L?, per qualche p? Ed & vero il viceversa? (Giustificare le risposte.)

b) La funzione caratteristica: descrivere le proprieta che ritenete particolarmente im-
portanti (giustificando la scelta - eventuali dimostrazioni sono ben accette).

c¢) Descrivere e dare alcuni esempi di applicazione della proprieta di tightness.



Soluzioni

Esercizio 1 Studiamo dapprima la convergenza in legge: F,(z) = P(X, < z) =
Ple="» <z)=0sex <0eperz>0

* 1
Fo(z)=PY, > —Inzx) = / — 1o,n) dt,
—lnz T
da culi si ottiene
0 sexr <e ™
0 sex<0
F,(z)= ntlhnz see "<z <1 esiha lim F,(z) = -
n - n—00 1 sex>0
1 sex>1

Quindi, detta Fp laf.d. dellav.a. X = 0q.c., F,(x) — Fo(z) per ogni z tale che AFy(z) # 0,
ovvero X,, — 0 in legge, per n — co.

Poiché la v.a. limite & costante, si ha anche X,, — 0 in probabilita. Studiamo la
convergenza q.c.: fissato § > 0, si ha

P(|Xn|>8) =0sed>1eperd <1, P(|X,|>8)=—1Ind/n.

Allora, ), P(|X,| > 6) non converge per ogni § > 0 e anzi, per alcuni valori di ¢ si ha
> . P(|X5| > 6) = co. Poiché le X,, sono indipendenti, da BC2 possiamo dedurre che la
successione non converge d.c.

Studiamo infine la convergenza in L? a 0:

oy "y 1—e P
E(|XE|) =E(e ?'») = —e PWdy=——— —+0sen— oo,
0 N n

dunque X, — 0 in LP? per ogni p.
Esercizio 2 a) Usiamo il TCV: poniamo

Ay ={(z,y) :xz>y} e Ay={(z,y): z <y},
<p1(:v,y) = (ZE,ZIZ _y)7 (a:,y) € A € 902(3:7?/) = (Cﬂ,y —CU), (Cﬂ,y) € A27

cosi che (U,V) = 1 (X,Y) I x vyea, +©2(X,Y) Ix y)ca, q.c. Le funzioni inverse di ¢; e
(p2 sono, rispettivamente,

1 (u,v) = (u,u —v), (u,v) € p1(A1) = {(u,v) : v>0}, e
o (u,v) = (u,u+v), (u,v) € p2(As) = {(u,v) : v > 0}.

Allora, detta fy v la densita congiunta di U e V,
2
fU,V(U, U) = Z fX7Y ° wk(’uﬂ U) |det‘]¢'k (ua U)| ]l(um)epk(Ak)’
k=1
dove fxy(z,y) = e * ¥ 1;50,y>0 ¢ la densita congiunta di X e Y. Svolgendo, si ottiene:
fU,V(uy U) = 672u+v ]lu>v>0 + 672U7v ]lu>0,v>0-

U e V non sono indipendenti perché la densita congiunta non si fattorizza nel prodotto di
due funzioni 'una dipendente da u e I'altra da v.



b) Osserviamo che se X/Y € (n/4,7/2) allora X/Y = arctgZ > 0. Quindi: X > Y,
V=X-Y e, essendo U = X, si ha Z =tan(U/(U — V)). In altre parole, si ha

(XY € (x/a,m/2)} € {Z = tan Ul—]V} —(U,V,Z) : (U,V,2) € A},

dove A = {(u,v,z) : z = tan } € B(R?).

u—v

Ora, Leb3(A) =0e P((U,V,Z) € A) > P(X/Y € (n/4,7/2)) > 0, da cui segue che la terna
(U,V, Z) non ha densita di probabilita.

c) Posto Vi, = |V — Xi|, ovviamente le V}, sono indipendenti e hanno tutte la stessa
legge di V, la cui densita ¢ data da

fo(v) = /R fov (uty0) du = e~ Uy,

cioe Vi ~ Exp(1), quindi g = E(V}) =1 e 0? = Var(V}). Allora, usando il TLC si ottiene:

. - o > im0 (Vi = 1) _
nlgrolom(kzzom — Xl 2n+2\/ﬁ) —nlgr;o]}”(HW > 2) —1-3(2),

dove ® denota la f.d. di una gaussiana standard.

Esercizio 3 Studiamo la convergenza di Z =logY,®. Intanto, si ha

1 n
Zy = v Z Wy, dove W, = log X}, con Wy, indipendenti, E(Wy) = 0, Var(W},) = .
k=1

Ora, se a = 1 ci troviamo nella situazione tipica della LGN: Z! — E(W;) = 0 q.c., per
n — co. Se invece a = 1/2, usiamo il TLC:

Z}L/Q =0 X —Zk:l(Wk L) — N(0,0?),

= in legge per n — co.

no

. . . 1/4 < .
Per oo = 1/4 non c’e convergenza perché la successione Zn/ non ¢ tight. Infatti, osservando

che ZY/* = nl/4. 7z fissato M > 0 e per n grande, si ha

P(|ZL/4 < M) =P(|ZL/? < n~YAM) =~ P(|1Z] < n”V/AM),

dove qui Z denota una v.a. di legge N(0,02). Ora, se n & grande, n~'/*M @& vicino allo 0,
quindi P(|Z| < n='"/*M) & piccolo. In altre parole, non & vero che per ogni € > 0 esiste un
M > 0 tale che

inf P(1Z,/*] < M) > 1 ¢,

. 1/4 C L
ovvero la successione {Zn/ }n non & tight.

Infine, osservando che Y, = e e che la funzione g(z) = e* & continua, quanto sviluppato
sopra consente di dedurre che:

e a=1:Y! > e’=1q.c per n - oo (perché Z! — 0 q.c. per n — o0);

e a = 1/2: Y2 5 Y in legge per n — oo, con Y = eZ e Z ~ N(0,0?) (perché
ZM?* & 7 ~ N(0,02) in legge per n — 00);

e a=1/4: Ynl/4 non & tight (perché Z}L/4 non & tight), quindi non c’¢ convergenza.
Esercizio 4 Si rimanda al libro di testo.
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