
Convergenza e leggi dei Grandi Numeri

Appunti per il corso di CP2, a.a. 2001/2002

1 Convergenza

In questo paragrafo studieremo la convergenza quasi certa, in probabilit�a e in Lp, stabilendo

eventuali implicazioni e mostrando esempi e controesempi.

Cominciamo dalle de�nizioni.

De�nizione 1.1 Sia (
;F ; IP) uno spazio di probabilit�a, dov'�e de�nita una successione fXngn
di v.a. e una ulteriore v.a. X.

� Diremo che fXngn converge a X quasi certamente (q.c.) se esiste N 2 F tale che

IP(N) = 0 e per ogni ! =2 N ,

lim
n!1

Xn(!) = X(!)

(o, equivalentemente, se P (f! : Xn(!) =!X(!)g) = 0).

� Diremo che fXngn converge a X in probabilit�a se per ogni Æ > 0

lim
n!1

IP(jXn �Xj > Æ) = 0:

� Se Xn 2 Lp per ogni n e X 2 Lp, con p � 1, diremo che fXngn converge a X in Lp se1

lim
n!1

jjXn �Xjjp = 0:

La convergenza quasi certa coincide quindi con la convergenza puntuale (Xn(!)
n!1
�! X(!))

a meno di un insieme di probabilit�a nulla e quindi trascurabile. La convergenza in probabilit�a

invece richiede che asintoticamente (cio�e per n!1) divenga trascurabile l'evento f! : jXn(!)�

X(!)j > Æg, che corrisponde all'evento \Xn dista da X per pi�u di Æ", per ogni Æ > 0. In�ne,

la convergenza in Lp �e forse quella pi�u semplice intuitivamente. Infatti, poich�e Lp(
;F ; IP) �e

uno spazio di Banach con la norma jj � jjp, la convergenza di Xn a X in Lp corrisponde alla

convergenza a 0 della distanza (in Lp: jjXn �Xjjp) tra Xn e X.

Cominciamo a dimostrare un primo risultato sulla convergenza q.c.:

Proposizione 1.2 (i) Xn ! X q.c. se e solo se IP(jXn �Xj > Æ i.o.) = 0, per ogni Æ > 0.

(ii) Se per ogni Æ > 0 la serie
P

n IP(jXn �Xj > Æ) converge allora Xn ! X q.c.

Dimostrazione. (i) Osserviamo anzitutto che Xn(!)! X(!) se e solo se per ogni Æ > 0 esiste

un n tale che per ogni k � n si ha jXk(!) �X(!)j � Æ. Ora, poich�e ogni numero reale si pu�o

1 Ovviamente, in tal caso si ha anche jjXnjjp ! jjXjjp, o equivalentemente IE(jXnj
p)! IE(jXjp). Infatti, dalla

disuguaglianza triangolare segue che j jjXnjjp�jjXjjp j � jjXn�Xjjp, quindi se jjXn�Xjjp ! 0 per n!1 allora

jjXnjjp ! jjXjjp per n!1. In particolare, se p = 1 allora IE(Xn)! IE(X).
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approssimare con dei razionali, non cambia nulla se il Æ in questione si sceglie nei razionali IQ.

Quindi, in simboli possiamo scrivere

f! : Xn(!)! X(!)g = \Æ>0;Æ2IQ [n \k�nf! : jXk(!)�X(!)j � Æg

il che peraltro prova che f! : Xn(!)! X(!)g 2 F perch�e unione e intersezione numerabile di

eventi (f! : jXk(!)�X(!)j � Æg) che appartengono a F . Quindi,

f! : Xn(!)! X(!)gc = [Æ>0;Æ2IQ \n [k�nf! : jXk(!)�X(!)j > Æg

= [Æ>0;Æ2IQfjXn �Xj > Æ i.o.g:

Ora, Xn ! X q.c. se e solo se il complementare di f! : Xn(!)! X(!)g ha probabilit�a nulla,

ci�e se e solo se

IP([Æ>0;Æ2IQfjXn �Xj > Æ i.o.g) = 0;

il che �e vero se e solo se IP(jXn�Xj > Æ i.o.) = 0 per ogni Æ > 0. Infatti, se IP([Æ>0;Æ2IQfjXn �

Xj > Æ i.o.g) = 0 allora evidentemente IP(fjXn � Xj > Æ i.o.g) = 0 per ogni Æ > 0, Æ 2 IQ.

Preso Æ 2 IR n IQ con Æ > 0, allora esiste un Æ0 2 IQ tale che Æ0 2 (0; Æ), quindi fjXn � Xj >

Æ i.o.g � fjXn �Xj > Æ0 i.o.g, da cui segue che IP(jXn �Xj > Æ i.o.) = 0 per ogni Æ > 0.

Viceversa, se IP(jXn �Xj > Æ i.o.) = 0 per ogni Æ > 0, allora [Æ>0;Æ2IQfjXn �Xj > Æ i.o.g

ha probabilit�a nulla, quindi Xn ! X q.c.

(ii) Se per ogni Æ > 0 la serie
P

n IP(jXn �Xj > Æ) converge allora usando il primo Lemma

di Borel-Cantelli segue che IP(fjXn �Xj > Æ i.o.g) = 0 e da (i) si ottiene Xn ! X q.c.

Osserviamo che la proposizione precedente d�a delle condizioni sulla convergenza q.c. che coin-

volgono le leggi di Xn e X e non le loro espressioni come funzioni di !. Questo �e particolarmente

importante in probabilit�a perch�e spesso (quasi sempre...) non si conosce il valore che una gener-

ica v.a. assume sulle ! ma si hanno informazioni su come si comporta in probabilit�a, ad esempio

se ne conosce la legge, oppure la media o la varianza o i momenti etc (tipicamente, solo negli

esempi \mirati", come i controesempi, si sa chi sono 
, F , IP e quindi chi �e X(!)...). A tale

riguardo, si propone il seguente esercizio.

Esercizio 1.3 Sia fYngn una successione di v.a. i.i.d. Exp(�)2. Posto Xn = Yn= log n, dis-
cutere se Xn ! 0 in probabilit�a e/o in Lp e/o q.c.

Soluzione. Fissato Æ > 0, studiamo IP(jXn �Xj > Æ), dove qui X = 0:

IP(jXn �Xj > Æ) = IP(Xn > Æ) = IP(Yn > Æ logn)

=

Z
1

Æ logn
� e��xdx = e��Æ log n =

1

n�Æ
! 0 se n!1

quindi Xn ! 0 in probabilit�a. Inoltre, una volta osservato che una Z � Exp(�) �e in Lp per ogni

p � 1 (dimostrare!!), si ha

jjXn �Xjjpp = IE(Xp

n) =
1

(log n)p
IE(Y p

n ) =
c�;p

(log n)p
! 0 se n!1

2Cio�e, con densit�a p(x) = �e��x1lx>0
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avendo posto c�;p = IE(Zp), con Z � Exp(�). Quindi Xn ! 0 in Lp.

Sudiamo ora la convergenza q.c. Cominciamo a vedere se vale la condizione suÆciente del

punto (ii) della Proposizione 1.2. Per Æ > 0, abbiamo visto che IP(jXn �Xj > Æ) = 1
n�Æ

quindi

la serie
P

n IP(jXn �Xj > Æ) converge se e solo se Æ > 1=�. Ci�o signi�ca che, purtroppo, non

possiamo dire se Xn ! 0 q.c. Per�o, abbiamo visto che la serie
P

n IP(jXn � Xj > Æ) diverge

per Æ � 1=� e abbiamo a disposizione uno strumento, il secondo Lemma di Borel-Cantelli,

che d�a informazioni sulla probabilit�a dell'evento fjXn � Xj > Æ i.o.g purch�e per�o gli eventi

fjXn �Xj > Æg siano indipendenti. Qui,

fjXn �Xj > Æg = fYn > Æ logng

e le v.a. Yn sono indipendenti per ipotesi, quindi gli eventi fjXn �Xj > Æg sono indipendenti.

Allora, usando BC2, si ha

IP(jXn �Xj > Æ i.o.) = 1

per Æ 2 (0; 1=�] e dal punto (i) della Proposizione 1.2 possiamo concludere che non c'�e conver-

genza q.c.

La proposizione che segue d�a delle interessanti implicazioni tra le convergenze de�nite nella

De�nizione 1.1.

Proposizione 1.4 (a) Se Xn ! X q.c. allora Xn ! X in probabilit�a.

(b) Se Xn ! X in probabilit�a allora esiste una sottosuccessione fXnk
gk tale che Xnk

! X

q.c.

(c) Se Xn ! X in Lp allora Xn ! X in probabilit�a.

(d) Se Xn ! X q.c. ed esiste Z 2 Lp, Z � 0 q.c. tale che jXnj � Z allora Xn ! X in Lp. In
particolare, jjXnjjp ! jjXjjp per n!1 e se p = 1, IE(Xn)! IE(X).

Dimostrazione. (a) Se Xn ! X q.c. allora, dalla Proposizione 1.2, per ogni Æ > 0 si ha

0 = IP(jXn �Xj > Æ i.o.) = IP(\n [k�n f! : jXk(!)�X(!)j > Æg)

= lim
n!1

IP([k�nf! : jXk(!)�X(!)j > Æg) � lim
n!1

IP(fjXn �Xj > Æg)

quindi limn!1 IP(fjXn �Xj > Æg) = 0, per ogni Æ > 0, e Xn ! X in probabilit�a.

(b) Per ipotesi, per ogni Æ > 0 si ha che limn!1 IP(fjXn �Xj > Æg) = 0. Quindi, per ogni

k � 1, limn!1 IP(jXn �Xj > 1=k) = 0, dunque esiste un indice nk tale che

IP(jXnk
�Xj > 1=k) <

1

2k
:

Consideriamo la sottosuccessione fXnk
gk appena costruita e mostriamo che Xnk

! X q.c. per

k !1.

Fissato " > 0, esiste un k0 tale che 1=k < " per ogni k � k0. Allora, per k � k0,

fjXnk
�Xj > "g � fjXnk

�Xj > 1=kg
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quindi
P

k IP(jXnk
� Xj > ") =

P
k<k0

IP(jXnk
� Xj > ") +

P
k�k0

IP(jXnk
� Xj > ") �P

k<k0
IP(jXnk

� Xj > ") +
P

k�k0
1=2k < 1. Il punto (ii) della Proposizione 1.2 consente

di a�ermare che Xnk
! X q.c. per k !1.

(c) Usando la disuguaglianza di Markov,

IP(jXn �Xj > Æ) �
IE(jXn �Xjp)

Æp
=
jjXn �Xjjpp

Æp
:

Quindi se jjXn�Xjjp ! 0 allora IP(jXn�Xj > Æ)! 0 per n!1, per ogni Æ > 0, cio�e Xn ! X

in probabilit�a.

(d) Posto Un = jXn �Xjp, basta dimostrare che IE(Un)! 0 per n!1 (si noti infatti che

IE(Un) = jjXn �Xjjpp). Per ipotesi, Un ! U = 0 q.c. Inoltre, jUnj � cp(jXnj
p + jXjp) � 2 cp Z

p,

con Zp 2 L1 e cp opportuna. Allora, usando il Teorema della Convergenza Dominata, si ottiene

che IE(Un)! IE(U) = 0. Ricordando in�ne la Nota 1, la tesi �e dimostrata.

Osservazione 1.5 La proposizione precedente si pu�o riassumere come segue:

� convergenza q.c.
=(
) convergenza in probabilit�a, e convergenza in probabilit�a ) esistenza

di una sottosuccessione che converge q.c.;

� convergenza in Lp
=(
) convergenza in probabilit�a;

� convergenza q.c.
=(
=) convergenza in Lp, ma se la successione �e dominata da una v.a. in Lp

allora convergenza q.c. ) convergenza in Lp.

Mostriamo alcuni controesempi che mostrano la validit�a delle =) e =( nell'Osservazione 1.5.

Esempio 1.6 [convergenza in probabilit�a, convergenza in Lp =) convergenza q.c.]

Sia (
;F ; IP) = ([0; 1];B[0; 1];Leb) e �ssati m � 1 e k = 0; 1; 2; : : : ; 2m � 1, sia

Yk;2m(!) = 1l[k=2m;(k+1)=2m](!):

Si ponga ora X1 = 1 e per n � 1, Xn = Yk;2m , dove m � 1 e k � 2m�1 sono tali che n = k+2m.

Mostriamo che Xn ! 0 in Lp:

IE(jXnj
p) = IE(1l[k=2m;(k+1)=2m]) = IP([k=2m; (k + 1)=2m]) = Leb([k=2m; (k + 1)=2m]) = 1=2m

quindi

lim
n!1

IE(jXnj
p) = lim

m!1
1=2m = 0

e, in particolare (parte (c) della Proposizione 1.4), Xn ! 0 in probabilit�a3. Ma Xn non converge

a 0 q.c. Infatti, per ogni ! 2 
 = [0; 1] e per ogni m � 1 esiste un k� = k�(!;m) tale che

3Si pu�o anche veri�care direttamente. Infatti, se Æ � 1 allora fjXnj > Æg = ;; se 0 < Æ < 1, fjXnj > Æg =

f1l[k=2m;(k+1)=2m] > Æg = f1l[k=2m;(k+1)=2m] = 1g = [k=2m; (k + 1)=2m]. Quindi, per ogni Æ > 0, IP(jXnj > Æ) �
1=2m, che va a 0 per m!1, cio�e se n!1.
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! 2 [k=2m; (k + 1)=2m]. Consideriamo la successione (numerica) �m = Yk�+2m(!): ovviamente

�m = 1 per ogni m, quindi �m ! 1 per m ! 1. Ora, poich�e Xn � 1 per ogni n, si ha

lim supn!1Xn(!) � 1. Ma per ogni !, esiste una sottosuccessione �m di Xn(!) tale che �m ! 1

per m!1. Ci�o signi�ca che, per ogni ! �ssato,

lim sup
n!1

Xn(!) = 1

e quindi Xn non pu�o convergere a 0 q.c.

Esempio 1.7 [convergenza q.c., convergenza in probabilit�a =) convergenza in Lp]

Sia ancora (
;F ; IP) = ([0; 1];B[0; 1];Leb). Fissato n � 1, sia

Xn(!) = n� 1l(0;1=n)(!);

dove � 2 IR �e �ssato. Ora, poich�e per ogni ! 2 [0; 1] esiste n0 tale che per ogni n > n0 si ha

! > 1=n, evidentemente Xn(!) ! 0 per n ! 1, quindi Xn ! 0 q.c. e dunque in probabilit�a.

Ma non �e detto che Xn ! 0 in Lp. Infatti,

IE(jXnj
p) = n�p IP((0; 1=n)) = n�p Leb((0; 1=n)) = n�p�1:

Dunque, Xn 2 Lp per ogni p e se si sceglie �p � 1, cio�e � � 1=p, allora IE(jXnj
p) non converge

a 0, cio�e Xn non converge a 0 in Lp.

Proponiamo in�ne il seguente esercizio, che in qualche modo anticipa il contenuto del prossimo

paragrafo.

Esercizio 1.8 Sia fXngn una successione di v.a. i.i.d., con media (comune) � e varianza
(comune) �2. Posto Sn =

P
n

k=1Xk, dimostrare che Sn=n! � in probabilit�a.

Soluzione. Fissiamo Æ > 0 e studiamo IP(jSn=n � �j > Æ). Osserviamo che IE(Sn=n) = �,

quindi stimiamo la probabilit�a sopra scritta con la disuguaglianza di Chebycev4:

IP(jSn=n� �j > Æ) �
Var(Sn=n)

Æ2
:

Ora, ricordando che le Xk sono indipendenti e usando le propriet�a della varianza, abbiamo

Var(Sn=n) =
1

n2
Var(

nX
k=1

Xk) =
1

n2

nX
k=1

Var(Xk) =
�2

n
;

quindi

IP(jSn=n� �j > Æ) �
�2

nÆ2
! 0 se n!1:

Osserviamo in�ne che in realt�a abbiamo dimostrato che Sn=n! � in L2, e quindi in probabilit�a.

4Disuguaglianza di Chebycev. Sia Z una v.a. con media m e varianza �2. Allora, IP(jZ�mj � Æ) � �2=Æ2.

Infatti, per la disuguaglianza di Markov, IP(jZ �mj � Æ) � IE(jZ �mj2)=Æ2 e ricordando che �2 = Var(Z) =

IE((Z �m)2), la disuguaglianza di Chebycev segue immediatamente.
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2 Legge dei Grandi Numeri

Con il nome di \legge dei Grandi Numeri" si intende lo studio della convergenza della media

empirica Sn=n alla media teorica � come nell'Esercizio 1.8, dov'�e stata dimostrata una versione

classica della Legge \Debole" dei Grandi Numeri, cos�� detta perch�e la convergenza �e in proba-

bilit�a. Pi�u in generale, data una successione fXngn di v.a. con medie �n = IE(Xn), studieremo

la convergenza a 0 di

1

n
Sn =

1

n

nX
k=1

(Xk � �k):

Parleremo di Legge \Forte" dei Grandi Numeri se la convergenza in questione �e quasi certa.

Teorema 2.1 [Legge forte di Rajchmann] Se le v.a. Xn sono a due a due non correlate e
se esiste L > 0 tale che supnVar(Xn) � L allora Sn=n! 0 q.c.

Dimostrazione. Senza perdere in generalit�a, possiamo supporre �n = 0 per ogni n (altrimenti

lavoriamo con le v.a. ~Xn = Xn � �n). Poich�e le Xn sono a due a due non correlate, si ha

Var(
P

n

k=1Xk) =
P

n

k=1Var(Xk), quindi come nell'Esercizio 1.8 si ha

IP(jSn=nj > Æ) �
Var(Sn=n)

Æ2
=

P
n

k=1Var(Xk)

n2Æ2
�

L

nÆ
(1)

perch�e le varianze sono uniformemente limitate. Quindi ancora Sn=n! 0 in L2 e in probabilit�a.

Osserviamo per�o che la stima appena ottenuta non consente di stabilire che
P

n IP(jSn=nj >

Æ) < 1 e quindi (Proposizione 1.2) la convergenza q.c. Per tale ragione, consideriamo la

sottosuccessione fSn2=n
2gn di fSn=ngn: da (1) otteniamo, per Æ > 0,

IP(jSn2=n
2j > Æ) �

L

n2Æ
:

Quindi
P

n IP(jSn2=n
2j > Æ) <1 e dalla Proposizione 1.2 si ha

lim
n!1

1

n2
Sn2 = 0 q.c. (2)

Ora, �ssato n poniamo

Dn = sup
n2�k<(n+1)2

jSk � Sn2 j:

Per ogni k � 1

jSkj = jSk � Sn2 + Sn2 j � jSk � Sn2 j+ jSn2 j;

quindi se n �e scelto tale che n2 � k < (n+ 1)2 si ha

���1
k
Sk

��� � 1

k

�
sup

n2�k<(n+1)2
jSk � Sn2 j+ jSn2 j

�
=

1

k

�
Dn + jSn2 j

�
�

1

n2
Dn +

��� 1
n2

Sn2
���:

Da (2), jSn2=n
2j ! 0 q.c., quindi basta dimostrare che Dn=n

2 ! 0 q.c. Infatti, �ssato Æ > 0,

usando la disuguaglianza di Markov,

IP(Dn=n
2 > Æ) = IP(Dn > n2Æ) �

IE(D2
n)

n4Æ2
: (3)
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Stimiamo IE(D2
n):

D2
n = sup

n2�k<(n+1)2
jSk � Sn2 j

2 �

(n+1)2�1X
k=n2

jSk � Sn2 j
2 =

(n+1)2�1X
k=n2

��� kX
j=n2+1

Xj

���2:
Allora,

IE(D2
n) �

(n+1)2�1X
k=n2

IE
���� kX

j=n2+1

Xj

���2� = (n+1)2�1X
k=n2

IE
� kX
j;`=n2+1

Xj X`

�

=

(n+1)2�1X
k=n2

� kX
j=n2+1

IE(X2
j ) +

kX
j;`=n2+1;j 6=`

IE(Xj X`)
�
:

Poich�e IE(Xn) = 0, si ha che IE(X2
j
) = Var(Xj) � L per ogni j e IE(Xj X`) = Cov(Xj ;X`) = 0

per j 6= `, da cui segue che5

IE(D2
n) �

(n+1)2�1X
k=n2

kX
j=n2+1

L = L

(n+1)2�1X
k=n2

(k � n2)

� L

(n+1)2�1X
k=n2

�
(n+ 1)2 � 1� n2

�
� L

�
(n+ 1)2 � n2

��
(n+ 1)2 � 1� n2

�
= 2Ln(2n+ 1):

Da (3), si ottiene

IP(Dn=n
2 > Æ) �

2Ln (2n+ 1)

n4Æ2
= O

� 1

n2

�
;

quindi
P

n IP(Dn=n
2 > Æ) <1 e, usando la Proposizione 1.2, possiamo concludere che Dn=n

2 !

0 q.c.

Come immediata conseguenza, possiamo ra�orzare quanto dimostrato nell'Esercizio 1.8:

Corollario 2.2 Se X1;X2; : : : sono v.a. i.i.d. con media � e varianza �2 allora

lim
n!1

1

n

nX
k=1

Xk = � q.c.

Dimostrazione. Poich�e sono veri�cate le ipotesi del Teorema 2.1, si ha

lim
n!1

1

n

nX
k=1

(Xk � �) = 0 q.c.

e poich�e 1
n

P
n

k=1 � = �, la tesi segue immediatamente.

Proponiamo il seguente

5Ricordiamo che
P

n2

j=n1
1 = n2 � n1 + 1.

7



Esercizio 2.3 Sia fXngn una successione di v.a. i.i.d. tali che

IP(Xi > x) =

(
x�� se x > 1

1 se x � 1

dove � > 1.

a) Calcolare media e varianza delle Xi, se esistono.

b) Posto Yi = logXi, determinare la legge di Xi.

c) Studiare la convergenza q.c. della successione f(X1X2 � � �Xn)
1=ngn.

Soluzione. a) La f.d. comune �e F (x) = 1� IP(Xi > x) e per q.o. x, F 0(x) = �x�(�+1) 1lx>1 =:

f(x). Ora,
R
IR f(x)dx = 1 quindi f �e la densit�a di probabilit�a delle Xi. Inoltre, si veri�ca

facilmente che xf(x) 2 L1 se e solo se � > 1 e x2f(x) 2 L2 se e solo se � > 2 e in tal caso,

IE(Xi) =

Z
IR
x f(x) dx =

�

�� 1
IE(X2

i ) =

Z
IR
x2 f(x) dx =

�

�� 2
;

quindi se � > 2 allora esiste

Var(Xi) =
�

�� 2
�
� �

�� 1

�2
=

�

(�� 1)2(�� 2)
:

b) Intanto, osserviamo che poich�e Xi � 1 > 0 q.c., le Yi sono ben poste. Inoltre, �e evidente

che le Yi rimangono i.i.d. Poi, detta G la f.d. delle Yi, si ha

G(y) = IP(Yi � y) = IP(Xi � ey) = F (ey)

quindi, per q.o. y,

g(y) := G0(y) = F 0(ey) ey = f(ey)ey = �x�(�+1) 1lx>1

���
x=ey

ey = � e��y 1ly>0

che �e la densit�a di una Exp(�), quindi Yi � Exp(�).

c) Osserviamo che

log(X1X2 � � �Xn)
1=n =

1

n

nX
k=1

logXk =
1

n

nX
k=1

Yk

e, per ogni � > 0 le Yk sono i.i.d. di media � = 1=� e varianza �nita. Allora, dal Corollario 2.2

deduciamo che

lim
n!1

1

n

nX
k=1

Yk =
1

�
q.c.

e quindi

lim
n!1

(X1X2 � � �Xn)
1=n = lim

n!1
exp

� 1
n

nX
k=1

Yk

�
= e1=� q.c.

perch�e x 7! ex �e una funzione continua.
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Enunciamo ora la pi�u celebre Legge dei Grandi Numeri, dove le ipotesi di esistenza dei momenti

sono pi�u deboli ma si suppone che le v.a. siano i.i.d.:

Teorema 2.4 [Legge forte di Kolmogorov] Sia fXngn una successione di v.a. i.i.d.

(i) Se Xi 2 L1, allora detta � = IE(Xi) si ha

lim
n!1

1

n

nX
k=0

Xk = � q.c.

(ii) Se Xi =2 L1 allora almeno una delle due variabili terminali

lim inf
n

1

n

nX
k=0

Xk lim sup
n

1

n

nX
k=0

Xk

�e q.c. in�nita.

Quindi, nel caso di v.a. i.i.d., possiamo dire che: esiste � = IE(Xi) se e solo se esiste X v.a.
�nita6 tale che 1

n

P
n

k=1Xk converge q.c. a X, e in tal caso necessariamente dev'essere X = �

q.c.

Infatti, se esiste � = IE(Xi) allora la tesi segue da (i) del Teorema 2.4. Viceversa, se esiste

una v.a. X �nita che �e limite q.c. di 1
n

P
n

k=1Xk, allora da (ii) del Teorema 2.4 segue che

� = IE(Xi) <1 perch�e, se cos�� non fosse, si avrebbe IP(jXj = +1) > 0.

3 Il Teorema di Weierstrass

In questo paragrafo mostreremo con tecniche probabilistiche il

Teorema 3.1 [Weierstrass] I polinomi sono densi nello spazio delle funzioni continue su [0; 1]

dotato della norma del sup.

In altre parole, presa f 2 C([0; 1]) allora esiste una successione di polinomi fPngn tali che

lim
n!1

sup
x2[0;1]

jPn(x)� f(x)j = 0: (4)

Inoltre, daremo a Pn un'espressione esplicita. Cominciamo infatti a dimostrare il seguente

risultato, conseguenza della Legge dei Grandi Numeri:

Proposizione 3.2 Sia f 2 C([0; 1]) e, per x 2 [0; 1] e n � 1, sia

Pn(x) =
nX

k=0

�
n

k

�
f
�k
n

�
xk (1� x)n�k: (5)

Allora, limn!1 Pn(x) = f(x).

6Con \X �e una v.a. �nita" intendiamo IP(jXj < +1) = 1, o equivalentemente IP(jXj = +1) = 0.
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Dimostrazione. Fissiamo f 2 C([0; 1]) e x0 2 [0; 1]. Sia fZngn una successione di v.a. i.i.d.,

con Zk � Be(x0). Posto �Zn = 1
n

P
n

k=1 Zk allora la Legge Forte dei Grandi Numeri stabilita nel

Corollario 2.2 assicura che

lim
n!1

�Zn = IE(Z1) = x0 q.c.

Ora, poich�e f �e continua in x0, si ha anche

lim
n!1

f( �Zn) = f(x0) q.c.

Inoltre, essendo f continua sul compatto [0; 1], �e anche limitata, quindi usando la Proposizione

1.4 (parte (d)), f( �Zn) converge a f(x0) anche in L1, quindi in particolare

lim
n!1

IE(f( �Zn)) = IE(f(x0)) = f(x0):

Mostriamo in�ne che IE(f( �Zn)) = Pn(x0). Infatti, detta Vn =
P

n

k=0 Zk con Z1; : : : ; Zn i.i.d.

bernoulliane di parametro x0, allora Vn � Bi(n; x0):

IP(Vn = k) =

�
n

k

�
xk0 (1� x0)

n�k k = 0; 1; : : : ; n

quindi

IE(f( �Zn)) = IE
�
f
�Vn
n

��
=

nX
k=0

f
�k
n

�
IP(Vn = k) =

nX
k=0

f
�k
n

� �n
k

�
xk0 (1� x0)

n�k = Pn(x0)

e la tesi �e dimostrata.

La proposizione precedente garantisce che il polinomio Pn converge a f puntualmente. Dimos-

triamo ora che la convergenza �e uniforme, come stabilito dal Teorema di Weierstrass.

Dimostrazione del Teorema 3.1. Presa f 2 C([0; 1]), sia fPngn la successione di polinomi

de�nita tramite (5) e dimostriamo che vale la (4).

Nel corso della dimostrazione della Proposizione 3.2 abbiamo visto che

jPn(x)� f(x)j = jIE(f( �Zx

n))� f(x)j

dove con �Zx
n indichiamo la v.a. costruita precedentemente, a partire da v.a. Zx

1 ; : : : ; Z
x
n i.i.d.

bernoulliane di parametro x 2 [0; 1]. Quindi,

jPn(x)�f(x)j � IE(jf( �Zx

n)�f(x)j) = IE(jf( �Zx

n)�f(x)j 1lj �Zx
n�xj<Æ

)+IE(jf( �Zx

n)�f(x)j 1lj �Zx
n�xj�Æ

)

dove Æ denota una costante positiva. Posto �n(x; Æ) = IE(jf( �Zx
n)� f(x)j 1lj �Zx

n�xj<Æ
) e �n(x; Æ) =

IE(jf( �Zx
n)� f(x)j 1lj �Zx

n�xj�Æ
), possiamo scrivere

jPn(x)� f(x)j � �n(x; Æ) + �n(x; Æ)

Studiamo le quantit�a �n e �n. Poich�e f �e continua su [0; 1], �e anche uniformemente continua:

preso un arbitrario " > 0 esiste un Æ� tale che

sup
z;y : jz�yj<Æ�

jf(z)� f(y)j < ":
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Scelto Æ = Æ�, per ogni ! e x tali che j �Zx
n(!)� xj < Æ� si ha che jf( �Zx

n)� f(x)j < ", quindi

sup
x2[0;1]

jf( �Zx

n)� f(x)j 1lj �Zx
n�xj<Æ

� < "

e

sup
x2[0;1]

�n(x; Æ
�) � ":

Possiamo allora scrivere

sup
x2[0;1]

jPn(x)� f(x)j � sup
x2[0;1]

�n(x; Æ
�) + sup

x2[0;1]

�n(x; Æ
�) � "+ sup

x2[0;1]

�n(x; Æ
�): (6)

Ora, f �e limitata, e sia M tale che jf(x)j �M per ogni x. Quindi jf( �Zx
n)� f(x)j � 2M e

�n(x; Æ
�) = IE(jf( �Zx

n)� f(x)j 1lj �Zx
n�xj�Æ

�)

� 2M IE(1lj �Zx
n�xj�Æ

�) = 2M IP(j �Zx

n � xj � Æ�) � 2M
Var( �Zx

n)

Æ�2

dove si �e usata la disuguaglianza di Chebycev. Ma7

Var( �Zx

n) = Var
� 1
n

nX
k=1

Zx

k

�
=

1

n2
nx(1� x)

e poich�e x(1� x) � 1=4 per ogni x 2 [0; 1], si ha

sup
x2[0;1]

�n(x; Æ
�) �

M

2nÆ�2
:

Da (6) segue che

sup
x2[0;1]

jPn(x)� f(x)j � "+
M

2nÆ�2
:

Passando al limite per n!1, si ottiene

lim
n!1

sup
x2[0;1]

jPn(x)� f(x)j � "

e data l'arbitrariet�a di ", si pu�o concludere che

lim
n!1

sup
x2[0;1]

jPn(x)� f(x)j = 0;

da cui la tesi.

7Ricordiamo che se Z � Be(p), Var(Z) = p(1� p).
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