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Esercizio 1. Si consideri la regione

Ω :=
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1, x2 + y2 − 2 ≤ z ≤ 4− x− y
}

e si denoti con ∂Ω la superficie esterna che la racchiude. Calcolare l’area di ∂Ω. (Punti 8)

Esercizio 2. Si consideri l’equazione differenziale

ẍ(t) + 2x(t)ẋ(t)− x(t)
(
1− x(t)

)
= 0 . (?)

(a) Determinare gli equilibri di (?) e studiarne la stabilità. (Punti 5)

Suggerimento: Ponendo
y(t) = ẋ(t)− x(t)

(
1− x(t)

)
riscrivere l’equazione (?) come{

ẋ(t) = x(t)
(
1− x(t)

)
+ y(t)

ẏ(t) = −y(t).
(??)

(b) Per ogni α ∈]0, 1[ determinare la soluzione massimale di (?) tale che{
x(0) = 1− α
ẋ(0) = α(1− α) .

(Punti 5)

(d) Generalizzare l’analisi della stabilità precedente all’equazione

ẍ(t)− φ′
(
x(t)

)
ẋ(t) + ẋ(t)− φ

(
x(t)

)
= 0 ,

dove φ ∈ C 1(R) ha n zeri semplici x1, . . . , xn ∈ R, cioé

φ(xi) = 0 , φ′(xi) 6= 0 (i = 1, . . . , n). (Punti 5)

Esercizio 3. Si consideri la funzione f : R −→ R periodica di periodo 2π e tale che

f(x) = 1−
∣∣∣sin x

2

∣∣∣ x ∈ [−π, π].



i) Determinare lo sviluppo in serie di Fourier di f e studiarne la convergenza in [−π, π].
(Suggerimento: Si ricordi che sinα+ sinβ = 2 sin α+β

2 cos α−β2 ) (Punti 7)

ii) Calcolare il valore della seguenti somme:

∞∑
n=1

1

4n2 − 1
. (Punti 2)

Esercizio 4. Dimostrare che, per ogni a > 1, l’equazione∫ +∞

−∞

f(y)

(x− y)2 + 1
dy =

a

a2 + x2
(x ∈ R)

ammette un’unica soluzione f : R→ R, assolutamente integrabile, data da

f(x) =
1

π

1− a
(1− a)2 + x2

(x ∈ R). (Punti 8)


