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Esercizio 1. Sia {en}n∈N una base ortonormale di uno spazio di Hilbert H e sia λ ∈ `∞
(ossia λ = (λn)n∈N con supn |λn| <∞).

1) Provare che
∞∑

n=1

λn〈x, en〉en ∈ H ∀ x ∈ H .

2) Posto

Λx =
∞∑

n=1

λn〈x, en〉en ∈ H ∀ x ∈ H ,

provare che Λ ∈ L(H) e calcolare ‖Λ‖.

3) Provare che, se λ ∈ c0 (ossia λn → 0 per n→∞), allora Λ è un operatore compatto.

Esercizio 2. Sia T > 0. Consideriamo l’operatore lineare V : L1(0, T ) → L1(0, T )
defininito, per ogni f ∈ L1(0, T ), da

V f(t) =

∫ t

0

f(s)ds t ∈ (0, T ) .

• Dimostrare che V è continuo e calcolare ‖V ‖.

• Dimostrare che V trasforma convergenza debole in forte, cioé ∀ fn, f ∈ L1(0, T )

fn ⇀ f =⇒ V fn → V f .

Suggerimento: si inizi col provare che

fn ⇀ f =⇒ V fn(t)→ V f(t) ∀t ∈ [0, T ] .


