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[B] Dispense a cura del docente.

1. ESERCIZI SU SUP/INF/MAX/MIN

In quanto segue, dato z € R, indicheremo con [z] la parte intera di =, ovvero il pilt grande intero minore
o uguale a x.

Esercizio
Determinare gli estremi (massimi e minimi se esistono) dell’ insieme

A={3"":neZ},
giustificando la risposta.
Soluzione
Si ha
inf A =0, (1.1)
sup A = +o0.
Per la (1.1) osserviamo che 0 < 37". Quindi 0 ¢ un minorante per A. Dimostriamo che si ha anche
Ve>0 dn.€Z:3 " <eg,

ovvero 0 ¢ il massimo dei minoranti. Infatti
1
37"<e &= —n<logze < n>logs—.
€

Se ne deduce che 37" < € non appena
1
Ne > {log3 ] + 1.
€

Per la (1.2) si tratta di far vedere che comunque dato M € R, allora M non & un maggiorante per A,
ovvero che A non ha nessun maggiorante. E quindi sufficiente dimostrare che
VM>0 dny €Z: 37 "™ > M.
Infatti )
37">M <= —n>logsM <= n< loggﬁ.

Se ne deduce che 37" > M non appena

1
N < [logg M} —1.

Esercizio
Determinare gli estremi (massimi e minimi se esistono) di

f(z) = 377, zeR,
1



2

sull’ insieme X = {x € R : |22 — 2| < 1}, giustificando la risposta.

Soluzione
Si ha
inf f = f(V3) =377, (1.3)
sup f = f(1) =371 (1.4)
X

Infatti f = hogcon h =3Y, y € R, g = —2?, z € R. Dato che h /" (strettamente) in R e g / in
(—00,0] e g \| in [0,400) (strettamente) dal Teorema di monotonia della funzione composta (vedere [B]
§5.2) si ha f /' (strettamente) in (—oo,0] e f \, (strettamente) in [0, +00). Dato che
2 2
2 r*—-2<1 -z 4+2<1
|z 2|<1{:>{x2_220 0 {:c2—2<0,
si ha

X:{{J:ER V3 <z <V3in{z< V2, xEx@}}U{{xeR < —1, x>1}ﬂ{—\/§<x<\/§}}:
(—V3, V2] U [V2,V3) U (—V2,-1) U (1,V2) = (=3, 1) U (1, V3).

Dato che f & pari ¢ sufficiente considerare il problema su (1,1/3). In particolare, dato che f & monotona
strettamente decrescente si ha

F(V3) < flz) < f(1), Ve (L,V3),

e f(v/3) non & minimo e f(1) non & massimo (vedere [B] §4.4 pg.7). Si verifica facilmente che f(1/3) = 373
¢ I” estremo inferiore di f e f(1) = 37! & I’ estremo superiore di f. Infatti

Vee (0,37 fla) =3 > f1)—e=3"1—¢,

non appena
xe > +/—logg (371 —¢).

Si osserva in questo caso che se £ > 371, 372" > 0> 371 —¢ Vz e R.

Il ragionamento per I’estremo inferiore ¢ analogo.

Si suggerisce di ricavare un grafico qualitativo di f come funzione composta tra h(y) = i eglz)=3" ¢
di dimostrare che mﬂgxf =f(0)=1e i%ff =0. [

Esercizio
Determinare gli estremi (massimi e minimi se esistono) dell” insieme

. s n4
A{Sln<2n4—’_1> : nEN},

giustificando la risposta.
Soluzione
Scrivendo
nt - 1
nt+1 nt+1’

4

si verifica facilmente che g(n) = 5+ 1, 7 € N ¢ monotona strettamente crescente. In particolare
T 1 s
>9(l)=—-——=—- VneN
Se ne deduce che
0
ming = g(1) = T

E chiaro che



e quindi 7 ¢ un maggiorante per g. Dimostriamo che

VYe>0 HnEEN:g(n€)>g—5,

ovvero che 7 ¢ il minimo dei maggioranti. Infatti, si ha
T (4 1 < T 1 < 2 s w1
(1= —— ——e &= —— < —eg <<= n ——.
2 nt+1 2 nt+1 "« 2¢
Se ne deduce che g(n.) > § — € non appena
w1
> == 1.
2[5
Concludiamo che .
supg = —.
N 2

Si ora
f(n) =sin(g(n)), n € N.

E chiaro che A = Im(f). Dato che Im(g) C [%,Z) e dato che la funzione h(y) = sin(y) & strettamente
crescente in [7, 7], per il Teorema di monotonia della funzione composta (vedere [B] §5.2) si ha che f ¢

monotona strettamente crescente. In particolare

f(n) > f(1) =sin (%) = g, VneN

Concludiamo che

V2

rr%vgnf = minIm(f) = min A = -

Osserviamo poi che
f(n) =sin(g(n)) <1, Vn €N,
e quindi 1 € un maggiorante per f. Dimostriamo che
Ve>0 In.eN: f(n)>1-—c¢,

ovvero che 1 ¢ il minimo dei maggioranti. Infatti, si ha

1 2
sin(g(n)) >1—¢e <= g(n) > arcsin(l —¢) < <1 - > < —arcsin(l —g) <=
n*+1 T

1
nt41

Se ne deduce che f(n.) > 1 — ¢ non appena

n. > [(1 - iarciin(l e>)ﬂ '

Si osserva in questo caso chese e > 1, f(n) > T >0>1—-¢,VneN,
Concludiamo che

1

1— 2arcsin(l —¢)’

2 . 4
<l——arcsin(l—¢) < n"+1>
™

sup f =supIm(f) =supA = 1.
N

Determinare gli estremi (massimi e minimi se esistono) dell” insieme

. (7 n?
A= {10g3 (1—sm (2n4+l>) : nEN}7

4
g(n) = sin (ﬂn) , neN,

giustificando la risposta.
Soluzione
Poniamo

20t +1



f(n) =log;(1 —g(n)), n € N.
Usando 1’ esercizio precedente, si verifica facilmente che 1 — g N\ (strettamente) in N e che

V2
max(l—g) =1-g(1) =1 - =,
supg = 1.
N
Se ne deduce che 1 — g(n) > 0, Vn € N e che
Ve>0 In.eN:1-gne) <e. (1.5)

Posto h(y) = logs(y), y € (0,+00) si ha h " (strettamente) in (0,400). Per il Teorema di monotonia
della funzione composta (vedere [B] §5.2) si ha che f & monotona strettamente decrescente. In particolare

F(n) < £(1) = logy (1 — g(1)) = log (1 - ?) WneN.
Concludiamo che

mlgxf = f(1) = max A = logs (1 — ?) .

Dimostriamo che
i%ff = —00. (1.6)
Si tratta di far vedere che
VM>0 dny eN: f(ny) < —M.
Si ha
fn) < —M <= logz(1—g(n)) < —-M =

1—g(n) <3, (1.7)
E possibile anche in questo caso utilizzare 1’ espressione esplicita di g per determinare, come negli esercizi
precedenti, 1’ espressione esplicita di n,;,.
Tuttavia osserviamo che per dimostrare la (1.6) ¢ sufficiente far vedere che per ogni M > 0 ESISTE
ny € N tale che f(n,) < —M. A tale scopo ¢ sufficiente utilizzare la (1.5) e il fatto che la (1.7) ¢

equivalente a f(n) < —M. Infatti, sia M > 0 fissato. Sia poi £,, = %3*M. E chiaro che £,, < 3. Dalla
(1.5) concludiamo che, posto n,, = n.,,, si ha

1—g(ny) <eu < 3—M,

Questa relazione implica che la (1.7) (e in particolare la f(n) < —M) ¢ verificata con n = n,,. [



