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1. SOLUZIONI ESERCIZI DEL §1.

§1.3
ESERCIZIO: Esprimere in forma di elenco gli insiemi:
A={zeR:(2*—4)cos (1) =0}, ANZ, ANRT.
Soluzione.
Da quanto visto al §1.3, sappiamo che

{xER:COS<1>:0}:{xER:x:W1 JcEZ}:{ 1 ,kEZ}.
x 5 +km + km

D’ altra parte (22 —4) =0 <= x = +2, e quindi

1
A:{—Z,Q}U{JJE]R:J:Z7r ,kEZ}.

Segue immediatamente che

1
N {}U{xe x ”—i—kw’kEN}

2
Inoltre, osserviamo che {ﬁ, k € Z} NZ = (). Per verificare questo fatto, osserviamo che
2

1 2 2 2.2 2 2
T 7k€Z i T R e R R S B T .
5 t+km 50" 3n’ w 7w 3w bw

Dato che m = 3.14..., concludiamo che

1
{W,kEZ}C{xGR:—1<x<1},

e quindi {z34=, k € Z} NZ = . Concludiamo allora che ANZ = {-2,2}. "

2
Osservazione
Osserviamo che vale anche {ﬁ, k € Z}NQ = 0. Per dimostrare questo fatto, iniziamo con il ricordare
2

che 7 ¢ irrazionale. Supponiamo per assurdo che per qualche k € Z, ﬁ sia razionale. Si avrebbe quindi
2

1 m
dm e Z, dn e Z\ {0} : = —,
" ANy
e quindi, in particolare,
1 1 2 m

Tikr ml+2k n
Si deduce dall’ ultima identita che
(2k+1)m

2n ’
1

m =



2

per qualche k € Z, ovvero concluderemmo che 7 & razionale. Questa contraddizione (7 sarebbe razionale
mentre noi sappiamo che non ¢ razionale) mostra che la nostra ipotesi iniziale era errata. Quindi {ﬁ, ke
2

ZynQ=190. O

2. SOLUZIONI ESERCIZI DEL §2.

§2.3

ESERCIZIO: Determinare (quando esistono) sup/inf degli insiemi
A={1-L:neN}, A={(-1)"n:n e NU{0}}, A= {cos (nZ):n€Z}.

o)

Soluzione.

A:{l—n—g:nEN}.

Osserviamo che A = {0,3,8 43...} Sj puo verificare facilmente che 0 € A e che 0 < 1— % Vn €N,

quindi min A = 0. Dato che 1 — n% < 1, Vn € N, I’ estremo superiore deve essere minore o uguale a 1
(perché 1 ¢ un maggiorante e l’estremo superiore & per definizione il minimo dei maggioranti). Dato che

i numeri 1 — % assumono valori positivi ”sempre piu vicini a 1”7, & ragionevole supporre che I’ estremo

superiore di A sia p = 1. Verifichiamo allora che
Ve>0,dac€A:a>1—¢,

ovvero che

1
V5>0,3n6N:1—ﬁ>1—5. (2.1)

E fondamentale tenere presente che la proprieta espressa nella (2.1) & molto forte perché si richiede che I’
esistenza di n € N tale che valga 1 — n% > 1 — ¢, deve essere verificata PER OGNI ¢ > 0. Fissato quindi
€ > 0 arbitrariamente, vogliamo dimostrare che 3n € N tale che 1 — % >1—e.

D’ altra parte (1 — # >1—¢g, ne N) = n> ﬁ Vediamo allora che effetivamente esiste un intero

positivo n che verifica 1 — n—lz > 1 — e. Infatti, per trovare un n € N con questa proprieta, sara sufficiente
scegliere n > v, con v, = [ﬁ], dove [ﬁ] indica la parte intera di % Concludiamo che 1 = sup A che

comunque non ¢ massimo perché 1 ¢ A.

A={(-1)"n:n e NU{0}}.
Siano B = {0,2,4,6,---} e C ={-1,-3,-5,--- }. E chiaro che A = BUC = 2NU{—{2N —1}} non am-
mette né estremo superiore (perché non ha maggioranti) né estremo inferiore (perché non ha minoranti).

A= {cos (ng) 'n € Z}.
Si verifica facilmente che A = {—1,0,1}, e quindi max A =1 e min A = —1. [

Osservazione
Si e visto nell’ esercizio di cui sopra che se A = {1 — 7712 NS N} allora sup A = 1, ovvero che 1 & un
maggiorante per A, e che

1
V6>O,EInEN:1—E>1—5. (2.2)

Lo scopo di questa osservazione ¢ mostrare ESPLICITAMENTE che se p # 1, allora ;x NON PUO ES-
SERE I’ estremo superiore di A. Distinguiamo due casi: p <1 e p > 1.

CASO pu < 1.

Usando il fatto che in questo caso p < 1, e usando anche la (2.2), possiamo dimostrare che p non pud
essere un maggiorante per A. E fondamentale tenere presente che se u < 1, allora g non puo essere un
maggiorante perché nella (2.2) vale la condizione Ve > 0.

Infatti, fissato p < 1 arbitrariamente, si ha 1 — x> 0. Quindi, dato che possiamo sostituire € = 1 —
nella (2.2) (cosa che, sottolineiamo, si puo fare perché la (2.2) richiede che PER OGNI € > 0 esista n € N



tale che 1 — 5 > 1 —¢), si ottiene

1
e=1l-p>0=3dneN:1-5>1l-e=1-(1-p)=pn
n

Concludiamo che se p < 1, allora ESISTE almeno un elemento di A maggiore di u, ovvero, p non ¢ un
maggiorante di A. In particolare, dato che I’ estremo superiore ¢ il minimo dei maggioranti, allora g non
puo essere 1’ estremo superiore di A.

CASO p > 1.
In questo caso possiamo dimostrare che se > 1 (ovvero che se p ¢ un altro maggiorante di A diverso da
1), allora NON E VERO CHE

Ve>0,da€A:a>pu—e,

ovvero che NON E VERO CHE
1
Ve>0,dneN:1-— >pu—e (2.3)
n

E fondamentale tenere presente che se > 11a (2.3) ¢ falsa a causa della condizione Ve > 0. In altri
termini, se p > 1 sara possibile trovare n € N tale che 1 — # > —e¢ SOLO PER QUALCHE € > 0 e
non PER OGNI ¢ > 0.

Sia quindi ¢ un qualunque numero reale maggiore di 1, > 1. Si ha

1 1
(1—2>u—6,nEN+> > (2<€—(,u—1),n6N+>.
n n

Per ipotesi p — 1 > 0, ed € quindi chiaro che:
(i) Se e > (u—1) allora si puo trovare n € N tale che 1 — & > ;1 — ¢. Infatti, in questo caso si ha

e—(p—1) >0, e quindi

1 1 1
<1—2>,u—5,n€N)<:>(2<5—(,u—1),n€N)<:>n>
n n

e—(n—1)

)

1

Ve—(u—1)"

(ii) Se e < (u—1) allora NON si puo trovare n € N tale che 1 — - > i — . Infatti, in questo caso si
hae— (u—1) <0, e dato che

1 1
(1—2>,u—<€7n€N)<:>(2<5—(,u—1),n6N)
n n

per verificare la (2.3) anche in questo caso, dovremmo trovare n € N tale che &> < e—(u—1). Tale
n chiaramente NON PUO ESISTERE, dato che n—lz >0, Vn € N, mentre e — (x— 1) < 0. Dunque
se tale n esistesse, avremmo un numero reale POSITIVO (n%) che risulterebbe MINORE di un
altro numero reale (¢ — (1 — 1)) NEGATIVO O NULLO, fatto questo chiaramente impossibile.

e sara sufficiente scegliere n >

Dunque se 1 > 1 c¢i sono SOLO ALCUNI VALORI di e (infatti tutti quelli per cui vale ¢ > p—1) tali che
esiste n € N tale che 1 — -3 > p—e. Per gli altri valori (infatti per ogni 0 < ¢ < u—1) NON ESISTE n € N
tale che 1 — % > u — e. Concludiamo quindi che se g > 1 la (2.3) non vale. Segue allora dal Teorema di
caratterizzazione operativa di sup / inf, (vedere [B] §2.3), che p non puo essere I’ estremo superiore di A.[J



