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1. SOLUZIONI ESERCIZI LEZIONIT 27 — 28 — 29 — 30.
ESERCIZI: Calcolare i seguenti limiti al variare di o € RY:
. log (1 + 22) + 2(cos (z) — 1), -~ log (1 + 2?%) + 2(::05 (x) — 1)+ 1—52354,
z—0+ e z—0+ e —1
log (1 + 2?) + 2(cos (z) — 1) + & (65‘”4 - 1)
lim .
x50+ x arctan (z%)
Soluzione.
Si ha
log (1 + z2) + 2(cos (z) — 1) =
4 2 4 4 4
2_Z 2)2 2 _r T —1) = T T .
x 2+0((m))+ 2'—1—4‘—1—0( %) 2+12+0( N, 20
Quindi
1 1 2 ) -1 _ 5.4 ot (I 4— o> O,
i 80 +aY) +2cos(@) =) ) Tapetbole) 5 (1to(1) =18 13 4-a=0,
z—0+ T z—0F T 12 z—o+
-0 4—-—a<0.
Si ha poi
xt 2b x?2  at 2f
log (14 22) + 2(cos (z) — 1) = 2? *?+§+0(( )3)+2<1+4'6'+0( 7)1) =
5 4 % _af 5 b 1 6
LA A S 2D (1- +.
5o+ g~ 2 o’ = —get + 65.4) o) o0
Quindi
+ _
. log (1 + 22) + 2(cos (z) — 1) + ot i 1325 + o(x )7Q - 6_al+o0(1) qﬁ S_Zig’
0+ e —1 a—0t %+ o(z®) 360 z—0+ 14 0(1) j—ﬁgo 6— < 0?
Inoltre, dato che
1/ g0 9 1 (5z4)? 4\2 5 4
ﬁ<e —1)—Ex +E 5 +o((z%)%) = 3% Yoz, =0T,

arctan (z%) = 2® + o(z*), z — 07,
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si ha

? —1)+ 4 (e 0t 5-a>0,
lim tog (1 +27) +2(cos () = 1) + 15 <e 1): g g2 to@®) ) e ST
=0+ x arctan (z®) 20+ z1Te 4 o(z1+) 360 J

+o00 H—a<0.
[ |

ESERCIZIO: Utilizzare le formule di addizione e gli sviluppi di Mac Laurin per siny e cos y per calcolare

il Polinomio di Taylor di ordine 3 di f(z) = xsinz in xo = %.

Soluzione.
Sia g(y) = f(§ +y). Si ha

g(y) = (g + y) sin (g + y) = (g + y) (sin (%) cos (y) + cos (g) sin (y)) =

T 2 3
(5+v) (ﬁu Lo+ - Y +o<y4>>> =

Se ne deduce che
V3 T T V3 T 2 T T\ 3
=3 (vi+]) (x—3)+§<1‘63”> (e-3) -1 (v3+5) (=-3)"

ESERCIZIO: Calcolare il seguente limite al variare di 3 € R™:

i ( 1 1) log (1 + %) — sin (V7
1m+ —B — n
x—0 (]_ —+ \/Elogm) log (J;) |:(1 + J?) 10 — 1:| _

T3(Z‘)
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Dato che
lim /zlogxz =07,

rz—0t
si ha
1
(1+ /zlog x)ﬂ
I1 secondo fattore nel limite vale:

log (14 23) —sin (/) + /7 %x% +o(z?)
3 _

—1=1-8yzlogz +o(v/zlogz) — 1 = —Bvxlogz(l +o(1)), z — 0.

— ,x— 0t
1) —he(loge)? +o(a?(logz)?)

Quindi

lim (1 1) log (1 +$%) — sin (\/5) + \/E
1+ \/flogx)ﬁ 1 s

z—0t



140 2% 1+o0(1) 140 1
lim (—BvZlogz(l + o(1))) [ — o= = B8-2 Jim —— =0t
i, (=8Vloga(l +of >>)< 3 :c2(1ogx)2> T+o(l) " 3 aso+ (loga)?
|
ESERCIZI: Studiare la derivabilita in o = 0 di
fla)={/|e” —1—a3], flz)=\/|er" —1—a3|

flz) = (ez% —l—xé)a, a > 0.

Soluzione.
Dato che eV =1+y+ % 4 o(y®), y — 0 si ha

5 ($3)2

e’ —].—LC?’:1+£C3-|—T+O((IL'3)2)—1—$3:

6
r + o(z®), = — 0,

2
Se ne deduce che
ol —1- a3 = §f|% 4 o(a)] = = VaB(1 4 0(1)) = —=e](1 + o(1)), & — 0.
2 % %

11 limite del rapporto incrementale mostra a questo punto che f ha un un punto angoloso in (0, 0).
1

Inoltre
\/]er® =1 — 23| =
| V2

Il limite del rapporto incrementale mostra a questo punto che f & derivabile in = = 0.
Si osserva poi, studiando il grafico qualitativodi e — 1 —y, y € Rchee? —1—y >0Vy € R e cheil

x

;Jro(xG) lz[2(1 4+ o(1)), z — 0.

= %@(1+o(1)) =

segno di uguaglianza vale se e solo se y = 0. Se ne deduce che le espressioni di cui sopra ’e“ —1- x?”
e |e“f3 —-1- :c3‘ sono ben definite anche senza il modulo e in particolare che ¢ ben definita la funzione

1 (o7
(e“ —l—zé) z € R. Si ha poi

)" = %x%@(l +o(1)), = 0,
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Se ne deduce calcolando il limite del rapporto incrementale che

f & derivabile in x = 0, se 2o > 1,
f ha un punto angoloso in (0, 0), se =& =1,

f ha un punto di cuspide in (0,0), se = < 1.

ESERCIZIO: Studiare la derivabilita in R di

f(x)=|er =1 —xz|.

Soluzione.
Come osservato precedentemente, e* —1 —x >0Vx e Ree®* —1—2x2 =0, < 1z = 0. Dato che la
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funzione {/y € derivabile in (0, +00), f € composta di funzioni derivabili in R \ {0}, dunque derivabile in
R\ {0}. Per la derivabilita in « = 0, ragionando come sopra si ha

V]er —1— x| — +o(x !
o FRCUERE 7’

11 limite del rapporto incrementale mostra a questo punto che f ha un punto di cuspide in (0, 0). |

L V(14 0(1)) = —=a3 (14 o(1)), © = 0.

ESERCIZIO: Studiare la derivabilita in R di
= V/[log(1 + |z[?) — 2.

Soluzione.

E chiaro che gli eventuali punti di non derivabilita possono essere solo x = 0 (perché I’ argomento del
logaritmo contiene |z|) e gli eventuali punti dove si annulla ’'argomento log(1 + |z|°) — 2.

Per quanto riguarda x = 0, si ha

Vilog(1 +[af?) = 2| = V[l2]> + o(|2[*) — 2| = V2 — [2]> + o([z[) = \/5\/1 - %|x\5 +o(|z°) =
V2 (1 — %|3€|5 + o(m|5)> , ¢ — 0.

Se ne deduce che

p J@ =) _ VIl +o(alP) —v2 L Rl to(al’)

=0 x—0 z—0 T z—0 z

e quindi f risulta derivabile in = = 0.
Si ha poi
1
log(l+z[°) —2=0 < [z[°=€e*-1 < |z|=(e*—1)°.
1
Definiamo x4 = + (62 — 1) ®. Dato che f & pari, e sufficiente studiare la derivabilita di f in x = 4. Dato
che x4 > 0, si ha
54

+
1+ a3

log(1+|z[°) —2 =log(1 +2°) —2=1log (1 + 25 ) — 2 + (r—24)+olr—2xy), ©— xy.

In particolare

5xt 5
Vlog(1 + |z]P) — 2| = $+5 (r—24)+olx —ay)| = 7 =V —z)| (1+o0(1)), z—0".
1+a3 1+ er
Se ne deduce che x4 e quindi anche z_ sono di cuspide per f. |

ESERCIZIO: Calcolare gli sviluppi di Mac Laurin di ordine n =2 e n = 3 per
f(z) =log (1 + x + 2?%)

Soluzione. ) s
Dato che log (1+y) =y — %4 + % + o(y?), si ha

2
x+x2)3+0((x+x2)3)=x+x2—w——$3+£+0($3)~

1 ovg 1
—(x+az°)"+ - > 3

log(1+x+x2):(x+x2)—2 3(

Se ne deduce che
2 2 2

TQ(x)zx—I—x—, Tg(x):x—l-x——ga:?’.
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ESERCIZIO: Calcolare il seguente limite
li Ty —sin2z — (5 —1) 1+ 42
im

=0 log (1 + z3)

Soluzione.
Il limite vale —%. [ |

ESERCIZIO: Calcolare lo sviluppo di Mac Laurin di ordine n = 4 per
f(z) = log (cosx).

Soluzione.

Sihalog(14+y)=y— % +o(y?) ecosx =1— 5 4z 7r» dove si ¢ osservato preliminarmente che il termine
di ordine n = 3 nello sviluppo del logaritmo contribuirebbe con potenze di x di ordine k > 6 ovvero con
termini di ordine pari a o(x%). Si ha poi

2 4
log(cosx):log(l x—+%+( )):

x? ozt = 1 x? ozt 2 x? 2t 5 2
*7+J+ ( )2<+4'+0(.’£ )) + o0 < 54’14’0(1’ )> =

ff + ZL: +o(2®) — - <x2)2 o) ol =~ % + <1 - 1) 2t +o(ah).

Se ne deduce che



