SOLUZIONI ESERCIZI ASSEGNATI

CONTENTS

1. SOLUZIONI ESERCIZI DEL §9. 1
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1. SOLUZIONI ESERCIZI DEL §9.

§9.2
ESERCIZIO. Dimostrare che D(logz) = 1, D(cosz) = —sinz e D(sinx) = cosz nei loro dominii
naturali.
Soluzione.
e D(logz) =1, 2 € (0, +00).
Si ha,
. log(xo+h) —log (o) .. log (1 + %) 1
Dllogo) = iy = =pm T =gy
e D(cosx) = —sinz, x € R.
Si ha,

D(cos z) = lim cos (zg + h) — cos (zg) i &8 (x0)(cos (h) — 1) — sin (zg) sin (h) _

h—0 h h—0 h

sin (z¢) sin (h)

i &% (x0)(cos (h) — 1) ~ lim

= -0 — sin (o) - 1 = — sinzo.
h—0 h h—0 COs (1'0) sm (xO) S xg

e D(sinz) =cosz, z € R.

Si ha,
D(sinz) = lim sin (xg + h) — sinzg _ iy S0 (z9)(cos (h) — 1) + sin (h) cos (z9) _
h—0 h h—0 h
}1111% sin (LEO)(Czs (h) = 1) + ,llinb cos (zo) sin (h) = sin (xg) - 0+ cos (zg) - 1 = cos (zg).

ESERCIZIO. Dimostrare che D(coshx) = sinhz e D(sinhz) = cosh z nei loro dominii naturali.

Soluzione.
Dato che D(e®) = e®, usando il teorema di derivazione della somma e della funzione composta, si ha

1 . @ 1 @ 1 1.1
D(coshz) = §D(e“ +e )= §D(e*) + §D(e_”) = 56‘ - 56‘” =sinhz, z € R
1



1 1 1 1 1
D(sinhz) = §D(e” —e ") = §D(e’”) — §D(e_x) = 56” + ie_x =coshz, ¢ € R.

ESERCIZIO. Dimostrare che

D <f) _ (Df)g - f(Dg)
g 9?
Soluzione.

Si osserva che, usando il teorema di derivazione del prodotto e della funzione composta,

D<§)fNﬂmWlv-m>1+fwxw>wzn*@>1+fwn«m%Dg‘DﬂgﬂDw_
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ESERCIZI: Calcolare le derivate delle seguenti funzioni nei loro dominii naturali.

1 1 24 .
tanh g 1 sin
Ricordiamo che tanhx = i;’;}ﬁfﬁ
Soluzione.
1
e D(tanh (z)) =1 — tanh? (z) = T()’ z € R.
cosh” (x
Si ha
inh h? () — sinh? 1
D(tanh (z)) = D sinh (z) = & (z) 5 sinh” (z) =1—tanh® (z) = —_—
cosh () cosh”® (z) cosh® (z)
1
D(i)=———F—, 2€(0,+0).
* <loga:) x10g2 (.f) € ( OO)
Si ha
1 1 1
D =D((1 -1 = (-1 e —
(7 ) = 2 (Go8) ™) = (D08 (0)) 21 =

2logz + 1
oD( L ):— , € (0,+00).

z2 log x 3 10g2 ({E) ( )
Si ha

D( 1 > =D ((z°logz)™") = (—1)(z”log (z)) > (2x10gx+x2;> -

z2logx

2rlogz +x  2logz +1

atlog? (z)  a3log? (z)

ot zt )
o D (6ﬁ> = (€ﬁ> . 2%3 . my x ¢ {_17+1}'
Si ha

3x?2 —1) — 2 - 2% . 5_ Ap3 _ 9,5
D e% = er;il dt(@” 1)~ 2w = eﬁ w:
(@ =17 I

5 _ 3 = 2 _
61';‘?4*1 2 dx _ 6124*1 .21-3.1‘72_
(22 — 1)2 (22 — 1)2




e D ((log x)smx) = (cos (x)log (log (x)) + ;ll;lg(go , x> 1
Si ha

) . ; 1 1
D(a sin (z) =D (e (z)log (log (x)) | — 1 sin 1 1 . 2\
(( og ) ) (e ) (log x) cos (z) log (log (x)) + sin (x) o (1) =

ESERCIZI: Dimostrare che per y € (=1, 1), si ha
1 1

7@’ D(arccosy) = —71_212.

Osservare che i dominii naturali delle derivate delle funzioni circolari inverse non coincidono con quelli
delle funzioni stesse.

D(arcsiny) =

Soluzione.

Per la funzione arccos y, ricordiamo che g(y) = arccosy, y € [—1,1] ¢ la inversa di f(z) = cosz, = € [0, 7.

Osserviamo che, per x € (0,7), si ha sinz > 0 e quindi in particolare sinz = /1 — (cos x)2. Quindi
Df(z) = —sinz = —\/1 — (cosx)2 = —/1 — 42, y = cos (z), x € (0, ).

Dal Teorema di derivazione della funzione inversa si ha

1 1
D(g(y)) = = —= =
Df@)lymp@)  — S0 |ycos(a)
1 1
- = _, € (-1,1)
1 — (cosz) y=cos(x) 1—y
Discutere in modo analogo la funzione arcsin y. |

§9.3

ESERCIZIO. Determinare la retta tangente a

F(#) = < log (¢~ 5),

nel punto = = 6.

Soluzione.
Iniziamo con il calcolo di f(6). Si ha
e

6
f(6) = 5 log (1) = 0.

Per determinare la retta tangente, calcoliamo la derivata D f(6). E utile in questo caso calcolare diretta-
mente il limite del rapporto incrementale. Sia £ = 6 4+ y. Per y — 0, si ha

ea:] 6+y | 66 ” y _11
_ —_ = ]_ = — . e7 . 1 = 1 =
o log(z—5) ) og(l+y)=-—-e ( +6> og(1+y)
66 Y 66
S Aty+ow) (1+(-DE+0(y) - (r+o0) = T -y (1+0(1)).
Quindi
_ flx) = f(6) _ . ety el el
Df(6) = lim ——————= = lim ———— log (1 = lim — - (1 1) =—.
f(6) = lim ——— liy ) og(l+y)=lim - (1+0(1)) = &
Concludiamo che la retta tangente cercata e
6

Y= %(w—6).



ESERCIZIO. Determinare gli asintoti obliqui di

f(x) = (x — 4) arctan

x
r—1|

Prima Soluzione.

Si ha
L flx) 4 I oo
my = IEIEOOT _Ill»rfoo 1- . arctan |1 + ol 1-arctan (1) = T
Inoltre
4 1
ar = lm (f@) =7 0)= lim o ((1 - x) e e D =
. 1 T 4 1
lim |z (arctan|l+ ——|— — | —z—arctan|l+ ——|| =
z—too z—1 4 T z—1
1 s
T (arctan ’1 + E‘ — Z) 1 T 1
li —4arctan |1 + —— 1-=—4-—=-—
eotoo |z — 1 T arctan |1+ - 2 472 ™
dove si & usato il limite ottenuto in [B] §9.3
tan (14+y) -2 1
lim arctan ( Y~ i = —. (1.1)
y—0 Yy 2
Seconda Soluzione.
Come sopra, si ha
T

Usiamo ora il limite (1.1) nella forma

m 1
arctan (1 4+ y) = 1 + Y +o(y), y — 0.

Osserviamo che
1

11 1 NN 1 1 1 1 1
== T =—|1+=-+o(=]))]==+0|=), x— +o0.
rz—1 xl—; T x T x x x €T

Si ha quindi
= lim (f(x)—z )= lim =z 1—é arctan 1—|—L S
9+ = r—Fo0 4 Tz x rz—1 4 N

. 4 1 1 s
lim 1’<( )arctan(1++o<>)>
r—to0 x €T €T 4
. 1 4 7T+11+ 1 T
im - = -+ == — —— | =
x—>ioom xT 4 2x ¢ x 4

i 7r+11 47rJr 1 T\ I 11 47rJr 1 1
zjrﬁilmx 4 2x x4 © T 4 790%121:100% 2z x4 © T 2 T

Concludiamo che gli asintoti obliqui per x — +00 coincidono con la retta

_ T e (L
y—4x27r.

§9.4




t

ESERCIZI: Studiare la derivabilita delle seguenti funzioni

T

1’ , [logz|, |arctan (2% — 1)].
Soluzione.
o fl@)=|—=
-1
Si ha dom(f) =R\ {1} e
:cil >0, <= x€(—00,00U(1,+00),
e quindi

[ &5, e (—00,00U(1,+00)

fl@) = { T re(0,1)

Dato che per ogni x € dom(f) \ {0} f(x) & rapporto di funzioni derivabili con denominatore non
nullo, allora & derivabile. In particolare f & derivabile in (—oo,0) U (0,1) U (1, +00) e continua in
(=00, +00) \ {1}.

Per studiare la derivabilita in 2y = 0, consideriamo i limiti del rapporto incrementale

g 1@ @) Ty
=0t T — o a—0t  x(r—1)
ovvero
DFHO)=1,  Df(0)=-1.
Quindi f non & derivabile in 29 = 0 e il punto del grafico (0, f(0)) = (0,0) & un punto angoloso.
Si suggerisce di disegnare un grafico qualitativo della funzione data utilizzando gli argomenti gia

visti in [B] Cap.5. Il Lettore potra verificare che il punto angoloso zy = 0 & anche il punto di
minimo di f.

o f(z) = [logzl.
Si ha dom(f) = (0,400) e

logz >0, <= z¢€]l,+0),

e quindi

[ loguz, z € [1,4+00)
flz) = { —logz, z€(0,1).
Per ogni # € dom(f) \ {1} f(x) & derivabile. In particolare f e derivabile in (0,1) U (1,+00) e
continua in (0, +00).
Per studiare la derivabilita in x¢g = 1, consideriamo i limiti del rapporto incrementale
log x

lim L& = @) g I 1k ")
r—1E Tr — X z—1f x—1 y—0% Yy

OvVVvero
Dff(1)=1, Df (1) =-1.

Quindi f non & derivabile in o = 1 e il punto del grafico (1, f(1)) = (1,0) & un punto angoloso.
Si suggerisce di disegnare un grafico qualitativo della funzione data utilizzando gli argomenti gia
visti in [B] Cap.5. Il Lettore potra verificare che il punto angoloso zy = 1 & anche il punto di
minimo di f.



e f(z) = |arctan (22 — 1)|.
Si ha dom(f) =R e

arctan (2 — 1) >0, <= 2°-1>0 <= € (—o0,—1]UJl,+c0),

e quindi
_ [ arctan (2 —1), € (—o0,—1JU[1,+00)

flz) = { —arctan (2 — 1), x € (—1,1).
Per ogni z € dom(f) \ {—1,1} f(x) & derivabile perché f = h o g & la composta tra le funzioni
derivabili nei loro dominii di definizione h(y) = *arctany, y € Re g(z) =2? — 1, x € R.
In particolare f ¢ derivabile in (—oo, —1) U (—1,1) U (1, +00) e continua in (—oo, +00).
Dato che f & pari, & sufficiente studiare la derivabilita in zg = 1.
Per studiare la derivabilita in 2y = 1, consideriamo i limiti del rapporto incrementale

f(a) = flao) = ] MM arctan (y? + 2y)

lim m + = lim 2 T
r—1+ T — Xo r—1% r—1 y—0* Yy
2y + 12 + o(2y + v 2
lim + Y HORYEY) o W EOW)
y—0= Yy y—0E Y

ovvero
Dft(1)=2, Df (1)=-2.

Quindi f non & derivabile in zp = —1 e £y = 1 e i punti del grafico (-1, f(—1)) = (-1,0) e

(1, £(1)) = (1,0) sono punti angolosi.

Si suggerisce di disegnare un grafico qualitativo della funzione data utilizzando gli argomenti gia

visti in [B] Cap.5. Il Lettore potra verificare che i punti g = —1 e zp = 1 sono anche i punti di

minimo di f.

ESERCIZI: Studiare la derivabilita delle seguenti funzioni

eV®, log(1— x%), v+ a2
Soluzione.
o f(z)=ev=.
Si ha dom(f) = [0, +00). Per ogni z € (0, +00) f(z) & derivabile perché f = ho g & la composta
tra le funzioni derivabili h(y) = ¢¥, y € R e g(z) = vz, € (0 + 00).
In particolare f & derivabile in (0, 4+00) e continua in [0, +00).
Per studiare la derivabilita in x¢y = 0, consideriamo il limite del rapporto incrementale

limM:lime\ﬁ;lzl' eﬁ_l.@:

1m
z—0+ T — g z—0+ x z—0+ \/.E x

+00

Quindi f non & derivabile da destra in 2o = 0 e il punto del grafico (0, f(0)) = (0,1) & un punto
di tangenza verticale.

Si suggerisce di disegnare un grafico qualitativo della funzione data utilizzando gli argomenti gia
visti in [B] Cap.5. Il Lettore potra verificare che il punto 29 = 0 ¢ anche il punto di minimo di f.

o f(z)=log(1—a?).
Si ha dom(f) = (—o00,1). Per ogni z € (—oo,1) \ {0} f(z) & derivabile perché f = hog ¢ la
composta tra le funzioni derivabili h(y) = logy, y € (0, +00) e g(z) = 1 — 25, 2 € (=00, 1) \ {0}.
In particolare f & derivabile in (—oo, 1) \ {0} e continua in (—oo, 1).
Per studiare la derivabilita in xy = 0, consideriamo i limiti del rapporto incrementale
f@)—fg) o lw(-xd) o log(-xd)

lim = lim 2 . = —00.
z—0% xr — Xo z—0%t X z—0F —x5 x
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Quindi f non & derivabile in 2y = 0 e il punto del grafico (0, f(0)) = (0,0) & di tangenza verticale.
Si suggerisce di disegnare un grafico qualitativo della funzione data utilizzando gli argomenti gia
visti in [B] Cap.5. Il Lettore potra verificare che la funzione ¢ monotona decrescente in tutto il
suo dominio di definizione.

o f(z)=Vz+a22
Si ha dom(f) = (—o0, —=1] U [0, +00). Per ogni x € (—o0, —1) U (0, +00) f(z) & derivabile perché
f = hog e lacomposta tra le funzioni derivabili h(y) = /y, y € (0,400) e g(z) = z + 22,
x € (—o0,—1) U (0, +00).
In particolare f & derivabile in (—oo, —1) U (0,400) e continua in (—oo, —1] U [0, +00).

Per studiare la derivabilita in xg = —1 e g = 0, consideriamo i limiti dei rapporti incrementali
. f@) = flwo) o Ve+l) o Vy-Dy o VIvlVIv =1
lim = lim = lim = lim = ,
z—(—-1)- T —Tg e—(-1)- z+1 y—0- Y y—0~ Y
— v/ 1 V4 1
lim 7]“(95) f(wo) = lim 7;10(3:—&— ) = lim 7\/5 vt =400
z—0t T — o z—0t x z—0t x

Quindi f non & derivabile in zg = —1 e in g = 0 e i punti del grafico (—1, f(—1)) = (—1,0) e in
(0, £(0)) = (0,0) sono di tangenza verticale.

Si suggerisce di disegnare un grafico qualitativo della funzione data utilizzando gli argomenti gia
visti in [B] Cap.5. Il Lettore potra verificare che i punti g = —1 e xp = 0 sono anche i punti di
minimo di f.

|
ESERCIZIO: Dire se la funzione f(z) = 10;0 si puo estendere per continuita in o = 0. In tal caso
studiare la derivabilita di f in [0, +00).
Soluzione.
Si ha dom(f) = (0,4+00) \ {1}, zo = 1 ¢ di asintoto verticale e
1 1
lim =—=0".
z—0+ logx  —o0

Quindi f si puo estendere per continuita ad una funzione continua da destra in g = 0, ponendo f(0) = 0.
La funzione estesa, che per semplicita indichiamo ancora con f,

fo) = { o 2€ 0DV 4o0)

¢ continua in [0, +00) \ {1}.
Ragionando come negli esercizi precedenti si verifica facilmente che f & derivabile in (0, +oc0) \ {1}. Per
studiare la derivabilita in g = 0, consideriamo il limite del rapporto incrementale

lim M: lim #:i:,m_
z—0+ T —Ip z—o0t+ xlog (z) 0~

Quindi f non & derivabile in 29 = 0 e il punto del grafico (0, f(0)) = (0,0) & di tangenza verticale.
Si suggerisce di disegnare un grafico qualitativo della funzione data utilizzando gli argomenti gia visti in
[B] Cap.5. [ |

ESERCIZI: Studiare la derivabilita delle seguenti funzioni

e\/m, sin (x%), V|x + 22|

Soluzione.



o f(z)=eVl®l
Si ha dom(f) = R. Ragionando come negli esercizi precedenti si verifica facilmente che f &
derivabile in R\ {0} e continua in R.
Per studiare la derivabilita in ¢y = 0, consideriamo il limite del rapporto incrementale

J@) = o) _ eV eV 1]

lim ————= = lim —— = lim .

z—0% r — X9 z—0% T x—0F \/ |$‘ x

Quindi f non & derivabile in zg = 0 e il punto del grafico (0, f(0)) = (0,1) & un punto di cuspide.
Si suggerisce di disegnare un grafico qualitativo della funzione data utilizzando gli argomenti gia
visti in [B] Cap.5. Il Lettore potra verificare che il punto zy = 0 & anche il punto di minimo di f.

= +o00.

o f(x)=sin(z3).
Si ha dom(f) = R. Ragionando come negli esercizi precedenti si verifica facilmente che f &
derivabile in R\ {0} e continua in R.
Per studiare la derivabilita in 2y = 0, consideriamo i limiti del rapporto incrementale

o J@ = f@o) o sin(@h) M.éziw
r—0% T — X z—0% x z—0+ 3 T

Quindi f non & derivabile in zo = 0 e il punto del grafico (0, f(0)) = (0,0) & un punto di cuspide.

. f(z) = VT

Si ha dom(f) = R. Ragionando come negli esercizi precedenti si verifica facilmente che f &

derivabile in R\ {—1,0} e continua in R.

Per studiare la derivabilita in xyg = —1 e g = 0, consideriamo i limiti dei rapporti incrementali

f@) = feo) o VEEED VGO VBRIV
r—(=1)* T — X r—(=1)* r+1 y—»Oi y—>0i Yy ’
- 1 1
L@ f) o VEEED] \/m EESI
z—0% xr — o z—0% X PGS X

Quindi f non ¢& derivabile in £y = —1 e in 29 = 0 e i punti del grafico (-1, f(—1)) = (—1,0) e
(0, f£(0)) = (0,0) sono punti di cuspide.

Si suggerisce di disegnare un grafico qualitativo della funzione data utilizzando gli argomenti gia
visti in [B] Cap.5. Il Lettore potra verificare che i punti g = —1 e in z9 = 0 sono anche i punti
di minimo di f.

ESERCIZI: Studiare la derivabilita delle seguenti funzioni
oS (Z‘%), cos|z|, Vtanxz +/|tanz|.

Soluzione.
Ragionando come negli esercizi precedenti, non ¢& difficile verificare che:

f(z) =cos(z3), z €R
¢ definita, continua e derivabile in R \ {0} e che (0,1) ¢ un punto di cuspide;

f(z) =cosl|z|, z€R
¢ definita, continua e derivabile in R;

f(z) =+Vtanz, z € {k”ﬂ',kﬂ—f— g), kel
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¢ definita, continua e derivabile in (k‘ﬂ', km + %) , k € Z e che i punti (km,0), k € Z sono di tangenza
verticale;

f(z) = /tanz], « € (kﬂr—g,kw+g), kel

¢ definita, continua e derivabile in (kr — Z,km + Z) \ {k7}, k € Z e che i punti (km,0), k € Z sono di
cuspide;

Osservazione

In TUTTT gli esercizi del §9.4 di cui sopra, lo studio della derivabilita delle funzioni date poteva essere
eseguito utilizzando il Teorema di continuita della derivata, vedere [B] §9.4. Si suggerisce di verificare
questo fatto per gli esercizi di cui sopra seguendo il procedimento illustrato nell’ Esempio che precede il
Teorema in [B] §9.4.



