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[B] Dispense a cura del docente.

1. SOLUZIONI ESERCIZI DEL §7.

87.2
ESERCIZI: Calcolare i seguenti limiti:

272774 + 1 5nn I T 3
lim n! , lim nt ( Og41n) )
n Hnn + (10g4 TL)7 -3 " 272” T n! * 1
. (1og4n)_3+%—9 N 42"+ 140t
lim = ' J 1 THE
n n 42720 4 1 4o n (logs 7)™ + s

: —zan 1 n
hin (2 2 +a — (5n +(10g4n)7—3)>,

. 1
lim (n7 +272" 414+ n" — (logyn) 3 + T 9) ,

. 4+ n=?2 . —92 -5
h’rl;n W’ ll}Ln (4 + n — 3 + (10g2 n) ) .

Soluzione:

. 2724 L
° a5 = U.
117ILIl 5n"+(log, n)"—3 0

Infatti, ragionando come nel §7.2, si ha,
27 4 L 0+0 0
. N _
5n™ + (log,n)” — 3 5(+0)+ 0 —3 400

. 5n"4(log,n)"—3
° hgn Ty Ii1 = +00.

Infatti, ragionando come nel §7.2; si ha,
5n" + (log,n)" — 3 5(+00) +00—-3 o0
H =
2720+ L+ 1 0+0+1 1

=0.



(log, ")73*‘#_9 =0
n74272n 4140 T

Infatti, ragionando come nel §7.2; si ha,

e lim
n

(1og4n)*i”+%—9_> 0+0-9 -9
n"+272" + 140" +00+0+1+00 400

7 —n 4an
o lim 2 t2 "tltn " _ 4 g,
n (logg n)*5+(n1!)5

Questo limite ¢ piu delicato. Dato che

n’ 4+ 27" 4+ 1+ nt" +o00+0+14+ 00 +00

—_— — ,
(logs ) ~> + s 0+0 0

usando I’ Osservazione seguente il Teorema sul calcolo dei limiti (vedere [B] §7.2 equazione (7.8)),
possiamo solo concludere che

n’+27" +14n'"

1

lim
(loggn)=5 + W

n

= +o00.

Tuttavia, possiamo anche osservare che

1
n"+27" +1+n" >0, VneEN, (logsn)_5+w>0, Vn > 2.
n!

Si e usata la proprieta ben nota: a > 1, > 1 = log, () > 0. Quindi

n’+27" +1+nt"
(10g8 n)75 + (n1!)5

n’ 427"+ 1+t Vn > 9
= , Vn > 2.
(10g8 n)75 + (n1!)5

E chiaro che due successioni che coincidono per ogni n > 2, hanno lo stesso limite, e quindi

n’ 427"+ 1+nt"
(logS n)is + (nlg)5

o271t
lim — — = lim
n (loggn)=> + W n

= +4-00.

n!

e lim (272" + L — (50" + (log,n)" — 3)) = —oc.
Infatti, ragionando come nel §7.2; si ha,

1
2_2”4—5— (5n" + (logyn)" —3) — 0+ 0 — (5 (+00) + 00 — 3) = —(+00) = —c%.

e lim (n” +272" + 14+ n" — (logy n) =% + L = 9) = +o0.
po [
Infatti, ragionando come nel §7.2; si ha,

1
n7+2_2"—|—1+n”—(log4n)_3+ﬁ—9—>—|—oo—|—0+1+oo—0+0—9:+oo.

: 4+4n "2 _ 4
o lim —/20 —— = 2,
7 3+(logyn)—> 3

Infatti, ragionando come nel §7.2; si ha,

44+n~2 4+0 4

31 (logyn) 5 340 3




e lim (4 +n72 -3+ (log, n)_5) =1.
n
Infatti, ragionando come nel §7.2; si ha,

44n"2 -3+ (ogyn)™® —4+0-3+0=1.

87.3
ESERCIZI: Calcolare i seguenti limiti
. 4An3 —ns Coni—n+1 . onio—n241
lim ————— lim ——————, lim —4————,
n 1—+/n n n—n‘+1 nons +2y/n—1
lim And —n~2 4+ (n!) 1 lim ns — (logyn)~3 + 5n lim ns +2yn—1
n =274 yn+1 n n=" —n? ’ nopi—np241°
Soluzione:
e lim 4”3?}% =400
n  1=yn :
Infatti, ragionando come nel §7.3, si ha,
4n3 1
4n3 —n3 ns _1+*g 3 [ —1+4(n"2) —140
_— = — | =n’| —=| — F00- = 400
1—vn  n _1+ﬁ ~1+4+n-2 -1+40
o lim2izntl —
Infatti, ragionando come nel §7.3, si ha,
nf-n+1l nffl-nf+n ¥\ 1 (1-nf4+n3 . 1=0+0 _
n—-n*+1 n2\-1+n'4+n2) pi\-1+n1+n2 -1+040
e lim 771{3%7:?4& = _
n ns5+4+2y/n—1
Infatti, ragionando come nel §7.3, si ha,
nto —n2+1 7712 —14n-10 +n2 2 —14n"10 4 n2 L .71+O+077
ng—I—Q\/ﬁ—l ns 1+2(n’%)—n’§ 1+2(n*%)—n*% 1+0-0
. 4713—717%-1-(n1)71 _
o im = oo
Infatti, ragionando come nel §7.3, si ha,
= +o0,

4 —n=F 4 ()" P (4_ (n=3) (n3) + (n~3) - (m)l) L A (00 (0-0)
=27+ Y+l ps 1+n7s —(n75)-(273n) 1+0-(0-0)

dove si & usato direttamente il fatto che n(3=3) — +o0.

5 1
. 3 —(1 ~145
o lim 22 —(ogan) _T0n _

n
Infatti, ragionando come nel §7.3, si ha,

n3 —(logon)™ T +5n  n3 [(14+5(n"8) — (n~3)- (logyn)~7 14+(5-0)—(0-0)
( -1+ (n2) (n7") >_>O' —1+(0-0) =0

n—" — n2 ’I’L2



dove si & usato direttamente il fatto che n(3=2) — 0.

8
. n542/n—1
e lim "1*'7\/5 _
n nid —n2+1
Si puo ragionare come sopra, oppure osservare che la successione data e il reciproco della succes-

1
sione b, = 20=""+L Dato che si ¢ dimostrato sopra che b, — —o0, si pud applicare la (7.7) di
n5+2y/m—1

[B] §7.2, scegliendo a,, = 1, ¥n € N. Si ha quindi
8
542 -1 1 1
1im”1+7‘/ﬁ =lim— = — =0.
n pio —n2+1 n b, —00
|
ESERCIZI:
3" 4n ) n! 4 2" . (6n? + 1) ((logy(n))* —n™)
lim ———, lim , lim ,
noAn 4 Tn n (3n —+/n)(n—1)! n (nlogy(n) — v/n)(n+ 37")(logy(n))?

Soluzione:

° hm 4”'*";” =0.
Infattl ragionando come nel §7.3, si ha,

npgr gr (1430 A" (1+(3)" 1
3 + —_ + jll" — — L‘l)n —0- LO — 07
gn 4 T\ 14+ 2 7 1+ (%) 140
dove S1i e usato il fatto che se b = %, ob= % allora a = % > 1 e quindi (vedere [B] §7.2),

n!42" 1
(Bn—+/n)(n—1)! 3"
Infattl ragionando come nel §7.3, si ha,
n! 4 2" n! 1+2 o 1+% 1+ 27 140 1
T ro_ T _

= = = 1

(B3n—y/n)(n—1)! n~(n—1)!(3_n*%) n! (3—n’%) (3—n"2) 3—-0 3

° hm

(6n>+1)((logy(n))*~n"") _
* v s logs () 0
Infattl ragionando come nel §7.3, si ha,
(6n* +1) ((logy(n))® —n™") (n?) - (logy
(nlogy(n) — v/n)(n +37")(logy(n))?  (nlogy(n)) - n-

(n
(

(n?) - (logy(n))* (6 + n~*)(1 — (logy(n)) ™ - (™"
)

(n?) - (logy(n))? (1 — \/ﬁlolgz(n)
(6+n"*)(1 — (logy(n))~*-(n™"))  (6+0)(1-(0-0) _
=)+ D G 7) (=01 +(0-0) °



§7.4
ESERCIZIO. Fissato a > 1, calcolare il limite
29n _ 9n o}
- (o, ()*5" 2" sin () |
" (2(loga(n)) —cos (n) loga(n)) 2" ((2)" log,(n) — n*arctann)

Soluzione:
Dato che:
2" 2™ sin (n) 2"
_ < < VYn>2
37(log, (m)? ~ 3"(log,(n)? ~ 37(log, ()2 =
e

S - S N S S
3"(log,(n))> ~ \3/  (log,(n)) +oo 7
dal Teorema di confronto 7.4.2 (vedere [B] §7.4), si ha

2" sin (n)

—— — 0.
3" (log,(n))?
Dato che:
1 cos (n) 1
- S S ) vn Z 27
Vlog,(n) ~ /log,(n) ~ \/log,(n)
e
1
— — 0,
log,(n)
dal Teorema di confronto 7.4.2 (vedere [B] §7.4), si ha
cos (n) o
log,(n)
Dato che:
s n? n arctan (n T nt
_2 3\ 2 3\ 7 ()2§§3n Qavn22a
(3)" (loga(n))? = (3)" (log,(n)) (3)" (log,(n))
e
T n* T nt 1 ™

2(0) oz, 2 ()" Gogaa? 2700

dal Teorema di confronto 7.4.2 (vedere [B] §7.4), si ha

n* arctan (n)

) (oga(m)?

Si ha allora che,
(log,(n))?3™ — 2" sin (n) _
(2(10ga(n)) —cos (n) loga(n)) 2n ((%)n log, (n) — n*arctann)

2" sin (n)

(log, (n))3" . 1~ 5hog, _
(loga(n)) -2 (%) IOga(n) (2 __cos(n) ) (1 _ nftarctann )

log, (n) (2)" log,(n)

2" sin (n)
1 — 3o, 0y 1-0 1

—_— = —.
9 _ cos (n) 1— n4 arctann (2 - 0)(1 - O) 2
V/log, (n) (3)" loga(n)

t



Quindi,
29n _ 9n o
lim (log,(n))*3™ — 2 bul(n) _ 1
" (2(loga(n)) —cos (n) loga(n)) 27 ((2)" log,(n) — n*arctann) 2
§7.6
ESERCIZI: Calcolare i seguenti limiti
3n+1
. 1 . n41 . n241 n24e—n 1 3n+1
lim (n") 7, lim (n") @+, lim (" ) , lim (0™, lim (n") @ e T
Fn 1\ Fn?
lim <1 + 2) ,  lim (1 + 2) , lim (1 + 2)
n n n n n n
Soluzione:
e lim (n")% =400
Si ha,

e lim (n”)nzitl*” = +o0.

n
Si ha,
n+1 n n+1 1
(") FEET = (1) T s (+00)! = oo,

3n+1

. n241 n2fe—m
o lim [ nnte ™ = 40o0.

n
Si ha,

3n41

n2+41 n2fe—n n?4+1 | 3n41 3
nnte ™ = (n)nte ™ #temm — (400)° = +o00.

e lim (n")bgl(") = +4o00.
n
Si ha,
(n”)ﬁ = (e)nllzgg((:)) e — +00.

. 3n+1

e lim (n™)n¥+e=" = 1.
n
Si ha,

3n41 n.—3n+1 n2 _ 34n—1 log (n) _ 34n_! .
(n”)n3+e*” _ (Tl) wBie—n — (n) 73 Tin—8.cm —g n  1in-B8.cn , 60-3 = 1.

o lim(1+%) " =1
Si ha




(

Usiamo allora il limite (7.42) in [B] §7.6, per concludere che

2
1\"

(1+2) — €.
n

Possiamo applicare il Teorema in [B] §7.6, con a,, = (1 + #)n —e b, =—1

T n
1 —n 1 n2 %
<1+2) — <1+2> ] — e 0
n n

1 —n
lim <1+2> =e 0=1.
n n

Se ne deduce che

o lim(1-5)" =1

Questo limite & piu delicato. Osserviamo che

(-5) =) -[ES) ]

D’ altra parte si ha

-1

2 n 2 n 1 n 1 n(712271)
n n n2—1
n21) (+n21 ) <+n21> (+n21)

Se ne deduce, applicando una prima volta il Teorema in [B] §7.6, che
Py

2
7’LQ n 1 n“—1] n o
(n21> - (1+n21> SN

Adesso si pud applicare nuovamente il il Teorema in [B] §7.6, e concludere che
1 n 7’L2 —n n2 nq—1
1-—) = = nt=1.
(%) -(F=) -lF=)] —o

e lim (1 + #)7715 =0.

Si ha
1 77’1,3 1 7?’7,2-77/ 1 ’I’L2 -
() =(+m) =|0+) ]

Usiamo allora il limite (7.6.20) in [B] §7.6, per concludere che,

2
1 n
(1+2) — €.

n

Possiamo applicare il Teorema in [B] §7.6,

3 29 —N
1\ " 1\"
(1+2> = <1+2) ‘| — e *=0.
n n

Se ne deduce che

— 0, ovvero




e lim (1 — %)"3 =0.

Questo limite & piu delicato. Osserviamo che

(-5) =) =) ]

D’ altra parte si ha

n3(n2-1)

3 3 3
n? " n? " 1 " 1 n2-1
=1 -1 =11 =(1 =

Se ne deduce, applicando una prima volta il Teorema in [B] §7.6, che

3
2 n? n?—17 n2-1
1
<n2n 1) = <1+ ) 1 — et = 4o0.

nZ—1
Adesso si pud applicare nuovamente il il Teorema in [B] §7.6, e concludere che
3 3 34 —1
1 n n2 —n n2 n .
R R

o lim(1+35) " =e .

Osserviamo che

2 =5

n

_n2 _5n2 &=
) 5 5 1
<1+712) <1+HQ> = <1+(n2)>

9

Usiamo allora il limite (7.42) in [B] §7.6, per concludere che

2

n

Possiamo applicare una prima volta il Teorema in [B] §7.6 per concludere che
-5

2 n2

5\ " 51\ 5
(1 + 2) = (1 + 2) — 675.
n n
5 —7l2
lim (1 + 2) =e O,
n n
nZ
° lirrln (1 — %) =e 5,

Questo limite & piu delicato. Osserviamo che

(-3) - () [

D’ altra parte si ha

Se ne deduce che

2 2 2 2 5 n?-5 n2-57] n2_ 5

n2 n n2 n 5 n 5 n2 55 5 5
=1 -1 =11 =1 = 1
(n2—5) <+n2—5 ) <+n2—5) <+n2—5> (+n2—5>




Se ne deduce, applicando una prima volta il Teorema in [B] §7.6, che

5n2

n2 n“—5 | n2_5
n? _ 1 ) 5 5
n2-5) s e

Adesso si pud applicare nuovamente il il Teorema in [B] §7.6, e concludere che

-1

(-3 ) ] e

ESERCIZI: Calcolare i seguenti limiti

(5ot (4 3)" og (n)
lim , lim )
n nt6[(n + 1)! 4 57 n n(n™log(n)+1)

lim (n+3)" 1 log (n) — (n!)sin (3n + 2) cos (n)

n \/IOT (nn\/]oT 4 arctan (log (n ))) .

Soluzione:
. 1. 71_(n+2) -
o lim SR e = ¢
Si ha,
(n45)!-(n4+m® (45!  (n4m)TD (n+5)! (n+m)" (n+m)?
nt6[(n + 1)1 4+57  [(n+ 1)+ 57] nnte T (kDI Gyl e nb
5)(n +4)(n+ 3)(n + 2 n
(n +5)(n )(n Jn+2)n 6(1+W> (1+3) _
1+ (n+1) ] n
LI+ A+ D+ 2142 2 a1
nj( D+ + 0 +2) (1+3) [(HW) ] .
n 1+ (n+1)'] n n
(14+0)(14+0)(14+0)(1+0) 9
1- (1+0)*-e"=e€".
(1+0) ( )
o (3)"log (n) _ 3
* I ot =
Si ha,
(n+3)"*log(n) (n + 3)"*1log (n) (n+3\"n+3 1 B
n(n*log(n) +1)  nntllog(n)(1+ (nnlog(n))=t) n n (14 (n™log(n))—1)
n3
3\?| n+3 1 3 1 3
1+2 1 =,
( *n) n 0+ mlogm) ) ¢ 10 ©
e lim (n+3)" ! log (n)—(n!) sin (3n+2) cos (n) — 3
n on log(n)<n" log(n)74arctan(log(n)))
Si ha,

(n+ 3)"*log (n) — (n!)sin (3n + 2) cos (n)

n+/log (n) (n" /log (n) — 4 arctan (log (n)))




10

n _ (n!)sin (3n+2) cos (n)
(n+3) *1log (n) 1 (n13)" 1 log (n) 3 (1 — 0> _ 63,

nntl lOg (n) 1 4 arctan (log (n))
n"4/log (n)
dove si sono usati i seguenti limiti:
(n+3) g (n)
n"t1llog (n)

la dimostrazione essendo identica a quella dell” esercizio precedente,

(n!)sin (3n + 2) cos (n)

0,
(3 log(m)
4 arctan (log (n))
— 0,
n™y/log (n)
che si ottengo come segue:

ol c_ (n!) < (n!)sin (3n + 2) cos (n) < (n!) nl
n®” — (n+3)"ftllog(n) = (n+3)"*tllog(n) ~ (n+3)"*tllog(n) ~— n"

e la conclusione segue facilmente dal Teorema del confronto 7.4.2. in [B] §7.4 e dai limiti notevoli
del §7.3;

4 < 4 arctan (log (n)) o7 4

™
. T 0,
2nny/log(n) — n"y/log(n) — 2nny/log(n)

e la conclusione segue facilmente dal Teorema del confronto 7.4.2. in [B] §7.4.




