Calcolo Integrale 105

Soluzioni

1. Calcolare 'integrale indefinito

/ 1
dl’.
\/E—FSL’

R. Procediamo effettuando il cambio di variabile t = \/z ossia
=1 e dr=2tdt

Quindi

1 1 1
dz — Udt =2 | ——dt —2log |1 +1
/\/E—i—x . /t+t2 /1+t og |l +1+c

Se torniamo alla variabile x otteniamo

1
/ﬁ+xdx:2log(1+\/§)+c.

_<>_

2. Calcolare I'integrale indefinito
/ (log z)* dx.

R. Integriamo per parti

/(mga;)?da; = = z(logz)? — /xd((logw)Q)

21
:x(logx)Z—/x BT

Xz

= x(log z)? — 2/log:cda:.
Ricordando che una primitiva di logx ¢ xlogx — x si ha che
/(log r)? dr = z(logx)* — 2(zlogr — x) + ¢ = z((log z)? — 2log x + 2) + c.
N

3. Sia F' la primitiva di
fla) = e
tale che F'(1) = e. Determinare F'(—1).
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R. Per x > 0 abbiamo che

/exda::/e:”d:c:emjtcl,
/e”‘“ dx = /e”‘“dazz —e ¥ 4 cg,

Le primitive di el*! per 2 € R sono funzioni continue e dunque devono coincidere nel
punto di raccordo x = 0. Questo accade se 1 + ¢; = —1 + ¢y ossia se ¢ = 2 + ¢;.

Quindi
ol . _ e’ +c¢ per x > 0
/e du {—65’3+2+c per v <0 °

La primitiva F tale che F(1) = e' + ¢ = e si ottiene per ¢ = 0, dunque F(—1) =
—e D 424 c=—e+42.

mentre per x < 0

4. Calcolare I'integrale indefinito
/sin(?)x) e du.
R. Spostiamo il fattore e?* nel differenziale e integriamo per parti per due volte
2z
/sin(?)x) e* dx = /sin(?)x) d (%)
1 N Y
= —sin(3z) e™ — = [ e d(sin(3x))
2 2
1
=3 sin(3z)e* — = /e cos(3x) dx
= Lin@a)e (30)d (S
= 5 sin(3z)e cos x) 5
1 3 3
=5 sin(3z)e* — 2 cos(3x)e* Z/ 2 d(cos(3x))

1
=3 sin(3x)e*” — 2005(3@6% - %/sin(?)x)e% dx .

Ora che l'integrale rimasto coincide con quello iniziale conviene agire algebricamente
spostando gli integrali tutti a sinistra e aggiungendo la costante arbitraria a destra:

1 3
<1 + %) /sin(?)x) e* dr = ) sin(3z)e* — 1 cos(3z)e** + ¢,

e quindi
1
/sin(?)x) e dx = ' e (2sin(3z) — 3 cos(3z)) + c.

Si noti che la divisione di ¢ per 13/4 & comunque una costante arbitraria che indichiamo
ancora con la lettera c.
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5. Calcolare I'integrale indefinito

/:pcosxex dx.

R. Spostiamo il fattore e* nel differenziale e integriamo per parti
/xcosxe“” dr = /xcosx d(e®) = xcosze® — /e“” (cosx — zsinz) dx
= xcoszre’ — /cos:cem dz + /:L’sina:ex dx.
Ora calcoliamo separatamente I'ultimo integrale
/:psinxexdx = /xsinx d(e®) = zsinze® — /ex (sinz + xcosx) dx
= xsinxe® — /sinxe”‘“daz — /a:cos:cem dx.
Quindi riassumendo:
xT 1 : x : x xT
rcosxe'dr = 3 z(cosz +sinx)e® — [ sinze®dr — [ cosze®dx|.
I due integrali rimasti si possono determinare con la stessa tecnica:
x 1 : x
cosx e’ dr = §(s1n:1: +cosx) e’ + ¢
o L. z
sinze® dr = §(smx —cosz) e’ + co.
Ora possiamo finalmente scrivere 'integrale cercato

1
/:L’cosxex dx = 5 [z(cosz + sinx) e” —sinze’] + c.

_<>_

/ 2® log z dz.

R. Procediamo per parti integrando prima il fattore x

9 9 9
/xs log x dx = /1ogxd(%) = % logx—/%d(logx)

9 1 1 9 1
. logx——/:pg—dx:x—logx——/xsdx
9 x 9 9

1 x9+
ogr — — C.
|

6. Calcolare I'integrale indefinito

©o| % o
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7. Calcolare 'integrale indefinito

/\/1+logxd
—dx.
x

R. Integrando prima il fattore 1/x otteniamo

141
X
2
= /(1 —0—10g37)%d(1 +logz) = §<1 +logx)3/2 Le

_<>_

/ arctan x dz.

/arctanxd:c = x arctanx — /xd(arctan xr) = x arctanx — /

8. Calcolare I'integrale indefinito

R. Procediamo per parti

1

dz.
xl—l—xQ x

Ora risolviamo a parte l'integrale rimasto

x 1 x? 1 1 1
dx = dl—) == d(1+ 2%) = = log(1 + 2? :
/1+:c2 ’ /1+x2 (2) 2/1+:c2 (1+27) 20g( T e

Quindi

1
/arctanxd:p =z arctanx — 5 log(1 + 2%) +c.
R <>_

9. Calcolare I'integrale indefinito

/562—|—4:c+5d
— dx.
2 —1

R. Possiamo intanto fare la divisione (i polinomi hanno lo stesso grado)

2 +4x+5 4z + 6
7:1_._
2 —1 2 —1

/x2+4x+5d +/4x+6d
——dr ==z €.
2?2 —1 2?2 —1

cosl
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Ora calcoliamo l'integrale rimasto. La fattorizzazione completa del polinomio al

denominatore e
2 —1=(z+1)(z—1)
e dunque la decomposizione e
dr + 6 A B
x?—1 :SL’+1+£L’—1
dove A e B sono costanti da determinare. Svolgendo i calcoli
4r+6 (A+B)z+(B—A)
x?—1 x?—1

e si ricava facilmente che A = —1 e B = 5. Quindi

/7x2+4x+5daz:x+/<— ! + ° )daz
2?2 —1 r+1 xz-1

=z —log|lz+ 1|+ 5loglz —1|+¢
jz — 1P
|z + 1

_<>_

= x + log +c.

10. Calcolare I'integrale definito

2 1
—dx.
/1x2<x+1>2 !

R. 1II polinomio al denominatore ¢ gia fattorizzato e la decomposizione e

I A/ B_C D
2(z+1)2 22 x4+l (z+1)2

dove A, B, C'e D sono costanti da determinare. Svolgiamo i calcoli

1 A+ O+ (2A+B+C+ D)2 +(A+2B)x+ B
22(z+1)2 x2(z +1)?
e dunque
A+C=0
2A+B+C+D=0
A+2B=0
B=1

da cui ricaviamo che A= -2, B=1,C =2e¢ D = 1. Quindi

[l i [(2adi 2 Ly,
x?(x 4 1)2 e x 22 rz+1 (x+1)? *

1 1
= —210g\x|—;+210g\x+1\—x—+1+c

a:—l—l‘ 1 1
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e l'integrale definito richiesto e

2 1
—— _dx =21
/1:c2<:c+1>2 ! { o8

2
x+1‘_l_ 1}_21 3.2
) 173

11. Calcolare I'integrale definito

/ ! 2?2 +2r -1
dx
o (z+1)(x+2)(x+3)
R. 1l polinomio al denominatore ¢ gia fattorizzato e la decomposizione e

242 —1 A B C
fz) =

(x+1)(z+2)(x+3) x+1+x+2+x+3'

Dato che la molteplicita degli zeri del denominatore ¢ 1 possiamo determinare le
costanti A, B e C nel seguente modo:

' ' 24 2r —1
A= lim (2 +1)- f(z) = lim (r+2)(z +3)
‘ . P+ 2r-1
B = lim(x+2) f(z) = lim (z+1)(z+3) .

' . 24 2r —1
C = tl_l,r£13<x+3) - flz) = tl_1>r£13 (r+1)(x+2)

=1,

Quindi

o242 -1 ! 1 1 1
dr = — + + dz
o (@+1)(z+2)(x+3) 0 r+1 x+2 x+3
= [~ log |z + 1| + log |z + 2| 4 log |z + 3|];

N {log (z+ j)ixl +3)

1
} = log6 —log6 = 0.
0

12. Calcolare I'integrale definito

/ Y22 — 22 +5

————duz.

o (1+22)?

R. 1l polinomio al denominatore ¢ gia fattorizzato e la decomposizione e

:L’2—2:U—i—5_A:c+BJr Cx+ D
(14+22)2 1422 (14 22)2
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dove A, B, C'e D sono costanti da determinare. Svolgiamo i calcoli

2> —=2r+5 A’ +Ba*+ (A+C)xz+ (B+ D)

(14222 (14 22)?
e dunque
A=0
B=1
A+C=-2
B+D=5

da cui ricaviamo che A =0, B=1,C = —-2e D = 4. Quindi

/x2—2x+5dx_/ 1 _ 2 n 4 dx
(1 + x2)? a 1+22 (1+22)? (14 22)?

1 1
4| ———du.
T+a? /(1+x2)2 !

= arctanx +
Calcoliamo l'integrale che rimane per parti
1 1+ 2?2 — 22
———dr = | ———d
/(1+932)2 ’ / 1+z22
1 x
= - .2 )4
/(1—1—:1:2 ! (1+x2)2> !
tano+ 3 [ wd (1
=arctanx + = [ xd | —
2 1+ 22

; n T 1/ 1
= arctanr + —— — —
2(1—1—3:2) 2 1+ 22
x
= §arctan:1:—|— m +c.

Cosl

/x2—2x+5d 3 arct +1+2x+
——————dx = 3arctanz + — + ¢
(1 + x2)? 14 22

e l'integrale definito richiesto e

L2 92245 1+22]" 3r+2
————dx = |3arctanx + = .
o (1+22)? 1+a22], 4

_<>_

13. Calcolare 'integrale definito

| o
1 z(3+logx)? .
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R. Per z > 0, integriamo prima 1/z e poi aggiungiamo 3 nel differenziale

1 1
= —— 4
/:L’(?)—i—loga:)? ’ /(3+10g:1:)2 (log 2)

/ L 43+ 10g2) L
= [ — 0gr) = ——"—+c
(3 + log x)? & 3+ logx

Quindi
/e 1 1 c 1
— —dr=|—— | = —.
1 z(3+logx)? 3+logz|, 12
—_ <> JRE—
14. Calcolare I'integrale definito

V32 3

—dx.
0 vV 1— .TJQ
R. Effettuiamo il cambio di variabile
r=sint e dx = costdt.

Invece di calcolare prima la primitiva e poi 'integrale definito proviamo a trasformare
direttamente 'intervallo di integrazione:

\/g t=arcsin = 77

Quindi

V3/2 3 /3 Gind t /3
/ _r dr = S costdt = / sin® t dt.
0 \ 1 — Jj‘2 0 COSt 0

Ora proseguiamo il calcolo osservando che sin®t = sint (1 — cos®t)

/3 /3 /3
/ sin®t dt = / sint (1 —cos*t) dt = / (1 — cos®t) d(— cost)
0 0 0

7T/3 3t 7T/3 5
= / (cos®t — 1) d(cost) = {COS — cos t} = —.
0 3 0

_<>_

™
/ sin? z dux.
0

15. Calcolare I'integrale definito
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R. Calcoliamo prima l'integrale indefinito con il metodo dell’integrazione per parti
/sin2 rdr = / sinz d(—cosz) = —sinz cosx — /(— cos x) d(sin z)

= —sinx Cosx+/0082xd:p.

22 =1 —sin*z. Quindi

Per continuare osserviamo che cos
) o . ) o . )
/sm rdr = —sinx cosx + / (1 — sin :1:) dr = —sinx cosz +x — /sm xdx.
Ora possiamo esplicitare I'integrale che stiamo cercando

2/sin2:cdx: —sinx cosx + x + c.

Quindi
T 1 .
/ sin? zdr = 5[—sinx CcoST +x]0 =
0

ro]

JRE— <> JRE—
16. Calcolare I'integrale definito

1y 2
/ an(z/2) + z .
1 202 — 8

R. Possiamo dividere l'integrale in due parti
1 1 2
tan(z/2) / x
——d ——dx.
/_1 228 T o g™

Nel primo integrale la funzione e dispari e I'intervallo & simmetrico rispetto a 0 e quindi

Nel secondo integrale la funzione e pari e I'intervallo € simmetrico rispetto a 0 e quindi

1 2 1 2 1 2
/deZQ/ de:/ S
222 -8 o 222 —8 o T2 —4

Continuiamo lo svolgimento del secondo integrale

1 ZL‘2 1 4 1 1 4
dr = 1 do = d
/ox2—4 ! / < +x2—4) ! ["”]0*/0 (a—2)@+2) "

1
1 1 T — 2
Jr/0 (az—2 SL’+2) v —|—[og T+

2
/ tan(@/2) 27 g3,
-1 2$’2—8

1
] =1—log3.
0

Dunque
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17. Calcolare I'integrale definito

i 1
/ —5 dz.
o 3sin“x + cos?x

R. Raccogliendo cos? z al denominatore, I'integrale diventa

4 1 4 1 1
. 9 dr = 2 . 5 dz.
o 3sin“x + cos?x o dtan®x +1 cos®x

uindi integriamo il fattore 1/ cos? x
g

1 1 1 [T 1
— dr = = ——— d(tan )
o 3sin”“x + cos?x 3Jo tan®w+ 3

s

= ? [arctan(\/gtan ) ; = 35

18. Sia

Calcolare I'integrale definito

/_ 21 f(w) de.

R. La funzione da integrare ¢ continua in [—1,2] \ {0}:

lim f(r)=—-1 e lim f(z)=1

z—0~ z—0t
e quindi conviene dividere 'intervallo di integrazione rispetto al punto di discontinuita

0

2 0 2 2
71f(:p)dx: 1f(:p)dx+/0 f(x)dx:—/ 2$dx+/0 2% dx.

-1

Si verifica facilmente che

2$
2%dzr =
/ * log 2 e

e cosi 'integrale da calcolare diventa

2 I 1 2
/_1f<x)—_@ [2 Ll+log2 [2 }0—210g2'

_<>_
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19. Calcolare 'integrale definito

1
/ aresin x dx.
0

R. Cominciamo integrando per parti:

1 1 1
s T
arcsin x dr = [x arcsin z]} — / rd(arcsinz) == — — / —dx.
A [ ]O 0 ( ) 2 0 /1 — 12

Ora calcoliamo a parte l'integrale che manca

Yo bl z? IR
| 7d(—) S G
0 \/1—3:2 0 \/1—3:2 2 2 0 \/1—I2
Quindi “aggiustiamo” il differenziale in modo che diventi uguale a 1 — 22:

/01 ﬁdx — -3 /01(1 — )0 - o) = -3 [20-a?) J,-2

Dunque

NI

1
. T
arcsinz dr = — — 1.
0 2
_<>_

20. Calcolare l'integrale definito

16 1
/ S
0o TH+3/r+2

R. Qui conviene fare la sostituzione t = \/z cosi t* = x, 2t dt = dz. Trasformando
anche l'intervallo di integrazione otteniamo

16 4
1 2t
————dx = ——dt.
o T+3/r+2 o 2+ 3t+2
Ora integriamo la funzione razionale: la decomposizione in questo caso e
2t B 2t A . B
243t+2  (t+D(E+2) t+1 t+2

dove A e B sono costanti da determinare. Svolgendo i calcoli

2t _ (A+B)t+(2A+ B)
24+3t+2 243t + 2
e si ricava facilmente che A = —2 e B = 4. Quindi

4 2 4 2 4
o dt = —— | dt
o 2+3t+2 0 t+1 t+2

(t+2)21* 36 9
=21 = 2log = — 2log4 = 2log =.
{og TESTH R og 0g =
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21. Calcolare l'integrale definito

/ V4 om|z|
— 5 dw.
174 (cos(mz))
R. Dopo aver osservato che la funzione da integrare e pari e I'intervallo & simmetrico
rispetto a 0, integriamo per parti

/11/; %dm = 47r/01/4 mdx = 4/01/4xd(tan(7m))

1/4
=4z tan(ﬂ:p)](l]/4 - 4/ tan(mx) dz
0

4 7r/4
=1- —/ tan z dzx.
0

™

Per quanto visto
/tan:pdx = —log|cosz| + ¢
e quindi

log 2
5

w/4
/ tanz dx = [—log | cosx|]g/4 =
0

Quindi I'integrale richiesto vale

Ve 2log 2
/ LWQ gy — 1 2log2
14 (cos(m)) T

22. Calcolare l'integrale definito

/ " cos(3x) cos(4z) dx.

—Tr

R. Operiamo utilizzando il metodo dell’integrazione per parti

/ " cos(3x) cos(4z) dz — / " cos(32) d (Sinfx))

—Tr —Tr

™

= i [cos(3x) sin(4z)]"  — i/ sin(4z) d (cos(3x))

—Tr

Z/ sin(3z) sin(4x) dz.

s
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In modo simile

/ ' sin(3z) sin(4x) dr = / ﬂ sin(3z) d (_&44@)

—Tr —Tr
s

= —i [sin(3x) cos(4x)]”  + i/ cos(4x) d (sin(3x))

3

= 1/ cos(3z) cos(4x) du.

Allora _ _
/ cos(3z) cos(4x) dx = 1_96/ cos(3x) cos(4x) dx

—T —T

ossia l'integrale da determinare vale 0.

23. Calcolare l'integrale definito
/ min(z, 1/x) log z dz.
0

R. Siccome per z € (0, €]

‘ T sexr € (0, 1]
min(z,1/x) = { 1/z sex e (1,¢

I'integrale diventa

e 1 €]
/ min(z, 1/x)logx dr = / xlogx dx + / 87 f.
0 0 1

Per il primo integrale si ha che

1 1 2 2 1 1 2
1
/xlog:pdx:/ log x d )= x—logx —/ 2 g =|-2
0 0 2 2 0 0 T 2

Mentre per il secondo

€] e 1 27¢ 1
/ ngdx:/ logx d(logzx) = {(ogx) ] =_.
1 1

T 2

Quindi l'integrale richiesto vale —1/4 4+ 1/2 = 1/4.

_<>_

117
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24. Calcolare l'integrale definito

/ max(log z,log(1/z)) dx.
0

R. Prima osserviamo che log(1/z) = —log x. Quindi, dato che per z € (0, ¢!

—logz sex € (0,1]

max(log z, —log ) = { log x se x € (1,¢]

L’integrale diventa

4

et 1 e
/ max(log x,log(1/x)) dx = —/ log x dx +/ log x dx
0 0 1

Per il primo integrale si ha che

1
—/ log x dx = [rlogz — z]) = 1.
0

Mentre per il secondo

64 64 4
/ logxdr = [zlogx — z]] = 3e” + 1.
1
Quindi I'integrale richiesto vale 2 + 3e*.
—_ <> JRE—

25. Calcolare l'integrale definito

6
/ min(3 — |z — 3], 2) da.
1

R. Notiamo che 3 — |x — 3| > 2 se e solo se | — 3| < 1 ossia per x € [2,4].
Quindi

3—|r—3] sexeR\]|2,4]

2 se x € [2,4]

L’integrale allora si svolge nel seguente modo
6 2 4 6
/ min(3 — [z — 3[,2)dx = / (3 — |x—3|)dx+/ 2dx+/ (3 —l|z—3|) dx
1 12 2 ; 4
= /(3—(3—x))dx+4+/(3—(3:—3))d:c
12 ) 4
= /xdaz+4+/(6—az)dw
1 4

272 2716
15
S N RIS DI L i
2], 2], 72

min(3 — |x—3|,2):{
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26. Calcolare il limite
t2

lim 1 arcsin(3x) dx.

t—0 t4 0
R. §Si tratta del limite di un rapporto di infinitesimi. Procediamo applicando il
teorema di de I’Hopital. Per calcolare la derivata del numeratore utilizziamo il teorema
fondamentale del calcolo integrale: se F'(x) ¢ una primitiva della funzione arcsin(3z)
allora F'(x) = arcsin(3x).
Dunque la derivata del numeratore ¢

% </0 arcsin(3z) d‘”) = % (F(tQ) - F(O)) = F'(t*)(t*) = 2t arcsin(3t?)

mentre la derivata del denominatore & (t1)" = 4¢3.
Dato che arcsint ~ t per t che tende a 0, abbiamo che

t2 : 2 3
2t 3t 6t
lim — arcsin x dx E lim M = lim =

0 ¢+ J, i—0 43 -0 413 2

- <> -
27. Calcolare il limite ,
1 t
Ilsmol n / sin®(2z) dz.
- t

R. Applichiamo il teorema di de 'Hopital. Se F'(z) ¢ una primitiva della funzione
sin?(2z) allora la derivata del numeratore ¢

% (/t sin®(2x) dw) = % (F(t*) — F(t)) = sin®(2) (¢*)' — sin®(2¢) (¢)/

= 2t sin?(2t%) — sin®(2t).

mentre quella del denominatore ¢ (¢3)" = 3¢2.
Dato che sint ~ ¢ per ¢ che tende a 0, abbiamo che

1/ ot sin?(2t2) — sin?(2¢ St5 — 412 4
lim — sin?(27) dx H jjpy <0 510 (2) — sin”(2¢) =lim— = ——.
t—0 t3 J, t—0 3t2 t—0 3t2 3

JE— <> JE—

28. Calcolare il limite
tor
im — dz.
t—+oo et [o.r logx
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R. Per applicare efficacemente il teorema di de I’'Hopital conviene risistemare i termini
in modo da avere al numeratore solo I'integrale:

5et 1 t
lim ( / dx) / <6—> )
t—+oo \ Jor logx t

La forma indeterminata ¢ co/oo. Se F(z) ¢ una primitiva della funzione 1/ log x allora
la derivata del numeratore ¢

d (™ 1 d bet 2¢!

2 dr | = £ (F(5¢t) — F(2eh)) = -

dt </26t log = a:) dt (F(5¢) (2¢9) log(bet)  log(2et)
_ t( 5 2 ): ¢ 3t+5log2—2logh 3¢

t+log5 ¢+log2 (t+log5)(t—|—log2)NT

mentre quella del denominatore e

d (e ¢ N et et
da\t) 2 t t
. Quindi il limite richiesto e uguale a 3.

_<>_

29. Calcolare al variare di o > 0 il limite

2

P 1 / e o2
t—0+ £t Jio sin(x3) '

R. Per z che tende a 0 la funzione

e e —2 (1424242 + (1 —a2+2t/2) -2
sin(z3) a3

fx) =

x.

Quindi f(z) ¢ integrabile vicino a 0 e sia F'(z) una sua primitiva. Dato che il limite
richiesto e un rapporto di infinitesimi possiamo applicare il teorema di de I’'Hopital.
La derivata del numeratore e

% ( I () dfﬂ) :% (F(3t%) — F(t%)) = f(3t) (3t3) — f(¢*) (*) = £ (3t%) 6t — f (*) 2t.

+2

mentre quella del denominatore ¢ (t*) = at* 1.
Dato che per ¢ che tende a 0 f(t) ~ t, abbiamo che

1 e pe—2 g . fB)6t—f(t)2 . 183 — 28
lim — ——————dr = lim = lim ——
t—0+ 19 [io sin(x?) t—0+ a1 t—0+  ate!

16, 0 per0<a <4

= lim —t7*=<¢ 4 per a =4
400 per a >4
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30. Calcolare l'integrale improprio

1
/ log x dx.
0

R. Come abbiamo gia visto
/logxdx =uzloge —x+c.
Quindi

z—0t

1
/ logzdr = [z logz — a]y = —1 — lim (z logz — ) = —1
0

_<>_

31. Calcolare l'integrale improprio

!
| e
1 cos(§w)

R. La funzione data ¢ continua e negativa sull’intervallo (1,2]. Prima di provare a
calcolare una primitiva verifichiamo se la funzione e integrabile sull’intervallo. Possi-
amo utilizzare il criterio del confronto asintotico perché la funzione ha segno costante
nell'intervallo di integrazione. Per x — 17

1 1 1 2 1

pu = — ~ — —

cos(5x) cos(5(r—1)+ %) sin(5(z — 1)) T or—1

Quindi l'integrale diverge a —oo (il segno meno ¢ dovuto al fatto che la funzione
1/ cos(mx/2) & negativa in un intorno di 17).

_<>_

32. Calcolare l'integrale improprio

+o0 1
——dx.
| g

R. Integriamo prima il fattore 1/x

/+°° 1 d_/+°° 1 d(log ) 1 M
. x(logxpP T ). (ogaE TP T | T2(oga?], T 2

_<>_
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33. Determinare per quali valori di a € R la funzione

(sinx)®
3 (z +5)*

¢ integrabile sull’intervallo (0, 2).

R. La funzione data & continua sull’intervallo (0, 2] e quindi dobbiamo fare un’analisi
asintotica solo per x — 0F
(sinz)® x® 1 1
a3 (r+5)r 35t bt g3

Dunque la funzione ¢ integrabile sull’intervallo (0,2) se e solo se @« = 3 —a < 1 ossia
se a > 2.

_<>_

34. Determinare per quali valori di a € R la funzione

1—e*

x|z — 1]t

¢ integrabile sull’'intervallo (0, 400).

R. Dato che il dominio della funzione da integrare ¢ (0, 400)\ {1}, i punti da indagare
sono tre: 0, 1 e 400.

Per x — 0T
1—e* T 1

:E“|:E—1|4‘1NE_$“

quindi, per l'integrabilita, « =a — 1 < 1 ossia a < 2.

Per x — 1
1—e® ! 1 1
x|z — 1]te e) |x—1]t
quindi, per l'integrabilita, o = 4a < 1 ossia a < i.

Per x — +o00
1—e* 1 1

.Ta‘l’— 1‘4a ~ xaIAa ~ ﬁ

quindi, per l'integrabilita, o = 5a > 1 ossia a > é
Unendo le tre condizioni abbiamo che % <a< i.

_<>_

35. Determinare per quali valori di a € R la funzione

1
Vi [log(er —1)[
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¢ integrabile sull’'intervallo (0, 400).

R. Siccome il dominio della funzione da integrare ¢ (0, +00) \ {log2}, dobbiamo fare
I’analisi asintotica in 0, log2 e 4-00.

Per x — 07 abbiamo . .

V| log(er = 1)« = 2172 [log 2]
quindi, dato che o« = 1/2 < 1, la condizione di I'integrabilita “vicino” a 0% & soddisfatta

per qualunque a.
Per x — log 2 abbiamo che 'infinitesimo di riferimento ¢ (z — log2) e

log(e”—1) = log(2e" 782 —1) ~ log(2(14-(z—log 2))—1) = log(1+2(z—log 2)) ~ 2(z—log 2).

Cosl
1 1 1 1

V| log(er —1)|® - Viog 2 |2(x — log 2)|® - 2¢/log 2 . |z — log 2|®
quindi la condizione di I'integrabilita “vicino” a log2 e soddisfatta per a = a < 1.
Per x — 400 abbiamo

1 1 1

V7 |log(er — 1)[a ~ g1/2ga ~ gatl/2

dunque la funzione ¢ integrabile “verso” 400 se @« =a+ 1/2 > 1 ossia se a > 1/2.
Quindi la condizione di integrabilita sull'intervallo (0,+o00) &: 1/2 < a < 1.

JRE— <> JRE—
36. Determinare per quali valori di a € R la funzione

(2~ 1)"

logx 3 —x

¢ integrabile sull'intervallo (1, 3).
R. I punti da indagare sono due: 1 e 3.
Per z — 11 abbiamo

(22 — 1) (=D(@+1)" 20 (@—1 2 1

loga:\/3—x:log(1+(:c—1))m V2 -1 2 (z—1)—"

quindi, per l'integrabilita, « =1 —a < 1 ossia a > 0.
Per x — 3~ abbiamo

(22 — 1) 8¢ 1
logrv/3—2 log3 (3—x)%

quindi ¢ integrabile “vicino” a 3 perché % < 1.
Cosi 'unica condizione per l'integrabilita sull’'intervallo (1,3) e: a > 0.

_<>_
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37. Determinare per quali valori di @ > 0 la funzione

VIi+ar—1
log(3e** + 2) — log 5

¢ integrabile sull’'intervallo (0, 400).

R. I punti da indagare sono due: 0 e +o0.
Per x — 0% abbiamo

V1+aze—1 V1i+ae—1 x®/4 x®/4 5 1

~

log(3¢” +2) —log5  log(1+3(e®® —1)/5)  3(e”® —1)/5  3a2/5 12 g2

quindi, per l'integrabilita, « =2 — a < 1 ossia a > 1.
Per x — 400 abbiamo

V1420 —1 xo/4 /4 1

log(3¢” +2) —logh  log(3¢*) 22 +log3 a2 (/D

quindi & integrabile verso +o0o0 se @ =2 — (a/4) > 1 ossia a < 4.
Cosi la condizione per U'integrabilita sull’intervallo (0, +o0) &: 1 < a < 4.

_<>_

38. Determinare per quali valori di a € R la funzione

1 — 671/(1+x2)
Jx |log x|

¢ integrabile sull’intervallo (0, 4+00).
R. Il dominio della funzione da integrare ¢ (0,+00) \ {1} e dunque dobbiamo fare
I’analisi asintotica in 0, 1 e +oo0.
Per # — 0" abbiamo
1 — ¢~ 1/(+a?) 1— ¢!
Va|logzl "~ /3 logal®

quindi, dato che @« = 1/3 < 1, la condizione di I'integrabilita “vicino” a 0" & soddisfatta
per qualunque a.
Per x — 1 abbiamo che l'infinitesimo di riferimento ¢ (x — 1) e

1 — e~ 1/(1+a?) 1 — e~ 1/(1+2?) 1 — e 1/2
Jallogal — Yallog(l+ (x— 1) [z — 1

quindi la condizione di 'integrabilita “vicino” a 1 e soddisfatta per a = a < 1.
Per x — +o00 l'esponente —1/(1 + z?) ¢ infinitesimo e dunque

1 1
et N
‘ * ( 1 +:c2) x?
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Allora
1— 671/(1+12) 1/l‘2 1

Jx |log x| TR | log x| - 27/3| log x|

4

e la funzione ¢ integrabile “verso” +oo se a = 7/3 > 1 ossia per qualunque a.
Quindi la condizione di integrabilita sull'intervallo (0,4o00) & a < 1.

JRE— <> JRE—
39. Determinare per quali valori di @ > 0 la funzione
log(1 + 2?) — (log(1 + z))?

20 - y/sinx - (m — x)l/e

¢ integrabile sull’intervallo (0, ).

R. Dobbiamo fare 'analisi asintotica in 07, 7. Per x — 0% abbiamo
log(1 + 2%) — (log(1 + z))” 2 —1'/2 4 o(a?) — (v — 2%/2 + o(a?))?
20 - y/sing - (7 — x)t/e x® - gl/2 . gl/e
3 1 1

qllagatl/2 — pl/a pa—5/2

quindi, la condizione di integrabilita o = a — 5/2 < 1 e soddisfatta per a < 7/2.
Per  — 7w~ abbiamo che l'infinitesimo di riferimento ¢ (7 — x) e
log(1 +2?) — (log(1 +x))* log(1l + %) — (log(L + 7))
‘/Ea.‘lsinx.(ﬁ_(p)l/a 7-(-0/(71-_1‘)1/2-{-1/@
quindi la condizione di integrabilita & = 1/2 4 1/a < 1 & soddisfatta per a > 2.
Dunque la funzione data ¢ integrabile sull’'intervallo (0, +00) se e solo se 2 < a < 7/2.

_<>_

40. Calcolare l'integrale improprio

+o00 1
/1 23+ (loga)?)

R. La funzione data & continua in [1,+00) e se facciamo un’analisi asintotica per
x — +o0o vediamo subito che la funzione data e integrabile:

1 1
x (34 (logx)?) T (logx)?
Per calcolare I'integrale dobbiamo prima determinare una primitiva.
Per x > 0

/ x(3+ (110g x)?) dr = / m d(logx) = % arctan (%) +e

Quindi
/+°° 1 J 1 { . (logaz)] e m
r = — |arctan =—.
1z (34 (logz)?) 3 V3 )1 2v/3
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41. Calcolare I'integrale improprio

+o0 1
———dux.

o Vr+ )

R. La funzione data ¢ continua e positiva in (0, +00). Inoltre su questo intervallo e
integrabile per il criterio del confronto asintotico:
per x — 0"

1 1
Vi (Ve ad
per x — +00

1 1
Per il calcolo del valore dell’integrale improprio determiniamo una primitiva: poniamo
t=+/z,cosi t? =z, 2tdt =dx e

1 2t 1
————dr = dt =2 dt
/\/5+(\/5)3 ‘ /t+t3 /1+t2

= 2arctan(t) + ¢ = 2 arctan(y/z) + c.

Ora valutiamo la primitiva agli estremi di integrazione
+00 1

NV Fwo ot dr =2 [arctan(ﬁ)]o =

—_ <> JRE—
42. Determinare per quali valori di a € R la funzione

(log z)°
(= 1)* (log(1 + %))

¢ integrabile sull’intervallo (1, +00).

R. La funzione data & continua e positiva in (1, +00). e dunque i punti da esaminare
sono 17 e +00. Per v — 1T

(log )3 N (x —1)3 1 1

(@ — D)o (log(1 + 22))°  (x—1)*(log2)5  (log2)5 (v — 1)«=3

4

e quindi I'integrale converge “vicino” a 17 se a — 3 < 1 ossia se a < 4.

Per v — +o00
(log x)3 N (log x)3 _ 1
(o1 + )7 7 (log(z)} _ o 7(log )

e quindi 'integrale converge “verso” +o0o se a + 5 > 1 ossia se a > —4.
Cosl la condizione di integrabilita cercata ¢ a € [—4,4).
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43. Se

O\J
+
3
)
ng\)
Q
S
I
oI

quanto vale

—+o0
/ e~ T2 109

(e 9]

R. Dato che la funzione e=* & pari
+o0
/ e_xde:2-g:\/%.
Inoltre —z? + 22 = —(z — 1) + 1 e quindi ponendo ¢ = x — 1 otteniamo
+o00o ) +o00 5 +o00 )
/ e Ty = / e U dt = e/ e dt = e/T.
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