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H.l\. mo_szoz de tous les problemes de dynamique, est renfermée dans
une formule générale, que T'on déduit du principe des vitesses virtuelles,
et qui se décompose, dans chaque cas particulier, en autant d'équations
différentietles secondes que I'on a de variables & déterminer en fonctions
m_._ temps ;- mais ce n'est que pour un trés-petit nombre de questions que
T'on parvient & intégrer complétement ces équations; et le plus souvent
on n'obtient pas d'autre intégrale que celles qui sont fournies par fes
principes généraux de la mécanique, tels que le principe de fa con-
servation du centre de gravité, celui des aires et celui des forces vives.
Il arrive quelquefois qu'en faisant abstraction d'une partie des forces
appliquées aux mobiles, les équations du mouvement s'i intégrent par
les méthodes connues. Si les forces négligées sont trés-petites par rap-
port & celles que f'on conserve, ces intégrales donnent fa solution du
probléme -par une premiére” approximation , €t servent de base 4 toutes
les approximations. suivantes, . Ainsi, par. exemple, les équations du
mouvement elliptique sont fes- intégrales. des équations.du mouvement
des planétes autour du Soleil, quand on néglige leur action réciproque.
Les constantes . arbitraires qui complétent ces intégrales, sont fes six
élémens elliptiques de chaque planéte; savoir, Je grand axe et I'excen-
tricité .de son ellipse, sa longitude & une époque déterminée, la lon-
gitude de son périhélie, linclinaison du plan de son orbite, et la
longitude de ses nceuds sur un plan fixe. Ces quantités seraient donc
Eﬁzm_v_mm. si Taction réciproque -des planétes éait absolument insen-
sible,; Emm les observations-ont bientdt fait voir que les élémens

¢ j . #z‘whmmm\ X

n:_mzannm ne sont pas constans ; 2 qué- fes. o&:mm 1@5&&5 mozaﬁ
dtre regardées comme des. m:._ummm moun.nnm,&_ﬁmﬁ.onm et la position
dans- ['espace; varient par degrés insensibles. Pour sdéterminer ces va-
riations par a théorie, il a fallu: conserver- dans les équations différen-
tielles, les termes dus a l'action .umnnvnomnm.n_n- planétes; et 'on imagina,
pour résoudre ces nouvelles équations,: de :considérer comme variables
les constantes: arbitraires des intégrales relatives au mouvement ellip-
tique. Il est remarquable que ce procédé, Tun des plus féconds de
l'analyse, qui consiste & faire varier des quantités regardées d'abord -
comme constantes, soit indiqué ici aux géométres par les résultats des
observations, dontil n'est, pour ainsi dire, qu'une sorte de traduction.
Depuis Euler, qui donna le premier les e.nm._.mmmmo:m différentielles des
variations de {a fongitude du nceud et de ‘inclinaison de l'orbite, on a
trouvé, par-différens moyens, les différentielles des autres élémens; mais
dans les Mémoires de Berlin, pour les années 1781 et 1782, M. Lagrange
a donné sur ce sujet une théorie générale et compléte, dans faquelle
{es différentielles des ¢lémens elliptiques sont exprimées au moyen des
différences partielles d'une. méme fonction, prises par rapport aux coor-
données de la planéte troubiée, et multipli¢es par des fonctions de ces
mémes-coordonnées ; excepté, cependant, fa différentielle de fa longitude
de la plantte 4 une époque déterminée, que M. Lagrauge avait exprimée
en série, et que jai mise depuis sous une forme plus simple {*).

If ne semblait pas que cette'importante théorie pit encore étre per-
fectionnée " lorsque fes deux géométres qui ont fe plus contribué a la
rendre-compléte, en ont fait de nouveau le sujet de leurs méditations.
M. Lagrange, dans un Mémoire Iu & I'Institut, il y a environ un an, et
M. Laplace; dans un Supplément & la Meécanique céleste, publié ala
méme époque, “ont su donner une forme nouvelle aux variations des
¢lémens des, planétes. Dans ces nouvelles formules, les différentielles des
m_mamaw.mozﬁ nxw_.mammm au-moyen des différences partielles d'une méme

ﬁd <ou§. le ano:n sur les inégalités séculaires des moyens mouvemens ma Eunnna.
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moan:o:. comme mmzm les anciennes; mais’.ces m_m.ﬁ.mu..nm sont’ _.Emmm
par. rapport aux. élémens de la w_mnmnn #o_._EmP et multiplides par des
fonctions-de ces mémes: m_manum ‘quine- _u.msm....ami pas-le temps d'une
maniére, axwro:?, avantage précieux,. sur<tout lorsqu'on veut calculer
les inégalités: séculaires, o les:inégalités.d :trés- _osmzam périodes, dé-
mnsmwﬂmm d'un argument. déterminé,.. ;; -~ - 7.

.- Jusqu'ici. nous voyons que la.théorie mc mouvement, mnm Em:nﬁmm
autour du soleil , est la seule mcmmcos de mécanique. ol I'on ait fait
usage de'la variation des constdntes arbitraires. Il appartenait a l'auteur
de la Mécanique analytique - de considérer {a-théorie. de cette variation
dans toute sa généralité, et d’en étendre I'usage-a-tous.les problémes de

la mécanique:cest, en effet, {e but du dernier Mémoire que M. haw._.n..ﬁn
a lu d [Tostitut,. . 50 20 St o

. Les recherches que je soumets wEoEm hui & F n_mmmm sont Hn_m:ém
w cette méme théorie, . que: je.reprends en entier sous un nouveau: point
mn vue. -Je: considére- le mouvement d’'un systéme de corps liés entre
eux dune maniére quelconque ; et soumis a des forces dirigées- vers des
centres fixes ou- mobiles, dont les intensités sont des- fonctions quel-
conques . des distances des corps 4 ces centres. Je suppose. qu'on. ait
d'abord .intégré les équations différentielles de-ce mouvement, en négli-
geant une partie des forces données; et-quensuite on fasse varier les
constantes arbitraires. qui-compfetent ces intégrales, afin .de les étendre
au cas. ol lon a ¢gard a.toutes. les. forces. Cela posé, je. cherche es
différentiglles _premiéres des constantes.- arbitraires . devenues - variables :
j'exprime leurs valeurs au:moyen-des différences particuliéres dune cer-
taine, moun:_oz que {'on.obtient en- prenant lintégrale de la . somme des
forces. négligées dans le premier eas, multipliées Tespectivement par
Yélément deleur direction. Ces différences partielles sont prises par rapport
aux copstantes arbitraires, et multipliées. par des fonctions de ces mémes
quantités,, qui ne renfermeront jamais. le temps d’'une maniére ‘explicite,
ainsi_que je le: prouve par une démonstration directe: Les formules du
dernier Mémoire de M. ‘Lagrange sont inverses ‘des ndtres :-ellés donnent
les différences partielles de la méme fonction, au moyen des différentielles

~
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des 8=£m_5nwmw1um:‘&8m... umummw.wwmvvv:m&maw {a ¢uite de.ce Mémoire,

afin' de les comparer; & celles' quesnous avons‘obtenues, et de montrer
da singuliére analogie-qui existe-ientre ces deux genres .de.formules. -
. Aprés avoir trouvé les expressions générales des variations des cons:

tantes arbitraires, j'en fais Hﬁmwvznﬂmo:: a-deux- -problémes: particuliers.
Je choisis, pour premier €xemple, le mouvement d'un wo:: attiré vers
un centre fixe,¥suivant une loi .quelconque. On parvient a séparer les
variables dans les m@:mzouw différentielles du mouvement, quelle que
soit la loi de l'attraction ; mais tant -que cette loi reste indéterminée, il
est HavommHEm d'achever les intégrations E.m exprimer, ‘sous forme finie,
les valeurs des variables. Cette circonstance n'empéche pas de déter-
miner , au moyen de nos formules, les variations des six arbitraires
contenues dans. les :;mmnm_nm de ces mﬁ_cw:o_; différentielles. Jai pris
pour ces constantes celle- qui entre dans Péquation des forces vives,
celle qui exprime l'aire décrite dans .chaque’ unité de temps , par le
rayon vecteur du mobile, l'inclinaison di plan-de la :.m_mn_..o:.m et fa
longitude -de la ligne des nceuds sur un plan fixe, la distance angu-
laire de cette ligne a ,
vecieur est.égale & zéro; enfin fa constante qui se trouve nécessaire-

un point. de l'orbite ou la différentielle du rayon

ment ajoutée au temps, et qui provient de.ce.que les équations diffé-

rentielles ne . renfermant que: I'élément de cette variable, il sensuit

qu'on peut y, satisfaire;, en y mcvm::m_: le temps augmenté d'une cons-
tante arbitraire. La forme des, valeurs que Ton trouve pour les diffé-
rentielles de .ces six quantités, ne.dépend pas de .F loi de l'attraction;
elles doivent dont saccorder’ avec.les différentielles des élémens des
planétes, .Acm.mm rapportent au cas de fa nature ol cette force suit la
raison inverse du carré des.distances. En effet, nos valeurs coincident,
dans ce cas, avec celles de M. Lagrange, et, par quelques transforma-
tions, il est aisé de prouver qu'elles s'accordent aussi-avec celles du
Supplément-a la Mecanique céleste. -

- Pour second exemple de Tapplication des moz:imm générales, je

~ prends les constantes ‘arbitraires du mouvement de rotation d'un corps



&

ula vdefigure ‘quelcon Anaﬁo &Em«aﬁm.mmx a%ﬁn«ﬂmaz .,.ﬁ:_a:z
wmxeéwwmwanﬁon mnmﬁﬁmm_.&oa ides “équétions-de“ce" ‘mouvement; ;- lors-
acnzwasn%o_.om =¢m_35&$ “points*du-cdrpsinovs’ partons donc” de ces

nmm_.mﬂ frar Jmo_._m_mmnonaﬁo:m.mmméﬂ“wﬁmﬁm ‘des six arbitraires qu ‘elles
,?m,%: ?dmaa.&m”nziwmzo:.zwﬁwmm—o‘&m_nz_ de a::._u%n oefficiens,
cotifiie dans le prémierexemplérLé réstltat fait voir que tous ces codffi-
cieris'sonr; ‘ou des toristantes'déterminées ; ‘ou des fonctiofls des.constantes
arbitraires ; ; ce'qui on._.En mn_._&_. .:_ en -était besoin, & confirmer la
théorie wm-_ma_ﬁ Quant aug’ &m.m«ma:m:nu des six constantes, elles sont
absolument de'ménie’ mon.:_m A;n. nmzmm des noszmamm analogues, dans le
wmmia_. vaozmin. Si wmu uxmaw_n on considére , dans le mouvement de
Bﬁwzomw & plan’ e_n ‘M. “Laplace a nommé. Plan invariable, sa position ne
m._wn.m_.mmw.m \vmm: tant’ m: wcncsm..monna mnww:m...zw n'agit pas sur les points
du éorpsPil's ensuit Ana son Ear:m_mc: et la longitude de son nceud sur
mrxw_ﬂ_ foie’y mo?m_.; dtre. mw “nombre des six constantes arbitraires,
a.&. deviennent variables wm_. leffet ‘des nouvelles forces; or on trouve,
vucw,_mwu&m.masanznm de ces deux angles, des expressions de méme
forme que’pour*les diffétentielles de linclinaison et de la fongitude du
nceud de Torbite, dans le.mouvement d'un ‘point attiré vers un centre fixe.
-8 le"mouvement de rotation que 'on considére est celui de la terre
autour de son ‘centre "de gravité, le plan’,; qui serait invariable sans
{action 'du soleil ef de a _Eﬁ.. differe toujours trés-peu de 'équateur.
Hmnm:pmm ces ‘deux plans’ est-du méme “ordre ‘que {e déplacement des
wo_nm de m_oﬂm:ou A Am mcn.mnm de {a tétre, qui'né péut jamais devenir

ey

uvwnmrﬂv_o ainsi mcm je Tai E.o?:m ‘darfs hon dernier Mémoire. En

:mm:mmma donc ' cet écart, “les différentielles de {'inclinaison et de fa

mozm_En_n du neeud du plan _:e.m:mEm. sur un plan fixe, appartien-
dront au-plan ‘de I'équateur; par aosmm@:m:ﬂ les deux formules qui
donnent ces’ ‘différentielles, _.mu*.n:smqo:ﬁ toute la théorie de la précession
des nmE:oxmm et de la nutation de l'axe ‘terrestre. Il suffit, dans cette
z.:.ho:n mn considérer les- Smmmm:mm _onm;mm wm:ommm. .2:_9. peut
fuire abstraction des inégalités ‘qui dépendent du mouvement diurne de

"
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la Ra.ﬂc.o: m:.. it :aussi borner, _.m_uv_.ox:um:os aux premiéres puissanices
des forces ﬁm:cwvmanmm et aux carrés des wm_.mzmxa des astres qui agissent
sur _m %ﬁ.ﬁn ide; ﬂﬂa.mﬂn nous 363 fait ces réductions dans nos for-
E&nm . €n es. Bawm_ﬁi n:E:n a celles .F V.o Llivre dé Iz Mecanique
Qb..:? nous. trouvons quelles sont : anzzauﬂ:mi les mémes ; ce AE

peut encore seryir a no:m:am_. _n. résultat de nos calculs.

Expressions wm..awn\& des variations. mn,.ﬂ. Constantes arbitraires.

[1.] ho_.mmca 'on considére le mouvement d'un sysieme de corps,
la position de chacun d’eux est déterminée, nrmacm instant, par trois
noo&oz_&mm qui sont des fonctions du temps, et le probleme consiste

d déterminer ces fonctions. En général, ces variables sont lices entre
elles par une ou E:ﬂmca équations moznmmm par la nature du &aﬂoao de
sorte qu'il ne reste qu'un :oa_u_.m de <m:m_u_mm indépendantes, égal & trois
fois le nombre des no%m. moins le nombre des ¢ ¢quations de condition.
Pour fixer lesidées, je supposerai fes variables indépendantes, au nombre
de treis, que je représenterai par @, |, et §, et je désignerai par ¢, J/, ¢/,

do dy di

e .. o e ; i
eurs coefficiens différentiels, g R dt étant I'élément du

temps. En ayant égard aux équations de condition du systénmte , on
pourra toujours exprimer les-coordonnés des corps et leurs différentielles
premiéres en fonctions de ces six quantités ; par conséquent toute fonc-
tion des coordonnées pourra étre censée une fonction de @, 4,0, et
toute fonction qui renfermera en outre les vitesses des corps’ paralléfes
aux axes des coordonndes, pourra étre transformée en une ,ﬁ.ozn:o.ﬁ de
’

¢, ¥, 8, ¢, L', 6. i donc nous représentons par m, m’, ", ére. fes
masses des corps; par x, y, 7, les coordonnées rectangulaires de m; par ¥/,
s ¢ celles de m', &c. ; et par T la demi- somme des forces vives de
tous ces corps, de manitre qu'on ait
2 : 3 &kulTR g d 3 2 [ d x*2 3 £

H.._”h. / ly 2 m X2 - dy't - do"

2 dr 2 - dn &lT%n.w

nous pourrons regarder 7" comme une fonction de g, 4.8, 9, &,
b de forme donnée dans chaque cas particulier. De méme, si nous




..,wmmwmm@w_ mcmammm.bmom@vmwm .ﬂ% mmﬁvu:n ._nm‘aon.wm}mmwrﬁ_:.mma vers
des. centrgs. fixés oy mobiles,.. et .que, .EEmE_& de nm&n&.o deelles est
une omm.cmw_ :&mo.@m:@&ﬂ a m_mmmznn du. Eo_u;o\m: ma:ﬂa mmnzos -
en \@ »_@ voﬁﬁmrnn 85, mo?nm. E&.:w_&mm chacune, par  ['¢ _manzﬂ
.Hn @ﬁmmcwm.. \m@mbﬁomm yne, quﬂc_m a_m.na::mmm._.am.mw.mzm mozn
Rm_.m_n sera_un moﬁnm.@.w des. coord :amnm n_nm‘mo.ﬂ..m et des nozsmm
@mncon : cette E&mi? que nous Haw&mmunozm par ¥V, sera donc une
fonction'de 9, 4, 8, &o::ma “dans chaque cas Hum:_ncrn? Ol:m_& les
centres d'action- seront en ‘mouvement, [a valeur des w\ renfermera le
. SS? 5 Em%asmmssouﬁ des <m:m2¢m P, ;_\ et 6; Em_m _dans aucun
cas) cette monn:ou._ ne: nozzan&.m les variables ¢, + et .
OuF woam_ 3 Namaamn a mdn voir mmsm fa &R&Emﬁ manw\:ms. “que
Pon. wncn moa:ﬂ. cette forme aux mmzm:osm &m.ﬁmzzm:nm du EoE.ma.WE
_ du'systéme mcn &o: Sum:_m_.m T : :

&yl
b
dv
-+ —5 =0,
; d
5 :
; S R A
Oa mmcn _2 &Sw:mmw nz mmamsﬂ e
O gr .
l.ll..u.\ ;r\llﬁ.- N¢s|t~. 3
m:.mm ﬁ_mﬁm::m:n m_o_.m . ,
A gl . e A B SR
Tt e e T o ARy wdit e T (1)

et comme V ne renferme pas les' variables @', , et m‘ il mnzm:: @:o

les <m_mE.m de s, , v, sont la méme oroma MO R

_.,.|mx Imx |...ﬂ:~..
T T B S, TERAE ?V.
i = % G

i Rl : De

Al o ST
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De cette maniére, les équations du mouvement sont ramenées a fa

forme la plus simple quon puisse leur donner.

[2.] En vertu des équations (2), les trois nouvelles variables s,
2, v, sont des fonctions de @, -}, 8, ¢, 1, §'; donc réciproquement
@, L', 0 peuvent étre regardées comme des fonctions de @, 4,8,
s, u, v, données ?:. ces mémes équations. Ainsi, au lieu des six
variables ¢, 4, 6, @', 4/, §, que nous avions d'abord , nous aurons
maintenant les six variables @, <, 8, 5, «, »; et nous pourrons sup-
poser une fonction quelconque des six premicres, transformde en une
fonction des six derniéres.

En considérant R comme une fonction de @, .._\ 0 s vy ses
différences partielles, relatives a @, 4,8, ne seront pas les mémes qu'en

regardant cette quantité comme une fonction de @, 4,8, ¢, 4, 0.
o o i S A
our les distinguer, nous désignerons par —r—, s g, sans

parenthéses, les différences ?.;nm dans la Em_._.:ﬁm hypothése, et nous

emploirons les notations \ & K & \ &. avec parenthéses,

pour indiquer les différences relatives  la seconde hypothése. Les der-
nidres forment les seconds membres des équations (1) ; de sorte quil

= (4%), R e

faudra écrire

ds' e dR
A xm ek..
Or, les variables s, x, v n'entrant dans R qu'en tant qu

contenues dans les valeurs de ¢', /', §, données par les ¢quations (2),

il s'ensuit que f'on aura

IR AR et A "R
LS TN e £

elles sont

¥ “de ~ o Ay l} de. '
iR R by R SO i v
LG 7 i i ol o Tl
dR 7d R R R _2. 4R d¥
T .:L.T U T s T R el T M
XV.¢ Cahier. Mm
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donc, en mettant s, u, v, & la place de 4B 4R, 4R ANALYSE. 275
; v do' dJ’ —, JCS d* R 2 ds ' a?..f. 4
¢quat i y PP o ! —
quations (1) deviendront dcde b P73 g R e
ds dR do' , iRy & ¢’ d* " a*{'
T |.MII..?LP[=.|.§-[ ae e e b R R (4)
? do d 2 ) :
du dR do' ? i e f TIONRETY d ' Yo d* §'
=T — A e I R i ] i T T
dy dy S ﬁwu ;
dv __ dR 2¢' a4 i La seconde et la troisitme donneraient semblablement
d — e e st R G
: a9 a8 ok e d* R s &y &8
¢ e s A -t V5 :
_”w 1 8i fon d les di du de du d¢ du de du de¢ '
et prend les ifférences partielles de R, par rapport aux SRR R LR i
iy i LAt e dans R parce qu'elles sont contenues dans AL o A
¢, ¥, ¥, on aura R i Y i
S i i et e A T e T i
s de’ dR 4y’ R ; '
= . 48 4R d ¢ &4 &y
ds T R T s g — Hhnt e
% mﬂ_ s a}” " ds e gl et 37 2% ,lh.a::ufn.&%:_lﬁ.?&‘
e mx. SN MR OEE yuo 4 o GBSO
34 ? du di' " di PTH X dv 44 o AR dl Ll b di *odvdl f
i MR de dR  dy’ & R s &y &
s A dR - 4 R, . 4
dv rotr ks e e ekt R R e e e 7 gl i i SRS T

ou, ce qui est la méme chose,

20 En différenciant la premire par rapport a ,

la deuxieme par

4R P y rapport i s, et retranchant ensuite {'une de l'autre, on trouve:
—_— Ay v . ]
ds Frmee, ok e e o B3 A W sl

4R o g

—_— — ¢ AN_.H\‘ ’

— J. —+ 4 : ; ] .
b YRR T Y e On trouvera d'une maniére semblable deux équations analogues &
...m.%. = s, ﬂe, Sy dy gt 49 celle-ci, savoir: ; y
¥ "oy S P FRK de N A’

o 3 dv = qu ds Hl;lci.

Ces équations sont identiques en y considérant R, @', J’
comme des fonctions de @, 4, 8, 5, #, » b
g ' ; par conséquent
les différen ¥, it < Sl
. nmaﬁ par rapport & f'une quelconque de ces six variables
ce qu i , i i .
qui produira de nouvelles équations qui nous seront bientét wtil :
es.

1 Maintenant supposons que l'on connaisse une des intégrales
PP g

premier
tante arbitraire que nous désignerons par a;
résolue par rapport & a, sera de cette forme :

es des macwmozm du mouvement, renfermant une seule cons-
cette équation m:amﬁan.

! a = fonct. wO,%_m_Q.L\. Nt )
L mais, comme nous regardons @', 1/, §" comme des fonctions de @, ),

9, s, u, v, données par les équations (2), il est évident qu'on peut
Mm 2

1.° En différenciant la prem

: , iére successivemen i D,
é .,_\ et a 8, il vient i pbh
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supposer a la valeur de a, cette autre forme
a=fonct. (@, 4,0, s5,u4,v,1);

on aura donc, en prenant la diffiérentielle compléte de a par rapport
At ; ¥y

da da Ha
Pdt 7 .ke..Ti .mz_«Lli . db
da . da da
e .mthlaﬂ...kanI.mc 67 e 7o

Pdr désignant la %m«&::m:a de la valeur de a, prise par rapport au
temps ¢ qui y entre explicitement. Or si I'on substitue, dans cette équa-
tion, 9" dr, ' dt, 8'dr, i la place de @, 4, 48, et que f'on y consi-
dére @', ', § comme des fonctions de P, ¥, 8,5, «, v, données par
les équations (2); si de plus on remplace, dans la méme équation, s,
du, dv par leurs valeurs tirées des ¢quations (3); son premier membre
deviendra une fonction de 1, 9, ;_\. 0.5 g n qui devra étre iden-
tiquement nulle: de sorte qu'aprés ces substitutions on pourra diffé-
rencier cette ¢quation par rapport & l'une quelconque de ces sept
variables. ;

Les substitutions que nous indiquons donnent :

da 7 da 7 da ’
.n&rT&.@.&.Tﬂﬂ.%.&.Ti.o.&
da dR d¢' dl’ b dae’
I+|m._. .\ﬂllh.ﬂa:lﬂ.&lﬁlﬁ.ﬂ.h& nnv
da 4R dy al’ de
-t TP .\Iﬁl‘lh. bqlz_..l.] .I&;._\ll_‘.IM!;ﬁn ._&—ﬁ
da dR de¢' dy’ 48 i
-+ =l B 3 h....b_|m||=.. 76 .Ilt.l..m|m.l . — )

Je différencie cette équation par rapport & ¢ ; il est évident que j'aurai une-

premicre partie qui.ne sera autre chose que le développement de la diffé-

. \ da . . .
rentielle complete de —Z,» Par rapport & ¢; puis une seconde partie

qui proviendra des différentielles relatives a @, de ¢’ :_\. 8, et des
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\
quantités renfermées entré les parenthises, c'est-a-dire, quion a de

cette manié¢re {'équation 2.
da da de' da dl' da 4
k . TERET N R -2t . |'+|| . M TR i e—— . k"
de de de dt—+- dl do dt + dé de
da sd4'R d o a ¥ )
w A g .4 i akine - — Y, ———— H
l_l.g? \mﬁ. ) d¢? e g dg /¢
da ,dR dig' ) et \dt
L - -_— —_—— . — — — “_ 1 o bt e
. T \ =7 el ™ I e il dy oy x
da sdR &9’ ) P
————, e — et — vy —d1 =0,
L \%% P e dodb

Si Ton considere une autre intégrale premicre des dquations. du’
mouvement, dont la constante arbitraire soit 4, on aura une ¢quation
analogue a cette dernitre et qui s'en déduira en y mettant 4 & la place

de a. Je forme donc cette nouvelle équation, puis je la multiplie par

da A W e db
—— et je la retranche de la précédente, multiplice par == ruckiie

soustraction donne

db da da db
ds .n..ﬁlﬂl.. ds .m.i
Sy db da da db
gy, e e P P T Tag s dt
dy’ db da da db
1 s e @ R
de db da da _&x 3
TRl (S PR AR T

db da da db \m. 12 d* ¢’ a2’ ) d g dt
IT\H.ﬂ ds ..J“\I&. dyal - wdl o ded) " R
S S R e &y’ L i
xT\ﬂ. > Tk %&.\&% ST Re “he 3&&. T
On trouvera d'une maniére semblable une autre ¢quation analogue a
celle-ci, et qui s'en déduit en y échangeant les lettres ¢ et ;_x entre elles,
et les lettres 5 et u aussi entre elles. On obtiendra encore une autre équa-

tion semblable, en échangeant dans la précédente les lettres 5 et v entre
eles, et les lettres @ et 6 aussi entre efles. Or, si I'on forme ces deux
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nouvelles équations, qu'on les ajoute ensuite 2 leur analogue, on
trouve mca la somme des trois se réduit a

da db db da . da db

b — g e E T e e
db g 2a db

o ge =S d LS

&..&%&.?mi&&& %x m
—— = o —, —— ] .4l S e e L S
de | ds d de ' ds NiE diy "(.du ' d} 4}’ du

i adb: db
. +|¢ .\.: & v Ak
ay g e d (B e b e,
de '(Tds ' d} .I..Nﬂ n_hIT du ° do n_e i m:
+ db da
; t
BT T (e a..r d
d9' db  da kk n.m_ n__m da i
—_ = Ii|.||. t 5 ; t
a5 | 45 2% ] e 7 &
m.m mn
.; .\3 e : A=,

[ 5.] Différencions :E::nsm:ﬁ _rm:m:o: (a) par rapport & s5; ce

qui donne une premicre _umn:m mE n'est autre chose que le développe-

kn

ment de la différentielle compléte de ——, par rapport a ¢, puis une

. / ’ ’
seconde partie qui provient des %mﬁ.m:nam relatives 4 5, de @', 1/, ¢,
et des quantités renfermées entre les parenthéses dans I'équation (a);
de sorte qu'on a, en réunissant ces deux parties,

4. S 4 &+1H.& 5,1“%%&
qu[nl.l] dt e M.”. o n .lmﬁl.nc
lema MMWM..I..T M“MI:..leM_llze. Mewh dt
=+ M” M__‘.M R M_‘M vl MM . && ~dt
wde, AR d*¢' ok

— — ! di==0;
sl 7 MR TR T %sy

e e et ey
SEapasel

0 S e
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Or, en vertu des E:m_mo:m (4), celle-ci se réduit &

da da da dl' da de
d. - Ty 5 A+ ,_‘.uﬂ.u:«T c e dt
da Rﬂ da Rﬁ da b_o_
— R &‘_« 77 ..ﬁ\ S ¥ i = .mel»&.\]O.

Relativement & m_m:amz&m premiére dont la constante arbitraire est 3,
on aurait :

db db d db d w a;‘
d. ..Tll.ﬂw- dt 4 + i St
db do' db n€. db do'
Sy W .uﬂ.slﬂ. i
; :
Multipliant cette macm:os par M + et en retranchant la précédente,
ltiolig g
multipliée par —, il vient:
da db db n.h
P T mo s
ﬁ db da AV /sdb da
BFEYL Y bl & P SR L
ds dy dg. .2\ de ds de *de a ; n€¥ d!
n..e db da db da
e o I PN e T -t
n.e. db da db da i
di *( de¢ *du = du'd

do' db da db da
RECE | 6 T T [3.3\.&|o.
On obtiendra une autre équation analogue & celle-ci, en y échangeant
les lettres @ et .,_\ entre elles, et s et v aussi entre elles; on en obtiendra

une troisieme par 'échange des lettres @ et 8 entre elles, et des fettres
s et v aussi entre elles. Si f'on forme ces deux nouvelies ¢quations et

quon les ajoute & fa précédente, on trouve, en ayant €gard aux équa-
tions,
d) L Re . dy L ae

i Rl dys g gy LR gy s
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du n.° 3, que la somme se réduit &

oy e da e db da
dy T Tds 2¢. "y A‘ I: it .ﬂ
&

de' n& da !k'w da 3 Jw da a:w o
n:_. .&u..lmq.ﬂ gl 3k & s@..-.n«n mn-n.,—. .
49’ db da 3
el b & . RL ’
d¢' db  da db da i &. db  da 7
b2 o B S PRER s i i g .: . m,l g
A, ; lmh Tm[m.. &u i ¥ Ji
a3 (0 & .
de' &b da db da d db da  db
B e R ety e e ,W T h & .HI 4

dy db  da db da
sl S e T S

de °* &t ds ds * do

Jajoute enfin cette équation & la dernjére du n.® 4, ce qui donne

db, da __ da. db JT? d db db da
ds e e 2 Ty T R F e s i

4 db da da dé da db db da
%..2]?..& i ThdN L nl . ae
db da da db db da

+= 4 PERrT T Ao =0

[6.] 1 est &&Ea que le w_.mamm_. Ema_z.m de cette équation est
une différentielle compléte par rapport & ¢, en intégrant, nous aurons
donc cette n@:m:oz fort simple,

¥s da o R b da dg. . db db da

5 P T I R S R S | SR e
: da db

e Juﬂa”%m&.

On congoit' que la’ constante ‘qui “fait -le - second- membre. de cette

ma:mmos sera en général une fonction de a et b, et des constantes.

arbitraires contenues dans les autres intégrales des ﬁcmﬁoum du mou-

vement; m:&mcm?a il pourra arriver que sa valeur ne renferme ni la
constante
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constante a-ni fa constante b; ‘dans d'autres cas elle ne contiendra
aucune constante arbitraire, et se réduira & une constante déterminée;
mais, afin de rappeler forigine de cette quantité, qui représente une
certaine combinaison des -différences partielles des valeurs de a et 4,
nous mmmoﬁw usage de cette notation \ b, a), pour la désigner; de ma-
niére que nous aurons généralement _

db  da . & . de

da &b ke
ds * dg du * ] du é_ dv * dV

da
— g =(ba).

D'apres cette notation, si I'on considérait une autre intégrale premicre

ds * dp

-

~dont la constante arbitraire mﬁ _.m?mmn_:mm par ¢, on aurait sembla-

blement !
de da da de¢ de da da de de da
Ty e < Rl Rl | TG T NI "R |
da de
S v e ko

On voit aussi que (a, b) doit-représenter ce que devient (b, a),

quand on y échange les lettres a et b entre elles. Or, si fon effectue

cette permutation dans la valeur de (4, a), cette quantité ne fait que
changer de signe; on aura donc toujours

(b,a)=—(a,b).
Observons encore que si fon combine fa constante quelconque 4 avec
elle-méme, pour former la quantité (a, a), on aura

{da) &= 0;

comme il résulte de la valeur de (4, a), quand on y fait a =8,

1

_”_w u L'analyse que nous venons d'exposer nous conduit donc & ce
résultat ‘remarquable , que si fon prend les valeurs des constantes
arbitraires ‘a et b, contenues dans les intégrales des mmcm:oum du mou-
vement d'un systéme de corps, et qu'on exprime ces valeurs en fonctions
des variables indépendantes @, et 8, et des quantités s, v, v, la

XV Cabier. Lol Nn
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' combinaison" des- différerices wmns__nm de,ces Mosncczm. _.a?.mmm:aa
par \P 4), sera toujours une quantité constante. -

O.: doit observer ici que’ ce théoréme a fieu pour un mombre quel-
conque de variables -indépendantes, ce qui résulte évidemment de la
marche ‘de notre analyse, quoique nous n'ayons supposé que trois de
ces ﬁ:_mme. En général, la*valeur de (b, a) étant symétrique par
rapport a toutes les ,_m:mme. elle se trouvera augmentée de deux
nouveaux termes, par rapport & chaque nouvelle variable.

_”mg Lorsque les corps du systtme sont libres, clest-a-dire, quand

leurs coordonnées ne sont liées par aucune équation de condition, le

nombre des variables indépendantes est triple de celui des corps. Dans
ce cas, on peut prendre pour ces variables les coordonnées _.nnz._nmc_m?mm
des mobiles; soient ‘donc x,y, 7 les coordonnées de l'un des corps du
systéme ; prenans ¢ = x, .\ =y, =7, et nous aurons @' =",
Y=y, =7 4.y, ¢ déignant les différentielles dx, dy,. km.
divisées par dt; nous aurons aussi, en ayant seulement amma
mobile, et en représentant sa massé par m,

T=2(s" +y ~+ )

d'on T'on tire

= &w;ll. s at / g £
I[.qlla.ﬂ‘.lll.ank.\ u—my, y_myg;

et par conséquent
& 1 da db da db da db. da dk
\h T dx' * dx dx ° dx’ dy' * dy dy * dy
da db da db
R i P

Relativement & chacun des autres corps du systéme, la valeur de (a, 5)
“renfermera un terme semblable 4 celui-ci; si monn nous employons {a
_caractéristique T, pour E&mcmn _w somme de tous nmm termes, étendue

@u .wm,maaﬁ:a: TIOUS aurons - Pl
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: .€|MH fda db . il db da db da db
Nh‘ o ..ﬂ- n—x..&xi&a.&_k. n—\_\ - n_C\ n_&.h‘.»_

da - dib da N\C

W oA kg Ay

D'aprés {e théoréme du n.° précédent, cette quantité doit étre une
constante ; or c'est ce que nous pouvons vérifier dans un cas particulier
fort étendu. $

Supposons que les forces qui agissent sur les corps, sont leur attrac-
tion réciproque, et une force dattraction dirigée vers un point fixe,
que nous prendrons pour ['origine des coordonnées ; le principe des
forces vives et celui des aires fournissent, dans ce cas, quatre intégrales
premiéres des équations du mouvement, qui sont résolues par rapport
aux constantes arbitraires; et si Pon fait usage de la caractéristique X,
on a pour ces intégrales

B==%m.(xy—yx), B'=Zm.(35'=7x), B'=Zm.(y7—yT).
h=2Z.m.Fr—Z.m.(x* +y*+*):
B, B', B°, k sont les quatre constantes arbitraires, r représente le rayon
vecteur de m, de sorte qu'on a r=— #\ (x* +y =7 ): Fr.est une
d.Fr
dr
pose dirigée vers l'origine des coordonnées.

Au moyen de ces valeurs de £, 3, B', ", on trouve sans peine

B s, B, .0 ‘
(B, B)=F. (B.B)=F. (B B)=5:
par conséquent ces six expressions (4, 8), (h, B), &c., ont des valeurs

constantes; ce nm_.: est nOﬂ%OE.:m notre théoréme,

fonction de r, telle que exprime la loi de l'attraction qu'on sup-

I

0;

[ 9.] Reprenons maintenant les équations différentielles du mouve-
ment d'un systéme quelconque de corps, et continuons toujours de
supposer les variables indépendantes au nombre de trois; de sorte que
ces ¢quations soient comme _u_.mnmmma_dmnn (n? 2}

ds = () di, du= ,ﬁ.\.&t v= ()4 (@)

Nn »-
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Imaginons qu'on applique aux corps du systéme, de nouvelles forces
dirigées vers des centres fixes ou mobiles’, et dont les intensités soient
fonctions des distances des.corps 4 ces centres; ces forces ne chan-
geront pas les expressions des quantités s, #, v, qui ne dépendent
que de la fonction 7" du n.° 1., et qui seront comme dans ce n.°

iy iT g
i Bk T
mais chacune des équations du mouvement se trouvera augmentée d'un
nouveau terme, cest-d-dire, que l'on aura

kh.”\wa.ﬁrT M.M wdt

du = (G7-) .d1 + MH 41 (c)
. m:“\!m.%[&.kulr.#.m:

I

en désignant par — Q, lintégrale de la somme des nouvelles forces
multipliées chacune par 'élément de sa direction. :

Il est inutile de renfermer entre des parenthéses les différences
_.E:Hm:am de la fonction Q, ainsi que nous le faisons pour celles de la
fonction R, d'aprés la remarque du n.° 2; en effet, la fonction Q ne
contenant pas les variables ', {', §', ses différences partielles relatives
@, 4, 0 ne changent pas, quand on regarde ¢, 1/, ¢, comme des
fonctions de @, 4, 4, s, u, v, données par les équations (b).

Cela posé, supposons qu'on ait intégré complétement les équations
(a), et désignons par a, b, ¢, ¢, f, g, les six constantes arbitraires con-
tenues dans ces intégrales, de sorte que 9, )T f soient censées des
fonctions connues de ¢ et de ces constantes. Si, pour satisfaire aux
¢quations (c), nous regardons ces mémes constantes comme de nou-
velles variables, nous aurons un nombre d’inconnues double de celui
de ces équatjons ; par conséquent il nous sera permis dassujettir en

i
el
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outre les quantités a, b, ¢ ¢,.f, g aux trois équations de mos&.zos que
nous _w.cmnwo:m 3:<ng.3.,. : ; . i

- Nous*suivrons ici la marche que 'on suit dans la théorie des per-
turbations des ‘Hu_m:mam; et dont l'avantage est de conduire a des
équations différentielles du premier ordre, par rapport aux six nouvelles
variables. Nous supposerons donc, comme dans cette théorie, que les
différentielles premiéres des variables . primitives @, .,_.: 6, conservent
Ja méme forme dans I'hypothése de a, b, ¢, ¢, f, g, variables, et dans
celle ol ces quantités sont constantes; c'est-d-dire que nous poserons
égale & zéro, la partie de chaque différentielle 49, d-, d8, qui pro-
vient de la variation des quantités a, 4, ¢, e, f, g; ce qui nous donnera
trois équations de condition. \

Pour abréger, désignons en général par la caractéristique &', placée
devant une fonction de ¢, et de ces quantités, la différentielle de cette
fonction , prise par rapport & ces quantités seulement; de mani¢re qu'on

ait, par exemple,

dp
da

da—- S0 dh 2L ey

<

d d do
L_/nvl.lll RM km!.TMMI\.\‘ITﬂ.R%.

nos trois équations de condition seront

Mg == 0, L/;_\”o. M = o;
et jointes aux trois équations (c), elles suffiront pour déterminer les
six inconnues a, b, ¢, d, f, g. Cherchons donc ce que deviennent les
équations (c), quand on y introduit les nouvelles variables.

Puisque les valeurs connues de @, ;_\ , B en fonctionsde t, a, b, ¢, e,
f, g, satisfont aux équations (a) dans I'hypothése de a, b, ¢, e, f, g,
constantes, il s'ensuit que, dans le cas ol ces quantités varient, les
¢quations (c) se réduiront &

a0 dn da
L/..ql&lel.&.hﬂ L/h.l.ﬂlﬂ..b:‘ L./E.lllr\|m.i.h:.
En effet, dans ce dernier cas, la différentielle de 5, par exemple, sera
composée de deux parties : I'une qui aurait lieu si«a, 8, ¢, ¢, f, g ctaient
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constantes , ét “qui- séra égale a \%&. dF, en vertu de la premiére
équation (a); l'autre provenant de la variation _mn ces _mcmu.m&m. et
par conséquent égale & d\;, d'aprés notre notation ; E,m_.ﬂ.s‘_.m.mo des
£quations (c) mnim.zn donc .
ds = %“{LMTT fo = \Wm&.& rTumz dt;
ou bien en réduisant :
bete B0 &,
TR ;
et de méme pour les deux autres équations (c).

"Telles sont les six équations différentielles qui déterminent les six
quantités a, b, ¢, e, f, g; elles sont du premier ordre et linéaires par
rapport aux différentielles de ces variables; de manire qu'on pourrait
en déduire, par de simples éliminations, les valeurs de ces différentielles
sous' forme finie; mais, en suivant une marche différente, nous allons
parvenir & des formules trés-simples qui donneront directement ces
valeurs, : :

[ 10.] Supposons qu'on ait tiré des intégrales des équations (a),
la valeur d’'une des constantes arbitraires, de a, par exemple, et que
cette valeur soit exprimée, comme dans e n.° 4, en fonctions de ¢ 9P,
o 8,5, upv; de sorte qu'on ait ,

a = fonct. (t, 9, .._:\m. (P

Cette équation, en y regardant a comme une constante, étant une
des intégrales premidres des équations (a), il sensuit que fa diffé-
rentielle compléte de la valeur de a doit se réduire 4 zéro, quand
on y substitue les valeurs de 5, #, v, données par ces équations;
donc, si I'on y substitue les valeurs de ces différentielles données par
fes équations (¢), on aura simplement . :

da 40 da b

‘da  dao
&&:.I:. T ..ﬂﬂlmnl_l = .ﬂlﬂ.kn+ o e e ot

Or, € éant ane fonction: doiinée de 9, ;T 8, si lon w.Hm.ﬂ_. a la’ place
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de ces ﬁimzmm.. leurs valeurs connues en fonctions de 1 et des constantes
arbitraires a, b, ¢, e, f, g, cette quantité Q deviendra aussi une fonc-
tion de ces constantes. On aura danc, en la considérant successivement
comme fonction de @, -, 6§, et comme fonction de a, 4, ¢, el g

dn da da da m.ml .:Mmi ,?I
- da " de ™+ &bt de de ' de
dn I de da . df da. | odg

=+ de " iy l|.\ *de dg " ode !
¥o oo A da  db o i
& ke 3k T ir )
do " de do R..\\_ d0 dg
e PEEGTE e R ia

da - da da  db e e
B b Y e ¢ W | o e i
do de da df a0 dg

o P T PR T

et par conséquent,

da da da da da da a0
.\mh”\&h “de IT.MH,I dy s dy "~ d8/" da -d1
da db da - db da- &b dn -
I 7 TR T SO A B
da de da de da de dn
.T\& 5 NG e RS Gl o8 e N Sl
da de da de da de 40
-..T\h; i |&ﬂ.lT du * d} - dv ° &¢¥.ﬂl.&n
da d da Ay ooode dF da
.+\&.ﬂ+ e REE e T e o

da dg da dg da dg dq
|T\p: i ek Ll Bl ..Nw\.dw:.&.

Mais la quantité Q ne renfermant que @, ;_} 8, et éant indépendante
de s, u, v, il en résulte que, quand onla regarde comme une fonc-
tion des quantités a, b, ¢, ¢, f, g, et celles-ci comme .des fonctions
de @, 4, 8, 5, 4, v, les différences particlles de Q, prises par
rapport a s, u, v, doivent tue égales a zéro; nous aurons donc aussi
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i .......;fl.mb..lnl..n—.b < e Bre A -da - de
T T P e - Rl vy
s’ P dn.  dr ol
+ Y R i 3 .n‘h o o kw o =0
dag.idn s in 4 i i
s e gl ot e e o ke
0 ke da  df g0 ke
R By e sy ek b
da da da da  db in dc
i ,:...T&_ L TRty e e o
i e da df g e
-+ m———_—— | 2. — o,
de dv df dy dg dy

2 da WS
.ﬂnE:Em:ono.mncmzﬂ:mmni_mm.Fwqmﬂ_mawmn &.E mmcx_mio

d sl da TR o
par mH , la troisieme par — buis je Jdes retranche de Ia valeur

1

précédente de da: en faisant attention & -ce que désignent les notations
(a,b), (a,c), &c. du n.° 6, on trouve

d da
da==(a,8). g dt = (a,c). 52 dt4(a,¢). 32 .d1

¢

. d . . e
—+ (a, f). u%. At (a,g). 7= .dt.

On trouvera par une analyse semblable,

db=—(a, ). S2 4 (b, e} 52 dto fbie). 2= .de
. (b, ). G At (b,g). G- d,
de=—(a,c). o= dt—(b,c). S dt-+(c,¢). 32 ut
(e, f). o A (0, g). o 4

de=—(a,¢). 32 dt—(b,¢). 45 At —(c,¢). S= .d¢
da da .Nu«

..T.\m.\.\. - At (e, 8). -
daf
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2 .dt

x Sl 5 by 2 d : Q<HM
df=—{a/[). g di— (b, f). 2 .dt— (., f). =

d "
—(ef). < dt =+ (frg). %Ms dt,

d da o
&Hhu. .khl\%-%\. .M.lm.ﬂl. .kwi\ﬁ..mx. IQ...|W| .\«

Y d d

— (e 8). M At —(f.g) %_.mr

ou l'on doit se Eww&ﬂ. quen général (b, a) = — (u, b).

dg=—(a,g).

U.m?mw le théoréme du n.° 7, les coéfficiens (a, 5), (a,c), &c., sont
des fonctions de a, 5, ¢, e, [, &: il s'ensuit donc que, dans fes questions
de mécanique, les différentielles premiéres des constantes arbitraires
peuvent s'exprimer an moyen des différences partielles de la fonction Q,
prises par rapport & ces quantités, et multiplides par. des fonctions de
ces mémes quantités, qui ne renferment pas [e temps d'une maniére
mxﬁ:nma.

Cest le beau théoréme que M. Lagrange et M. Laplace ont d'abord
trouvé, relativement aux différentielles des élémens elliptiques, et que
M. Lagrange a ensuite étendu 4 un systeme quelconque de corps soumis
a des forces dirigées vers des centres fixes ou mobiles, dont les intensités
sont fonctions des distances des corps a ces centres.

[ 11.] Nous rapporterons ici fes formules du Mémoire de M, /4-
grange, afin de les comparer & celles que nous venons de trouver, et
de montrer {analogie singuli¢re qui existe entre les unes ef les autres.
Voici ces formules: .

T dt =0, 8)db 4[4, ) de [, €] de +- [a.f].df +[a,
T A=, 0 da {1, ). de i[5, ] de - [6.f].df ][4,
H [/

o

- dt=—]q, &w&n — [ ).db+[c, e] . de+[c. ). df + [e

/]
Mm m..”l_”a. m_.mﬁl,._”? e].db—[c, e.de—=[e, f].df +[e

XV Cibier. Oo

8l
gldg.
848,
8)dg.
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.mw dt==[a,f]da —[6.).—e bw,mwlmws é&..r? 8148
mpl_.sl [ar gl da—[b, §) . db—[c; g]. de—[e, g) de—Lf, 84/,

Les :notations [4, 0], [a, ._ &e. désignent certaines combinaisons
des différences partielles, refatives 4 a, 4, ¢, e, f, g, des valeurs de 9,
4.0, 2,5, v, donndes par’les intégrales des équations (a) que l'on
suppose connues. On a, en général,

de ds .Re gt ek s dl du
Wil e T T
di dy di h..:.

ke ol = loncdin 7 le o

et {'on voit que relativement a ces cotfficiens de M. Lagrange, comme
par rapport aux ndtres,. on a
[a,0] = — [b,4a), [a, a] = o.

M. Lagrange démontre directement que les quantités [a., 4], [a, ], &e.
sont des fonctions de a, b, ¢, e, f, g, qui ne renferment pas le terme
~d'une manitre explicite; d'oli Ton. conclut ensuite que, par des élimi-
nations entre les équations que nous citons, on obtiendra des valeurs
de da, db, de¢, de, df, dg, exprimées au moyen  des différences par-
tielles de Q prises par. rapport & a, b, ¢, &c., et multipliées par des
fonctions de ces constantes. Nos formules ont l'avantage de donner
immédiatement ces valeurs.

Il est sans doute inutile d'observer que toutes ces moqsc_& ont lieu
pour un nombre quelconque de constantes arbitraires, lequel nombre
sera toujours double de celui des variables indépendantes.

Variations des Constantes arbitraires, relatives au mouvement d'un Corps

attiré vers un point .n,».m.

2 - P
L

[ 12.] En déignant par x,y, 7, les coordonnées du corps paraliéles
atrois axes rectangulaires, menés ‘par-le point fixe; par r, son rayon
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vecteur, de. sorte qu'on ait r =1/ (x*~y*—7*}; par @r, la foi
de mmﬂﬁnnzo: part; le temps &oa _.&mamcu serg suppos¢ constant:
les équation$ différentielles du EoEREmE seront

d* x x.9r d*y FoeT i ey o e
edp ¥ e deo " .n.lQ. d ..|T. r e s Tv

Si, outre HmE.mn:o: dirigée vers le point f fixe, on applique au mobile
dautres forces &:mnmw vers des centres fixes ou Eovh_mm et fonctions
des distances & ces centres, les mA:m:oE du mouvement deviendront

d* x xX.9r n.b.
&_nu + r b D«N ’
dy yagr oo dn
dr I_.I r T g,
&uﬂ T R a0
dr N P FE RNJ

— Q désignant 'intégrale de la somme des nouvelles forces multiplices
chacune par [‘élément de sa direction. :

I sagit donc de trouver les intégrales des premiéres mmcm:o:m_ et
ensuite de faire varier éurs constantes arbitraires, pour’ étendre ces
mémes :znm:&mm aux secondes équations, conformément & la théorie

générale qu'on vient d'exposer. ;

[ 13.] Le principe des aires nous fournit d'abord ces trois intégrales
xdy—ydx = Bdt, gdx—xdy=p'dt, ydg— tdy=p"d1;

dans lesquelles 3, 3/, 8", sont des constantes arbitraires; on en déduit
cette équation.

Blx+By—+pr=o, . (2)
qui nous apprend que la trajectoire décrite par le mobile est une courbe
plane, dontle plan passe par le centre fixe ; ce qui est dailleurs une chose
évidente en elle-méme. Cette équation est celle du plan de cette courbe;
et il est facile d'en conclure que si fon pEul_m v linclinaison de ce plan

sur celui des ¥, 7, et a langle noaw:m entre ['intersection de ces deux
: Oo 2
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#
Em:a et {'axe, mnm ‘X ,.0n aura g, RS Haiiie it = ﬁ
: S e e 8 .,N Sl e
tang. Y. sin, a=—="Ex o \
,m b & e a Snm .v\ nom. ¥t ﬂmi
d'olt fon tire g
e oy oL & b N .\\.@.ul,.l@su& -
; “tan o L 5 : ¢ .

] m o == m - tang. .x : y

b_z.ﬁ fes: mmcx m:m_nm a’et ¥, qui %S..EEQE la wom_aou du plan
de la trajectoire, ‘sont donnés en monn:os des trois constantes arbi-

traires 3," B et B". ot e
[14.] .

/

L'équation (2) est une des intégrales finies des équatfons (1):

pour achever d'intégrer ces équations, je multiplie la premiére par 2dx, I

la deuxiéme par 2dy, la troisiéme par 2d7; je les ajoute ensuite, et
en observant que xdx +ydy —+-7d7 = rdr, je trouve

k \m..-..nk& -+ d7t
8 AT

o 37 0¥ == 0

intégrant, et faisant, pour abréger, [ @r.dr=—R, il vient
. dx* 4 dy* + n‘ﬂu.. . .
“ de
4 étant F constante arbitraire.

..llpmlT.\hH.oh

Jajoute une seconde fois les équations (1), aprés avoir multipli¢
la premitre par x, la deuxi¢me par y, la troisitme par g; ce qui donne
xdx 4+ yd'y + zd* g :

- NReE &y

|T__.....0~.,“o" P

or, on a identiquement -

&P :
T =xd'x+ydy 4 mmpsz dx* 4 dy* +d7;

dou m_o: conclut, en mwmsﬁ mmm_.m aux deux mmcm:og précédentes,

& n
:Nﬂ”phlmlla.ﬁ?
E&:wrm:ﬂ par d.r*, et intégrant, il vient
EPIRAED SRR L \: ; :
p‘..:.IA.IH.\ ...K..:.\M .... .\vﬁvw..hmh.._ll....hﬂ o h-\.ﬁcﬁ W»N___..Il»n. Et
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k m::.; fa- noumnmsnm arbitraire. En intégrant par parties, on a i

u\mw}_.flmw — [r*dR=Rr + [ror.dr;

_.mmcm:o: w_.mnmmazﬁn devient donc
rdr

== = 2Rr — hrt — k.

En la résolvant par rapport & d1, et intégrant ensuite, on trouve

rdr
thl= [ )

! étant une nouvelle constante arbitraire.

Cette £quation est la seconde intégrale finie des équations (1); elle
donnera, par la méthode des quadratures, ¢ en fonction de r, et réci-
proquement r en fonction de .

_.._M.“_.on. obtenir la troisiéme intégrale finie, désignons par dv
l'angle compris entre deux rayons vecteurs consécutifs; nous aurons;
pour le carré de I'élément de la trajectoire, dr*—+r*dv*, lequel carré
est aussi dx* —+dy*—dg’; par conséquent, d'apres I'une des équations
du n.° précédent,

dr & rdv
il . i
.1y . et * q A
Multipliant par r*, et substituant pour ﬁ. sa valeur 2 Rr*—hr—£*,
il vient
rdy
55 =k ewrdy= kit

Si 'on met, dans cette derniére équation, pour 47 sa valeur en ret dr,
et que Pon intégre ensuite, on aura

kdr
_Tlm“.\.?.\?xml\_mif d (4)

g ¢tant la constante arbitraire.

Cette équation est la troisiéme intégrale cherchée. La trajectoire étant
une courbe plane, il sensuit que Jangle » est Ia longitude du rayon
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vecteur r; éomptée ‘dans-{e -plan'de cette courbe; & -partir d'une ligne
fixe ; cette derniére E&w&_n donne donc, wmlmu_@:w&mﬂﬁa. {a relation
qui nxmmn.m.. entre la anm.Emm et le rayon vecteur, _n.nmﬁ.».&ﬂ.. ,w..mmcmao:
polaire de [a trajectoire. NG s SRR VAR aRi B ey

~ [16.] Nous avons donc les trois équations_ (2), (3), (4), pour les
intégrales complétes des équations (1) ; des six constantes arbitraires
qu'elles renferment, et qui vont devenir variables, sont 4, &, 1, g, &, ¥/
. fis BN
nm:.ﬁsmzo:?vum aa:mn::.o Hmmzaamnﬁmcn?mﬁvmonmlml.Iml.

qui sont des fonctions de « et 7.

La constante & peut sexprimer en fonction de 3, B, B; sa valeur,
qui nous sera nécessaire dans les calculs suivans, s'obtient de cette
maniére. R .

_...mmcmmoa kdt=r"dv, nous montre que kdt est le double de l'aire
décrite muzm»mn linstant 4, par le rayon vecteur du mobile ; car 'aire

comprise entre deux rayons vecteurs consécutifs est évidemment égale &
Lt dy

2
les trois plans des coordonnées rectangulaires, pendant le méme instant,
ou,-.ce qui est la méme chose, {es projections sur ces trois .Em:m, de
I'aire décrite dans l'espace par le rayon vecteur, sont LB.dt, + B . dt,
'LB" . dt; on aura donc, d'aprés un théoréme connu,

= p - B + B

équation qu'il est dailleurs aisé de vérifier. =

D'aprés cette équation et Jes valeurs. de « et v du n.* 13, on aura
aussi

; dailleurs les aires décrites par les projections de ce rayon sur

B =k.cn i
g = — k . sin. ¥ . cos. &,
B' = k. sin. v . sin. a

" Ces différentes équations mous' seront utiles ‘dans la-suite de nos

v i B ¥

caleuls. ” . £ Fiee :

e — A
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.-[ 117 }: Pour.déterminer au moyen des formules générales. dun.%10,
les différentielles de nos:six constantes 4, &, /, g, «, v, il faut calculex
les valeurs des quantités (4,.),.(h,1), &c. qui sont en méme nombre

"que les combinaisons deux & deux de :six lettres, cest-a-dire, au’

nombre de quinze. Ce calcul dépend des trois variables indépendantes
que nous “choisirons; le plus simple est de prendre, comme dans le
ne 8. .01'3? .,_\;“h\. —1¢, ce qui donne s==mal a==wy, YmE ;
%', ¥, ¢, désignant les différentielles dx, dy, dg, divisées par dt, et m,
la masse du mobile. On peut omettre ce facteur m qui disparaitrait de
lui-méme dans les valeurs des différentielles de 4, %, &c. que nous cher-
chons, du moins quand on suppose que les forces appliquées au mobile
agissent sur tous les points de sa masse. En effet, dans ce cas, la fonc-
tion Q a pour facteur m \.‘ cette masse se trouve au. dénominateur
dans les valeurs des coefficiens (4, k), (h, 1), &c.; donc elle disparait
dans les valeurs de dk, dk, &c. Nous aurons donc simplement s=—=x/,

=y g"mu. et, par rapport a deux constantes quelconques a ét 4 (n.° 8),

da . db digt Lol da db da db

(a, mml F ST FIee S P o AR TS P
i } e da db da db

dy. " g i AR

Cela posé, calculons d'abord les six. quantités (4, k), (4, a).
(h,v), (k, &), (k. v), (&, v) qui ne renferment pas les lettres
Tetg. _ :

Nous avons

A

e p;ﬁl»\plu_;im

7 Tl Al S g g PN .
sy —ypxs B =o' —xds B =yl — 0l
£ 3 ‘-
les constarites «, v, k sont données en fonctions de 3, B, B', par les
trois équations, : ;

ﬂmﬂm. -2 ”...lllmu.ls. ﬁm.—.um. .v\ e ‘\Nm u,ml...._&:w\ ; hn — mul*lmsn.l..—lh:v\.

el o L, oF
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en; yesubstituant Jes yaleurs.de m-, s m‘_ on ma@pao;ﬁnma de @,
v, k. en mounzonm g 2020 X5, m -mais. o:éw,.qo: m:ou.wnﬁ
se &%msmﬂ. de: mm:.o cétte. mzvanc:o:. sy >

8l _oz a nc.mmumam_ mmnx noawﬁmsﬁm n et h, moa r_. mnoo:mn soit -

une fonction d’autres. nozmgﬂmm »par nxnaEm de B, m m, o o: ‘congoit,

d'aprés la mo::m n_m Ia mzmzz& ?. b \.‘ qu' ‘on wmcﬂ la wm_.nmman % cette
Bm::u.n. f it gl

\h..s pc ”.. \h\‘ my. !T.\hh mx IT\Q‘ Dz\ kh__ Y
Il en résulte d'abord o :
b a) =0, (hv)= o0, "(hik)="o%
n.:. os_m.n._&.w_.:oz«m (nsgy - gy
LT B)=o, (k mwﬂo 55,87 o
H.mm:w:._oﬂm ( mu mosso aussi 4 . i :
(k &l NP @) . f:T% & !..%m: t £
(A &ll% 8). == 1 08,8).%
(B 0) = (8, ). 2,

(B, )=-+(B8):. m i il e

dailleurs, on trouve m:mnﬁm_.:msﬁ ?..o 8)

:

. €082 a

(B.B) =F. (B.f)=—B, (B.@)=8;
substituant -toutes ces valeurs dans celles de (4; ), il vient
; A [k o)== o. :
Jai trouvé par un nmmni mma_u_mzm mcm je crois superflu de- rap-<
wonﬂ. Tebsd e e & A et

NR. .v\\ ..Il N. , sine ¥t

»

1

LR S

.Tmm. ﬁrm_.nroum maintenant fes SLmE.v %m quatre: A:E.:&m (h. 1),
e T

o .

ANALYSE. 297
(k, 1), («,1), (v,1), qui renferment / sans contenir g, et pour cela,
reprenons I'équation du n.® 14,
: rdr
b= e

La constante / dépend de l'origine que 'on donne & cette intégrale;
supposons qu'elle-s'évanouisse, mcm:m on y donne & r sa plus petite ou
sa plus grande valeur; de sorte que — / soit la valeur de 1 qui répond
cette valeur extréme de r; celle-ci est donnée par I'équation

dr
d:

=0, ouaRr =i — k=93

elle est donc une certaine fonction de 4 et£; par conséquent, lintégrale
prise dans cette hypothése, sera une fonction de r, 4, £, et 'on aura

I = — 1 + fonct. (r, h, k).

Or, si l'on fait d'abord abstraction des constantes / et k, la valeur de
/ ne contiendra pas les variables x', y', 7'; de plus, on aura

AP (T A S Y T O WO LR T

dx T de 0w s

nd SRR et Tk R i TR S
5. dt

dr

. Nous aurons,

par rapport a :Um constante A:munozhmcm a,

1 de da da da
N\. 7o e L S5 T .%H...T& lp_—l.l_lm ;f..\.

4 e

Pour avoir ¢gard aux constantes het k contenues dans _p valeur %._‘
il faudrait ajouter

dl vodl
\\».\w&. MHI[T\%..Q\.'&I_‘“I‘.

a cette valeur de (/, a); mais on peut omettre ces deux termes, parce
qu'ils sont toujours nuls, ¢ devant représenter I'une des quatre cons-
tantes 4, &, &, . Il ne sagit donc que de mettre successivement ces

constantes & la place de a, dans la valeur de (/, a).

A

Relativement & £, «, v, ou a toute autre fonctioh de B, B, 8" il est
XV.© Cabhier, Fp
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aisé de voir que for a ‘ A v
RIMNPITH & uTNMM =03
donc aussi
k) =, Fk) == o,  (hyles
Si Ton prend a=1#, on aura A
dh ’ dh r dh '
=3y mE—ay, ap=—ay
donc .
.\ﬁtllllwr. M" (xx' + 9 +77);
cest-a-dire,

- Ry (v
_”_w ] 1l ne nous reste plus & déterminer que les cing quantités

(8: %), (k) (8 ), (&.v), (g 1), qui renferment la lettre g.
Reprenons donc 'équation du n.° 15

kdr
w,lﬂ.l.\., YORr —hr —4) *

ct supposons que cette intégrale s'évanouisse comme fa précédente,
quand on y met pour r sa plus petite ou sa plus grande valeur : gsera la
longitude du _6:; de la trajectoire ot le rayon vecteur est un maxi-
mam ou un minimum ; nm:o longitude étant comptée, ainsi que v, dans
le plan de la trajectoire, & partir d'une ligne arbitraire. Nous prendrons,
pour cette ligne, l'intersection de ce plan, avec celui des x, y.

En désignant par P lintégrale prise dans cette hypothése, nous

mE.OSM

&P . k =kt
= fonct. (7, k, c dr — rV(zRpP —hr—k) — rdr’

et cnsuite, par rapport & une constante quelconque a,
! " A

. m..lh w.,....r‘..%... (8 a) = (v,a) — (P,a),

ANALYSE. 209

Or, si I'on fait d'abord abstraction des constantes 4 et £ contenues dans

P, on aura
da dP x da dP 7 da dP T

e ——— —
- T

Qu\hgn.rlmu...lmu..l r Ay el dat . dr " R

a quoi f'on mo: ajouter, on. avoir égard aux constantes,

4P
\m a) . i (k. a) . <

mais on peut omettre le second terme, parce que a devant représenter
T'une des cinq constantes 4, k, a,¥ et /, on a toujours, d'aprés ce qu'on
a trouvé dans les deux derniers n.*, [k, a) = o. Mous aurons donc,

dP
en mettant pour ——, sa valeur,
kdt da d a AP
(Poa) =——7-. (x. 5o+ .c .&\.TF.&. L.

Pour déterminer la valeur de (v, a), jobserve que v est une fonc-
tion des coordonnées x, y. z, et des angles « et 7y, qui fixent [a position
du plan de la trajectoire : on trouve, en effet, par uae construction fort
simple,

d X, €08 a + y.sin.a

iR = - L c0ge Y ;
r. sy r

L'une ou l'autre de ces mmcx équations donnera la valeur de v; mais {es
calculs qui nous restent & faire seront plus faciles, en faisant usage de
la premiére ; alors v est une fonction de x, y, 7 et ¥, par conséquent
ona ;

dy da dv da dv d«
\Eh&] k.kk.lmk.&\ll&ﬁ.mm.l_l\.u\h& Rw

d'ailleurs la valeur de sin. v donne, en différenciant,

gy 30 —x7 gy’ —rz

dx =t cos v einy oy TR o R g
dv x4y A — 7.c05 Yy

de < p,cosv.siny’ dy —  r.cos:v,sinty

Yp3
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on‘aura donc
(i 1 \ da da
N: \..Q .cos.v . siny o =0 dy'

7. €Oy
. cos. v . sin}? \v. a).

A

[ 20.] La question est maintenant réduite & -substituer dans ces
valeurs de (P, a) et (v, a), les consantes &, k, «,"y, 1 & la place de
a. Soit donc: -

1.° a = h. Nous aurony d'abord

gLy dh ¥ rdr
e e R e

par consgquent,
z
(P = et
Ensuite on aura

dh \a:_
— (%" =) llp?,u_.E "

—2x7.5—2y7.5.

U i

Si I'on fait attention aux <m_nca de B’ et B, cette quantité est la méme
chose que 2yf"—2x3'; mais aussi, en vertu des équations du n.° 16,

B — xm = k.siny . (y.sin.a 4+ x.cos.a);
donc, d'aprés la valeur de cos. v du n.° précédent, .

yB" — xB' = kr . sin. v . cos. ¥.

Substituant ces valeurs dans celle de (v, %), et observant que (¥, #)

— o0, on trouve

(v, h) = 22 = (P, });

uvh

0.

“dob il résulte enfin (g, £)

S
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2.2 a =% Dans ce cas, la valeur de (P, k) est nulle, parce que
(h, k)= o, et que k éant une fontion de 3, B, B, on &
n:_ : a.h dk
X o e pl MR v ol o A e 7.9 = 0.

En écrivant la azms:&
di d 2o o
\kN. Py ITEN.&|&.|.\R ITv,xulﬂ\&‘_

sous cette forme

& dk RO T I,
Gt g ) g A
on voit qu'elle se réduit a
,e (o
- mN- ?
donc, a cause de (v, ) = o, on aura
R dk 1
N_‘_. \Cii R e e .
Or,ona )
dk ! & .
7 —_ — wm.l :qulm.. . wﬂﬁx o SHY. ¥ . €08V}
L
donc enfin (v, k) = (v, k) = — 1.

3.° a=1. La valeur de (P, ) est nulle, par la méme raison que
dans le cas précédent, et F valeur de (v, v) se réduit aussi, par la

méme anwO: a %

g il Ru. 1
\fd\\ S S dy . whcoR sy
V(B +E")

Or, I'équation, tang. v = , donne, en différenciant par

A
rapport & 7', et observant acm cette variable n'entre pas dans 3:

QJ. 2 co n_m.._ cos. y 3"
X .iwd \ A : x =gy (OB—B)

.Nious avons aussi

"

yB" — xB = kr, sin. y. cos, v;
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et les équations du n.° 16 donnent
B =k cos.v, V/ (B* —+ B") =k.sinv:

nous aurons donc, en faisant les substitutions nécessaires,

cos. ¥

\e_- J\y st \.m...u\\ i k.siny '

® a = « Onaura encore (P, a) S0, &

1 da T- Cos. ¥
= X —_ al.
_\P_ ! n\\v R r.cos.v.sin.y n.w‘ F.CO5 ¥.8in2y 3\.
_m_—
’ i ‘¢ — — —— donne
L'équation tang.' « 5
. " Bz .costa
o RN g 3 (B x+ By) = N.. ’

g
4 cause que /3’ x+ By Bg=o. Mettant pour Bet B _mE.m valeurs

k. cos. y, et — k . sin. ¥ . cos. & (n.° 16), on aura

da , €COS. Y
e L,

dz k,sin?y

On a aussi (n.° 17),
; 1

\.u\u n.\ s PR k.sin.y ’

substituant donc ces valeurs dans celle de (v, &), on voit qu'elle se

réduit a zéro; donc aussi

(8 &) == &

[21.] La quantité (g, /) qui nous reste encore & calculer est celle
qui présente le plus de difficulté, & cause des intégrales qui entrent
dans les valeurs de g et de /, et qui ne peuvent pas seffectuer, tant que
la loi de l'attraction reste indétermince.

Nous avons d'abord (4,/) —=— 2

k et k qui ne renferme pas x', y', ¢’ explicitement, il s'ensuit.

; de plus / étant une fonction de
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di dl & r A L dl
b P b e s sk 2aaba ew+¢,m.~_|¥q_ﬂ

dh . d dih di
I_I?.H.IIT.V :C i nxﬂ.‘x.lw..}!.

s . ‘ W
Zﬁ.:_m m.‘_<o=um&mm=m_wm:ms:&ﬁ_s_E&_Ehm:mm:mﬂ:::mSea

. . n: . l_‘ . . "
celle qui S:_EU_E.I..‘.I est égalea —2r. —; la valeur de (P, /)

deviendra donc

2k dl dap
(Pol) =y TR

Zo:w aurons aussi

2 2 3 : dl
5.5 7 !i»{_.i r = (v o %i? “+). 5 .ﬁ

dh B 51k

i 050 o e |!»‘1T.UL M bl

7% 3 ‘ B . 2 T dl : \.II... i \

On a déa vu que la quantité qui multiplie ——— est ¢gale a
; X e y '

2kr . sin.y . cos. v; et que celle qui muliiplie —— est égale i

— 3 . sin. v . cos. v; on aura donc

dl dl R, 4 dl
A 1 o Nlrl} —+y?) rr = — rlsin y.cos. v, —
3 dl

—— 2 kr. sin. v.cos. v, =
1

et, & cause de (v, I) = o, la valeur de (v, /) deviendra

e e a7
$l) Zroe o i

par conséquent
(8: 1] = (v, I}=(P, } B e
Les valeurs de P et / sont
SECh . kdr
P l.\u...\wal'?}i»i

s o ; rdr ]
|.||I IT(\.d\ﬂu.mwul\_._,ul»ux\
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si'les limites de ces intégrales étaient indépendantes de % et de /, il
. . .7 ; dP dli, T :
suffirait, pour avoir les différences partielles ——, —==, de différencier
dh dk

sous le signe intégral, par rapport & / et & & on aurait donc alors
4P ; krdr Il krdr
& .Iq\??.:?.liw ﬁiqt?mmi:,lvm.

et, par conséquent,

2dP S
T R R
Mais, si ces intégrales doivent s'évanouir pour une valeur de r, qu'on
s . ’ - dP di
suppose une fonction asm_no:a:m de / et £, les valeurs de 1 BT

ne sont plus complétes; et, si nous désignons par p cette valeur der,
par y ce que devient le radical v/ (2 Rr* — hr* — k), quand on fait
r = p, il est ais¢ de prouver que les valeurs complétes de ces diffé-
rences partielles seront

ol - e krdr R
|,q|q\. P TR T R T
" krdr gl Rh
Ik !..\ R s gt T

En effet, lintégrale

kdr
,\nq._\ﬂwkil___:ul.hux (|

prise depuis r== p, jusqua une valeur indéterminée de r, représente la
. kdr

Y (2R —hrr —1k)
tervalle; si donc p devenait p + & p, & p étant un accroissement quel-

somme des valeurs de , comprises dans cet in-

conque, cette intégrale serait diminude de la somme des valeurs de la A

; L  kdr " S e A
méme quantité gy e A R comprises depuis r = p jusqua

r=p—+dp; mais si d\p est infiniment petit, cette derniére somme

. Ad ;
sera évidemment égale & ,3‘\1 ; donc lorsque 4 devient h—dh, et
. dp - :
que, par conséquent, p devient p :MMI. dh, la valeur de P doit

ére

e b s

ARSI 0 S
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S k dp i . k. dp
étre diminuée de pegh gl dh; ce qui produit [e terme — e
dans 'expression de 7
P ]
On prouvera de méme que fa variation de la limite r — p, donne
K] dp . dl :
fe terme oy dans {a valeur de T
A = dP dl
Maintenant, en ayant égard aux valeurs complétes de ——— et —-,

nous aurons

Ll dp 2k dp
\m.clwt.\w.i|5.n;h
quantité qui sera toujours une fonction de 4 et de 4, ce qui est conforme
au théoréeme du n.° 7. .

[ 21.] On peut écrire sous une autre forme la valeur de (g, /). En
effet, nous avons désigné par y ce que devient le radical V(2 Rr*—hr—42),
quand on y fait r = p; T'équation

2 R — b — kB =y,
deviendra donc identique aprés cette substitution; il sera donc permis

de la différencier, soit par rapport & h, soit par rapport a k; ainsi en

St : d.Rr? :
désignant par ¢ ce que devient —-—, quand on y fait r=p, on

aura
dp 1 g dip ol dy
A et o e T O e 3
dp dp g dy
Joy e TR o

d'ot l'on tire

dp 2k dp o dy 2k dp
foise Bt (v

et par conséquent

/ dy 2k dy

7 Tl

e e £ s :
(g g =ilip

XV Cabhier. Qq
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Ceste expression fait voir n._m:.na.m:ﬁ que (g, C sera nul en mmzmﬁm_
si, comme nous 'avons supposé (n:** 18 et 19), p est la plus petite ou [a
plus grande valeur de r; car 'une et l'autre de ces valeurs sont données
par ['équation .

pm:.lrma.lu\m Oy ok ==

Ainsi, dans notre hypothése, on a

(g 1) = o,
HNN.Q Rassemblons maintenant les valeurs de (h,k), (h,a), &ec.
que nous avons trouvées, savoir:
(b, k) =20, (hyul=w, (hy)=o, (bgl=®o, k 1) =~ i;
(kiaja=o. 8, v=o.(kgl=1, (K 1)=q:

\F..QQ”»&:Q \F N\”O.\F.N\”Ow
e
(git) =0

et substituons les dans les valeurs de 4k, dk, d!, dg, du, &3 formées
mpwns les valeurs générales du n.° 10; nous aurons

dQ
km“!lp.fmﬂ‘.&?
.né”p..l dt,

dh
s d0 -
dk ”u—l..kn..
£
TN, cos. y. dn
N%l I.. &.n Illh.mma..w .Ibﬁﬂl.h—n._
LRI - da . 1 da
T kdmy T dg cdt— k.sinny ' da - dt,
da = 1 nb :
kst mu. i
[23.] Ces,

rmules ont rm: pour une loi quelconque d’attraction,

Cest-i-dire,, poyr
» POUr W, forme indéterminée de [a fonction @r, qui Hmw&wmss
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s -~
cette [oi (n.° 12): pour lesappliquer au mouvement des planétes autour du
soleil, il faut prendre la foi de la nature; il faut donc supposer @ r=— ﬂt, y

w étant une constante égale & la somme des masses du soleil et de la
planéte que f'on considere. Nous aurons alors.

%”1.\.9_..&«,”,.:..

r

le maximum et le minimum des valeurs de r seront donc données par
I'équation
2ur — hrt — k* = o;

d'ou il suit que —— est la somme de ces deux valeurs, et —, leur pro-

a
duit; désignant donc la plus grande par a (1+-¢), et la E:m petite par
a (1 —e), on aura

k2
,Mu” & m=atfr =y

. ]
ou bien

=X, m“d\ﬁ?u?lmp:.

a

La constante a sera le demi-grand axe de 'ellipse, ¢ sera son excen-

tricité; et si nous faisons .M% = #*, nous aurons nt pour le moyen

mouvement de la planéte. Sa distance moyenne au périhélie, ou ce
qu'on appelle I'anomalie moyenne, sera de la forme nt—+c, ¢ désignant

~une nouvelle constante, telle qu'en la comparant & notre constante 7,

nous avons ¢ — n/; d’'ol 'on tire

cal

¥u
Ces valeurs des constantes #, &, /, en fonction des trois élémens

elliptiques a, ¢, ¢, donnent, en différenciant,

=

an =

de 3 Ya

b= =

cedd;

12

Qq
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— Ylr(1—e))] Y ua
dk == o o .da — ey .ede;

d'oli Ton tire réciproquement, en mettant @’ #* & la place de .,

P s 5 om0 g4 ; 24
an?
de sowdl e A E\
2 a* n*
e B Yi1—e) (1—¢)
de = « @ne - dk— 2a*n*e « dh,

La quantité Q peut étre considérée comme une fonction de 4, 7, %, oy
comme une fonction de 4, ¢, e; on a donc .m@cm:.on Eosz.mcm

an

n:... dqQ
e -dk

mh+| m?+

mettant dans son second membre, 4 la place de da, dc et de, leurs
valeurs précédentes; égalant ensuite de part et d'autre les coefliciens de
dh, dl, dk, on trouve

dQ 2 A da 3 ¢ da (1 —e) da
dli an* * da ST A RS e e
.o A Vii—e) a0

kT atne Foden? ;
da da ;

-_—n, .

dl de

Si I'on substitue ces valeurs dans celles de d/4, d/ et 4k du n.° précédent,
et ensuite celles-ci dans les valeurs de da, d¢, de’, on aura

o, da
da = P - dt,
&h.. (1 —e) da
déSgaess,
e e oot o + 8t
ek 5 4a (1—e ia
de = — XL C A e
ane dg h.nl_l Ep - - .&u.,

Nos valeurs de dg, dv, da du n.° précédent deviennent, en y mettant
da

pour ——, sa valeur, et & 1,V (1 —¢* ), i la place de £,

Ghan,

T
.
¥
£
%

“ewpantie LAty
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dg = .\ﬁ_,ﬂm& . ﬂaw L dt— 3._\?@.&.%; MMMH A1,
4y = n:rhw_mrwx.m?q . Mw dt— a;..\bhﬁ.m;; 1 Mm dt,
do = i : 48 idit,

@n./(1—é).sin. y dy

Ces différentielles des six élémens elliptiques a, ¢, ¢, g, ¥, a, coin-
cident avec celles que M. Lagrange a trouvées, d'une maniére toute dif-
férente, dans son Menoire sur les variations des élémens %@E&mmﬁ art, 24
Il faut observer que, dans cet article, les lettres b, f, 2, h représentent
les quantités qui sont désignées dans nos formules par les lettres ¢, w;
a, ¥; dans les deux mémoires, les lettres Q, n, a, ¢, ont la méme
signification.

[ 24.] Notre analyse suppose que I'anomalie moyenne est exprimée
par #t =+ ¢, dans le mouvement troublé, comme dans le mouvement
elliptique ; elle suppose aussi qu'en prenant la différence partielle de Q
par H..mmvoz 4 a, qui entre dans la valeur de d¢, on fait varier tout
ce qui dépend de @, et par conséquent le coefficient » qui multiplie 7.
Cette maniére de  différencier a [inconvénient de faire sortir le
temps ¢ hors des signes sin. et cos., méme dans des cas ol les quan-
tités que l'on considére doivent, rester périodiques ; mais on pew
['éviter, en supposant que I'anomalie moyenne est représentée par
Jundt + ¢, dans e mouvement troublé, et que I'on ne fait pas varier
fndt, en prenant la différenticlle de Q par rapport a a. 1l est ais¢ de
démontrer que cette seconde maniére revient au méme que la premicre;;
de sorte que, dans l'un et Pautre cas, la valeur de d¢ conserve fa méme
forme.

-En effet, on a nt= fndt+ f1dn; il faut donc, dans le second cas,
ajouter le terme [rdn, & I'anomalie moyenne, pour qu'elle coincide
avec celle du premier cas; par conséquent il faut retrancher le terme
tdn, de la valeur précédente de dc, pour qu'elle convienne au second
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da
da

. A . . Tye a
cas; mais, d'un autre cdté, la différence partielle se trouvera dimi-

s dui 1 aQ dn
nuée du terme —-— . PPk

qui exprime [a partie de cette différence

relative a n, que T'on ne fait pas varier dans e second cas; ainsi, pour
passer du premier cas au second, il faut retrancher la quantité

-hN 2 dn dn
a-]n: T T

wodit;

de notre valeur de d¢. Or, on a évidemment

B
Tl - il £
nm wﬁp H an Rh * & m ; & =
mettant donc pour T \mm.<m eur gl e el a quantit quon doit
retrancher de d¢, deviendra
d
Pae et s sdaz
ada

quantité nulle, puisque # n'étant fonction que de a, la différenticlle

dn :
o . da.

Concluons donc que l'expression précédente de de convient égale-
ment d 'anomalie #t 4—¢, et & Yanomalie (ndt —-c.

du est égale a

[25.] Puisque g exprime dans nos formules fa distance du périhélie
d la ligne des nceuds, il s'ensuit que dg exprime la quantité dont ce
point sécarte de cette ligne mobile, pendant I'instant 4+, Pour avoir, a
un instant quelconque, le déplacement du périhélie indépendamment
du mouvement des nceuds, menons par fe soleil, dans e plan de Forbite,
une ligne arbitraire, et supposons que cette ligne reste .fixe pendant
Iinstant dr; soit @, la distance variable du périhélie & cette ligne
fixe; il est évident qu'en :mm:mmg:n les quantités infiniment petites
du second ordre, dw sera égal & dg, plus fe mouvement du neeud
pendant linstant 41, projeté sur fe plan de l'orbite, c'est-a-dire, que
for aura

do == dg -+ cos. y. da;

aNALYSE g I
ou bien, en substituant les valeurs précédentes de dgetda,

IR, e
a*ne de

Cette formule coincide avec la quatriéme de M. Laplace (Supplément
au troisiéme volume de fa Mecanique céleste, page G), en observant que
nous appelons — Q, ce que M. Laplace appelle R, et que toutes ses for-
mules supposent que 'on a pris u pour unité de masse , ce qui donne
i e g

’

[ 26.] Pour comparer nos cinq autres formules & celles de la Méva-
nique céleste , observons que, dans celles-ci, I'anomalie moyenne du
mouvement elliptique est représentée par #¢/— ¢ — w : la constante ¢
est la longitude moyenne de la planete, & I'époque d'odr f'on compte le
temps; n?—-¢ est cette longitude & un instant quelconque, et w est,
comme précédemment, la longitude du périhélie; toutes ces longitudes
sont comptées dans fe plan de T'orbite, & partir d'une méme ligne. Or,
nous avons représenté 'anomalie moyenne par nt—-¢; il faut donc faire
€= ¢—w; ce qui donne

de = dec -+ dw;

substituant les valeurs de Jd¢ et dw, il vient

£ 3, dQ Vii—e¢) 5 da
de = — Pl i ..&lTlmﬂ«I: TIA\TINE. s 1

formule qui coincide avec [a seconde de M. Laplace.
Soit aussi .
PoESiel. ¥ S a, ¢ =5 Sy L cos. &g
et par conséquent,

&m”nom.u\.mm:.n\.&ile.a.Bu

dg €0s. ¥ . cos.d . dy — p.da.

Nous pourrons considérér Q, soit comme une fonction de ¢, Eid; .,
soit comme une fonction de ¢, @, p, g;ce qui donne I'équation
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identique

in da da da Wy
..M.....I.Knllﬂﬂwi.&%l_l o .Ralllnﬂ.._ma\ll e . de

—}-

n.b. n..D &D
o .NEIT..RIH- kﬁl_l ln.nmll.\-s%~

substituant dans son second membre, & la place de de, dw, dp, dg,
leurs valeurs en fonction de dc, dg, da, dv, et également m:.mcwm
de part et dautre les co¢fficiens de ces dernieres différentielles, on

frouve
Ao d )
de S vdh 7
o d0 P o]
RW kTS l. .I_,l le z
dQ da a0 da daa
# IﬁOm..Y.]h; —+= cos. 7. ¥ !T-%..IN\II ..ﬂﬁl~
i i 28 — cOos now,a -
=y o8, i &, =5 o AR o S T

Si I'on substitue maintenant ces valeurs dans celles de da, de, da et
dy, dun. 23, et ensuite les valeurs de da et dv, dans les précédentes
de dp et dg, on aura

g e
da “.ﬂ A Vg .\:__.
Y(i—#) da V(i—e) . Lol 0

n\h ”l.llmn-.mﬂl\l- do .QJ_I n..aau M—.Iﬁ\\—l%&u_.ﬂ..kns

i cos. ¥ aQ
k\ T na.Y(1—e) ' dg - dt,

i — cos. ¥ da
.mﬂ T T e -dt.

Ces quatre formules coincident avec les formules analogues du sup-
plément & la Meécanique céleste, en observant de faire o = o dans les
deux derniéres, parce que M. Laplace rapporte les variations des quan-
tités p et ¢ & un plan infiniment peu incliné & celui de Torbite.

[ 27.] En général, la forme des équations auxquelles on parvient
dépend

e

e
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m,m_um_a du choix qu'on fait des constantes arbitraires, et elle peut varier
d'une infinité de maniéres. On peut observer qu'on aurait, pour les
différenticlles de ced constantes, des expressions qui ne contiendraient
qu'une seule différence partielle de Q, dans les valeurs de chaque dif-
férentielle, et qui conviendraient & une loi acm?o:mcm d'attraction, en
prenant pour constantes arbitraires les cing quantités 4, 4, 7, a et y du
n.°22, et la quantité o du n.° 25. 1 est aisé de voir que les valeurs de
leurs différentielles seraient donndes par ces ¢quations,

o)

di =2 . = dt,
aQ
k\ln.m|b..mﬁ~
da
k= = it
@
do
&.QII.M}N'.&N‘.
1 da
da = kosiny ' dy - dt,
1 dQ
dy = — kosin.y "ida . di,

qui sont les plus simples que ['on puisse obtenir.
On aurait aussi des équations-dont chacune ne contiendrait qu'une
scule différence particlle, en prenant pour constantes arbitraires les

dxt sapc| dy
P T T
qui répondent & une époque déterminde, par exemple, a linstant ou

valeurs des trois coordonnées x, y, 7, et des trois vitesses

] ». . . 7
fonat=— 6. Sifon désigne ces coordonnées para, b, c,etpard, ¥,
les trois vitesses correspondantes, on aura

da do
da — — it p
a = cdt i da — ¥ il B3
St da L da
lellfn.lb.j.kn.. &&]ﬂl.b:n
do
de = — T7 .dt, di—= uw codds
XV.E Cabhier. ; Rr
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Nous ne nous arréterons point & démontrer ces formules, qui ne nous
semblent pas devoir étre d'une grande utilité.

-
.

Variations des Constantes arbitraires relatives au mouvement de rotation.

_Hpm“_ Nous allons d'abord chercher les équations du mouvement
de rotation d'un corps solide autour d’un point fixe, dans le cas o au-
cune force n'agit sur les points de ce corps; ensuite nous ferons varier
fes constantes arbitrair®s contenues dans ces équations, afin de les
étendre au cas ol des forces données sont appliquées & ces points.

Soit dm un élément quelconque de la masse du corps; x, y, 7 les
trois coordonnées rectangulaires de cet élément, paralleles a trois axes
fixes, menés par le point fixe donné, point que nous appellerons doréna-
vant le centre du corps; soient aussi x,, y,, g, les coordonnées du méme
élément, rapportées & la méme origine et aux trois axes principaux du
corps, cest-a-dire, aux trois axes rectangulaires, par rapport auxquels
ona

\..,.Ln dm =0, fxqdn =70 .\.B 7 dm == 0;
ces intégrales devant (tre étendues a fa masse enticre du mobile.

Les valeurs de «x, y, 7, en fonction de x,, ,, 7,, sont de cette forme,
iy, —+ \ﬁo - A
a:.ﬁ —+ @_ _k 4 ﬁ__mi
ax by =+ ¢y,

».

3

<
Les neuf coefficiens a, b, ¢, &c. sont les cosinus des angles que font
Jes axes des x, y, 7, avec ceux des x,, y,, 7,7 le cotfficient a, par exemple,
est le cosinus de l'angle que fait I'axe des x, avec l'axe de x; et de méme
pour les huit autres. lls sont liés entre eux par les six équations de

11

condition,
P dt dr =1, b4 s Ea ks,
Pt b=, depdéa-dd =0,
gk el o ke be+ b+ =o,

ANALYSE.

qui résultent de ce qu'on doit avoir Ea::asmamzn

rd

3 3 PR 3 3
X IT». i A==t Sl ) M I T
Réciproquement les valeurs de x,, y,, 7, en fonction de &, ¥ g, sont
o / "
x —ax—+dy + a'¢g,
gy, =bx 4+ ¥y + V¢,
m__”ﬁ».IT\\...!T ¢y
et, au lieu des six ¢quations de condition précédentes, on peut prend
ces six autres a:m leur sont m@:?m_m:ﬁmm.

a -

&P =, aad +bb +~cd —o,
/s fa ’ i

a4 3 =1 aad bl ¢ =o,
:v " " ] rgn "

PR S e L ad 4+ b -4 " = o.

Soit qu'on emploie ces ¢quations, soit-qu'on fasse usage des précédentes
on voit que six des neuf cocfficiens a, b, ¢, &c. sont des fonctions de
trois autres, ou, plus généralement, ces neufl cotfficiens sont des fonc
tions de trois quantités indépendantes entre elles; et en effet, la positio
des trois axes principaux, par rapport aux axes des x, y, ¢, peut toujou
étre déterminée au moyen de trois angles, savoir : _.m:mnm compris entr
l'axe des x, et lintersection du plan des x, y, avec fe plan des x ;Y
Tangle compris entre cette intersection et I'axe des x,; enfin __m:n:.:u“a,o.
du plan des x,, y,, sur le plan des x, y. En désignant le premier de ce
angles par |, le second par @ et 'inclinaison par 6, on aura, a._,p.?.m.
les formules connues,

a = cos. § . sin. L . sin. @ ~+ cos. ) . cos. @,
b = cos. § . sin. . cos. @ — cos. L . sin. @,
toeann o, sin. 4,

! .
a = cos. 9 . cos. .|, . sin. @ — sin. | . cos. @,
\ :
b= cos. § . cos. | . cos. ¢ —+ sin. Y . sin. @,
¢ = s 4§ . conil,

Rr 2
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a'— —sin. 0 . sin. @,
b= —sin. 8 .. cos. @,
' = cos. 0.

Pour abréger, nous mEumzﬂ..osm dans 1a suite le w_pj des x,, y, éqna-
teur du corps; son intersection, avec le plan arbitraire des x, y, sera la
ligne des neuds : les angles J, et @ expriment dans les formules que nous
citons, les longitudes de I'axe des x et de I'axe principal des x,, comnptées
a partir de la ligne des neeuds, la premicre sur le plan des’x, y, et la
seconde sur I'équateur.

[ 29. ”_ Pendant le mouvement du corps, les angles 6, .,_\ et @ varient,
ainsi que les coordonnées x, y, 7, mais les coordonnées x , y, ¢,, restent
les mémes pour un méme élément; on a donc, en différenciant les
valeurs de x, y, 7, par rapport au temps,

dx = x da 4y, db + g dec,
dy = x,dd + y dV + ¢ dc,
dg = x,dd" + y db' + 7 dc'.

1

Si T'on égale a zéro ces valeurs de dx, dy, dz, on déterminera
7 . ’

les coordonnées x,, y,, 7, des points du corps que fon peut regarder

comme immobiles pendant un instant infiniment petit; or, si l'on fait,

pour abréger,

adl 4= ddl A a"dl = iy,
ade + ddd + d"dd" = gdt,
bde b Bdd = b de" = == pdt;

dr éant Pélément du temps; si, de plus, on a égard aux équations de
condition du n.° précédent et a leurs différentielles, il sera aisé de trans-
former les trois équations dx — o, dy = o, dg=o, en celles-ci:

g3, — 1), =— 0, P{—T1X,=—0, P — 44X =0,
qui nous apprennent que les points du corps qui restent immobiles

pendant linstant dt, sont rangés sur une méme ligne droite, passant
par le centre du corps.

¥
k4
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Cette droite est ce quon appelle I'axe instantanée de rotation ; les troj;
derni¢res équations sont celles de ses projections sur les trois plans prin:
cipaux; d'ou lon.conclut que les trois n?m:m&m 2 ¢, r déterminent I
position de cet axe, par rapport aux trois axes principaux; de maniert
que si on appelait «, 8, v les angles quil fait avec les axes des e
¥,» T,» ON aurait

B LR ; L

ol ey par rapport a l'axe des v ;

PRl q T | ;

08 B == g o R rapport a l'axe des y ,
r N CE

€0S. V = g sy . Parrapport & laxe des 7,.

[30.] Le corps tourne pendant l'instant 41 autour de I'axe instan
tanée comme autour d'un axe fixe; par conséquent fa vitesse angulaire
relative & cet axe, est la méme pour tous les points du corps. Pour |

déerminer, considérons e point qui se trouve sur I'axe des 7, 4 un
distance du centre égale a I'unité; nous aurons x, —=o, y =o, Lty
la vitesse absolue de ce point sera

£ Lt R Y e et )

d dr dr dt i

et comme la distance a ['axe instantance est sin. 7, on aura, pour |
vitesse angulaire cherchée,

V{det 4~ dc'* 4-dcm)
siny. dt

Vider 4=dc's 4 dc2)
de. ¥ (p*+q*)

V(g +r),

en mettant, pour sin. 7, sa valeur. Or, en ayant ¢gard aux ¢quation

U
de condition du n.° 28,en a
(pP+q*)dr =de —+ e d ?.a;fT,..QMITEm?Cu ;
A:E::c mE se réduit & dc =+ d* —+ dc*, & cavse que ['équatio
¢t~ "= donne cdc + ¢dc’ + ¢'d¢" = o. Nous aurons don
v/ (p* -+ ¢* =+ r*) pour la vitesse angulaire autour de 'axé instantanée

Cette vitesse peut étre décomposée en trois autres autour de trol
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axes fixes rectangulaires ; et pour avoir fa vitesse autour de 'un de ces
axes, il faut multiplier 1/ (p* - ¢* +1*) par le cosinus de I'angle qu'il
fait avec 'axe instantanée. Si donc ces trois axes sont ceux qui coincident,
au commencement de l'instant 41, avec les axes principaux, on aurap,
pour la vitesse autour de I'axe des x,; ¢, pour la vitesse autour de I'axe
des y,; r, pour la vitesse autour de I'axe des Z- Ainsi ces trois quan-
tités p, 4, r expriment les vitesses angulaires autour des axes principaux,
supposés fixes pendant I'instant dr.

N

[ 31.] Les véritables inconnues du probléme sont {es trois angles
Y, 8, @, puisqu'ils font connaitre chaque instant la position du corps,
par rapport & des plans fixes. Il s'agit donc de trouver leurs valeurs en
fonctions du temps, ou du moins, les ¢quations dont ces valeurs dé-
pendent. Or, si I'on substitue dans les valeurs de Ps ¢, 1, celles des

neuf quantités a, b, ¢, &c. données plus haut (n.° 28), on trouve,
toute réduction faite,

pdt = sin. @ . sin. 8 . dy — cos. @ . 40,
gdt — cos. @ . sin. 8 . d) + sin. 9 . 46,
rdt = dQ — cos. 9 . d;

¢quations qui détermineront les valeurs de @, L\ et 6, quand celles de
P4, r seront connues.

_”wp.u Le principe des aires va nous fournir trois autres équations
qui serviront & terminer Pr gl

Pour former ces €quations, imaginons, par le centre du corps, un plan
fixe qui coincide avec I'équateur, au commencement de linstant dr;
sur ce plan, projetons {'élément quelconque dm ; le rayon vecteur de la
projection de ce point sera V' (x*~y?), et laire décrite par ce rayon,

” ; , rd
pendant [instant dt, sera égale a ﬂuﬂ §

vitesse angulaire autour de Iaxe des 7, perpendiculaire & [équateur.
gdt
e

(x> =y ), puisque r est la

On trouvera de méme (x}—7), pour l'aire décrite par le rayon
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vecteur de ['élément dm, projeté surle plan des x,, y,, et T— (y*-

gt
pour laire décrite par le rayon vecteur du méme élément, projei
le plan des y,, 7. Connaissant ces trois aires, il est facile d'en d¢
celle qui se rapporte 4 un quatrieme plan fixe quelconque; car on
par la théorie des projections, qu’il faut pour cela multiplier ch
des trois aires données, par le cosinus de I'angle que I'axe perpendic
a son plan fait avec l'axe perpendiculaire au nouveau plan fix
prendre la somme des trois résultats. Or, &', 0, ¢ sont les «
des angles que fait I'axe des 7, avec les axes des x, y, 7 (0. 22);
Taire décrite par le rayon -vecteur de dm, projeté sur le plan des
sera égale a

e

"pd
L C e

b qdt
2

0+ +

2

Maintenant, si 'on multiplie cette aire par la masse dm, qu'on I'i
et qu'on étende _.::mm_.p_m a la masse entiére du corps, il suit du

cipe des aires que cette intégrale sera une quantité indépendan

. " ya 3 is 1
temps, ou une constante arbitraire; en la ddsignant donc par -

>

on aura

Ad'p + Bl g + C'r = B;
A, B, C éant les trois momens d'inertie du corps, relatifs a ses
principaux, c'est-a-dire, les trois intégrales /(5 ~-77). dm, [ (v~
[(x}—y2).dm.
.On trouvera de la méme manicére, en considérant les aires prc
sur les plans des x , g, et des y, g, ces deux autres équations,
Adp +~ Bl g + Cir = @,
Aap +Bbg+ Ccr = §;
B’ et B" éant deux nouvelles constantes arbitraires.

[ 33-] Telles sont les trois équations qui résultent du princiy
aires ; pour en éliminer les quantités a, 4, ¢, &ec., je les différencie
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je les ajoute ensemble, aprés avoir multiplié la premitre par ', fa
deuxieme par ¢, la troisi¢me par ¢; en faisant attention aux équations
de condition du n.° 28, i leurs différentielles et aux valeurs desp, ¢, r
du n.° 29, on trouve pour cette somme

Cdr 4 (B — A).pgdt = o.
En multipliant de méme les différentielles de ces équations, la premiére
par b, la deuxi¢me par &, fa troisiéme par 4, et les ajoutant ensuite,
il vient

-

Bdg + (A — C).prdt = o.
Enfin, si P'on ajoute ces mémes différentiedles, aprés les avoir multipliées,
la premiére par a, fa deuxi¢me par d', fa troisiéme par @, on a

Adp 4 (C — B).qrdt = o.

[34.] Ces trois équations, que T'on peut substituer a celles des aires,
sont faciles & intégrer. En les muldipliant, fa premicre par r, la seconde

v oy

par ¢, la troisiéme par p, les ajoutant ensuite, et intégrant, on trouve
Ap + B¢ 4+ Cr 4+ h = o;

h éant la constante arbitraire. De méme, en les multipliant respecti-

P I

vement par Cr, Bq, Ap, les ajoutant ensuite, et intégrant, il vient
q" r* L mu\\u X \mpkuu “. L\. Aru

k étant une seconde constante arbitraire. Enfin, si Ion prend dans ces

deux intégrales les valeurs de p et 4, qu'on les substitue dans la remiere

PELg.q P

de nos trois équations, quon résolve ensuite cette ¢quation par rapport
ade, et quon intégre, on aura

V(AB). Edr

TT\“.\:..T\:;EIQ. Cr it (Bhaa il (OB Or1E 7

CEEY

/ étant une troisiéme constante arbitraire.

Cette équation donnera, par les quadratures, la valeur de ¢ en
fonction de 7, et réciproquement, la valeur de r en fontion de ¢; ensuite
: les
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les deux équations précédentes donneront les valeurs de p et ¢, aussi er
fonction de . i

[35.] Si les trois équations du n.° 32 éaient réellement distinctes
entre elles, elles donneraient, sans nouvelle intégration et sans qu'on
fit obligé de recourir aux équations du n.° 3, les valeurs de ¢, ), et 8,
au moyen de celles de p, ¢, r, maintenant connues; mais 'une de ces
trois équations est une suite des deux autres, en vertu de ['équation (k)
du n.° précédent; car si l'on fait la somme de leurs carrés, on trouve

facilement quelle se réduit & ;
\&nku.u .l+| mu.ﬁ.u |T Qu T _mn |_l m:. s mzu“
résultat qui rentre dans {'équation (k), et qui donne entre les quatre
constantes 3, B', B" et k, I'"équation de condition
B = B 4 B>+ 3"
Les équations du n.° 32 ne pourront donc servir & déterminer que deux
des trois angles ¢, + et 8, et il faudra une nouvelle intégration pour

. owy

déterminer fe troisi¢me.

Pour rendre cette intégration possible, il est nécessaire de rapporter
la position de I'équateur & un plan particulier, dont M. Laplace a donn¢
1a théorie générale, et quil a nommé le plan invariable. Par rapport i ce
plan, la somme des projections des aires décrites par les rayons vecteurs
des molécules du corps, multipliées par les masses de ces molécules, est
un maximum et égale & v' (B* + " -+ "), ou a k; au contraire, par
rapport & tout plan perpendiculaire & celui-1a, cette somme est ¢gale a
zéro. Sa position ne varie pas, tant quaucune force nagit sur les
molécules du corps; elle est déterminée, relativement aux plans arbi-
traires des coordonnées x, ¥, 7, par ces équations

By T . 3 ; ; ¢
€0S. Y ==, sin.y.cos.a = —-, sin. y.sin. & = ——; (b)

dans lesquelles représente l'inclinaison du plan invariable sur le plan
des x, y, et a la longitude de I'axe des x, comptée sur ce dernier plan,

XV.. Cahier. Ss
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a partir de l'intersection des deux plans. Je ne m'arréterai point ici 4
démontrer ces propriétés du plan invariable qui sont bien connues et

qui se déduisent fort simplement de la théorie des projections, comme
je 'ai fait voir dans une autre occasion.

[36.] On congoit qu'il est avantageux de choisir ce plan pour 'un
de ceux des coordonnées, puisque ce choix rendra nulles deux des trois
constantes 3, f3', B"; supposons donc que le plan arbitraire des x, y
coincide avec le *Lmz..m:‘._m&mzmn nous aurons 3'=o, B8'—o0, B=4;
désignons de plus par 4, @, et b, ce que deviennent les angles 4, @eth
relativement 4 ce plan particulier des x, y; enfin substituons dans les
équations du n.° 32, a la place des 4, b, ¢, &c. leurs valeurs en fonction
de ,, 6, et ¢ ; ces équations deviendront

Cr.cos.§, — Bg.sin.f,.cos. ¢, — Ap.sin. Q,.sin. |
(Cr.sin. 8, + Bg.cos. §,.cos. @, 4 Ap.cos.b .sin. ).cos. 3],
~+ (Bg.sin.9, — Ap.cos.®,).sin. ) =o,
(Cr.sin.8 + Bg.cos. §,-€05. @, Ap.cos. b, .sin. @ ).sin. |,
. — (Bg.sin.@, — Ap.cos.9,).cos. |, =o.

Langle .\, disparait de fui-méme dans les deux derniéres, qui se
changent en celles-ci,

=%

Cr.sin, P..T%Q..Sm.m‘.nom. @, -+ Ap.cos.f .sin.¢,—o,
Bg.sin.@,— Ap.cos. ®.=0
En les combinant avec la premiére, on en tire

Cr : B
. Al q h 3
cos.6,= ——, sin. §,.cos. ¢, =— —*, sin. 0 .sin,Q, ——

il A
»\

équations qui s'accordent entre elles, & cause que k* = A* p*+B* ¢*

—+ C* r*. 1l est bon d'observer qu'on ‘aurait pu les déduire des équa-

tions (b) que nous venons de citer, en prenant pour le plan arbitraire
des x, y, le plan méme de P'équateur. :

t

[37.] Les valeurs de p, g, r feront donc connaitre immédiatement
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celles des angles 9, 3.@.. Pour déterminer le troisiéme angle 4, je forme
I'équation

sin.*f, . dJ, = mm.:.P .sim @, . pdt + sin. B, . cos. @, . gdt,
que je déduis des deux premicres du n.° 31, dans lesquelles jai mis

@,, ), et B, a la place de @, 4 et 8. Cette équation, d'aprés celles que
nous venons de trouver, est la méme chose que

(k — Cr). dy, =— (Ap* + Bg*) . kdt;
et & cause de Ap* ~+ Bg* ~+ Cr* + h=o [n.° 34], elle donne

S (h+ Cr ). kdt
&)_\\I kB —Cr

Substituant pour 4t sa valeur en r et dr, et intégrant, on a W
.\. k.(H4 G .+ i(ARB). Cdr

1T;|| ~ _

;T.w :F?._.§,+E_+RIQ.9,ﬁ.Ir.E.l?@.nlq

g éant {a constante arbitraire. ;
On aura donc, par les quadratures, la valeur de |, en fonction de
r, et par conséquent en fonction de ¢.

* [ 38.] 1l ne nous suffira pas, dans ce qui va suivre, de connaitre les
angles 1, 8, et @,, qui se rapportent au plan invariable; il nous sera
nécessaire d'avoir les expressions des angles .,T 0 et @, qui sont relatifs
a un plan fixe quelconque, ce qui n'offre plus maintenant qu'une simple
question de trigonométrie sphérique.

Concevons, en effet, une sphére d'un rayon arbitraire dont le centre
soit au centre du corps, et considérons , sur sa surface, le triangle sphé-
rique déterminé par le plan de I'équateur, le plan invariable et fe plan
arbitraire des coordonnées x, y; supposons toujours la position du plan
invariable déterminée par rapport au plan des x, y, par les angles v
et «, comme dans le n.° 35 : les angles L et «, comptés sur fe plan des
x, y, exprimeront les distances de l'axe des x aux intersections de ce

plan avec ['équateur et avec le plan invariable; par conséquent, la

8552
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différence -}, — « sera un-des ‘ctés ‘de notre triangle. De méme les angles
Q, et @, comptés sur I'équateur, exprimant les distances de l'axe des x
aux intersections de ce plan avec le plan invariable et avec le plan des
x, y, il sensuit que la différence ¢,— @ sera un second cbté de ce
triangle. L'angle 4, , qui se compte sur le plan invariable, exprime la
distance de son intersection avec I'équateur & une ligne menée arbitrai-
rement ; nous pouvons prendre, pour cette ligne, I'intersection du plan
invariable avec le plan des x, y, et alors Iangle 4, sera le troisiéme
coté du triangle. Les trois angles sont I'inclinaison v, opposée au cbté
¢, — @ linclinaison 8 , opposée au cbté { — a ; le supplément
200° — § de l'inclinaison 9, opposé au c6té J},,; nous aurons donc, par
les régles connues,

cos. B ==cos. v . cos.8, — sin. v . sin. 0, . cos. 4,

sin. (Q, — @) . sin. § = sin. ;T . sin. v,
sin. \.,_\ — a) . sin. 6 — sin. .._J « sI P.

Ces trois équations donneront les valeurs de §, ¢ et ;_} en fonction de
8., @, 4, et des constantes « et v; et comme les valeurs de 6, ¢, .

o

contiennent déja les constantes 4, &, /, g, il s'ensuit que celles de L\ 0

et ¢ seront des fonctions du temps et des six constantes arbitraires £,
b ligi ey

[ 39.] Maintenant, supposons quon applique aux différens points
du corps solide dont nous considérons la rotation, des forces dirigées
vers des centres fixes ou mobiles et fonctions des distances & ces centres.
Désignons par — Q) Tintégrale de la somme de ces forces multiplides
chacune par I'élément de sa direction, et cherchons par les formules
du n.° 10, les variations des arbitraires , £,/, g, a, v, dues a ces
forces.

On doit observer que les angles « et v devenant variables, le plan
-que nous considérions précédemment comme invariable [n.° 35 ], cessera
chaque instant, le plan par rapport

b

de I'étre; mais il sera toujours, a

-
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auquel {a somme des projections des aires décrites par les rayons vecteurs

des molécules du corps, est un maximum et nwam a k : pour cette raison

‘nous l'appellerons /e plan principal de projection.

[ 40.] Les variables indépendantes sont au nombre de trois, dans
ce probléme, comme dans celui du mouvement d'un corps attiré vers
un centre fixe; nous prendrons naturellement les trois angles @, ., 8,
pour ces variables ; nous aurons alors [n.° ¢]

5 il dT dT

il — e

lﬂ\ a%ih\- ' Yy = & m. s
9'; ', 0 désignant les différentielles 4o, d, db, divisées par dt.

Nous avons aussi

3 dx* 4 dy* 4 d7 ,
=2 .\. m\”. L

J =

'intégrale étant prise par rapport a dm, et étendue 4 la masse enticre
du corps. Substituant pour dx, dy, dg, leurs valeurs [n° 29], e
observant que les trois intégrales [x ydm, [x 7dm, [y, 2dm, sont
nulles par la propriété des axes principaux, il vient

__da® 4+ da"* 4 da . dbr - db's 4 dp"s
& _ - .-\..f dm —+ .,\w_aa_s

2dnr
ded = de's 4= de:
B3 2 de .\.N\u dm.

Nous avons déja remarqué [n.° 30] que

de <+ d* + d = (p + ¢*) . dr
on a de méme

db* + db* — dbi" — (r =+ p*).de,

da* + dd* + dd"* = (¢ + r).dr;

donc, a cause de

C=/[(x*+y?).dm, B=/[(¢}~=x})dm, A=[(3>47*).du,
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on aura

0

, __ Ap+ By 4+ Cr
N.«.It : < :

Les équations du n.° 31 donnent

@ — cos. 6.,

i q cos. ¢ . sin. 8. — sin. g . ¥,
P sin. @ ., sin. . — cos. @ b

substituant donc ces valeurs dans celles de 7, il sera ensuite aisé d'en

r

I

déduire les valeurs de s, u, v
Nous voyons d'abord que ¢’ n'entrant pas dans les valeurs de p etyg,

on aura simplement

& dr
J == .l&l..l. . .Mm,l — qw..
de méme §' n'entrant pas dans r, on aura

LR g A
ke okl sl -yl

= Bgq .sin. ¢—Ap . cos. @;

enfin .,H\ entrant dans les trois quantités p, 4, r, on aura

dr U B cde o R ol
o g T B e P R

‘—=—Cr.cos.8 4+ Ap .sin. b .sin. ¢ 4 Bg . cos. 8 . cos. Q.

Ces équations donnent aussi les valeurs de p, ¢, 7, en fonction de @,
4.9, 5, u, v, savoir:

Lrs=s;
Bg = (u—4s.cos.8). %.ITQ.&:.Q-
Ap = (2—+5.cos.8). .W“_“.M — . cos. @.

[ 41.] Au moyen de ces valeurs, Iéquation (k) du n.° 34 devient

7 - $* 4+ u* 4+ 2.c050.us : L
- e IR AT . : A

sin,? @

e,

~
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. Il nous serait également facile d'exprimer Ia constante / en fonction
de @, J, 0,5, 4, v; mais il sera plus simple de la conserver sous la
forme g

: m“]mﬁplwamlﬁ.is
et d'y considérer p, ¢, r, comme des.fonctions données de ces six va-
riables. . :

Quant aux constantes 3, 8, 8" dun.° 32, si 'on substitue dans leurs
valeurs, celles de p, ¢, r, en fonction de @, L, 8, 5, 1,0, et celles de
a, b, &c. dun.° 28, on trouve

B

B = (s—+u.cos. ). o N sin. <,

sin, B

bl ]

sin. §

B'=(s—4u .cos.8). it SRS L Y J.
Ces valeurs de 3, ', B, substitués dans I'équation
k* — mn iefes m\u Gfs hw..\w i
donnent aussi la valeur précédente de £*.
Les équations (b) du n.° 35.donnent

h._ ‘n "a
tang. & — —, tang. ¥ = e m._.bx..

A
ainsi « et v sont des fonctions de 3, ', 3", par conséquent on peut
regarder les quatre constantes £, &, ¢, v, comme exprimées , en fonction

de @, .,_\. 8,s,u,v;en reprenant donc la formule générale du n.° ¢,
savoir : :

da db da db da db d db
a4 b)) = e SR e
\ k4 ds de de ° ds " du * d] dl * du
da db da db
W rakise g i oo

et en y substituant successivement, & {a place de a et b, les valeurs
de a, v, 4 etk, il sera facile de calculer fes six quantités (', k),

ﬂm\ nﬁ\x \\r .v\&_. \h\ n\\u \‘F .V\N.. \8. .X.\.
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" [ 42.]; Pour faire le calcul plus-facilement, j'ai d’abord nre.nrm les
valeurs de (B, 8'), (B', B), (B, B"), et jai trouvé

(B.B)=F, (B.B) =g, (B,8) =@

Or, nous avons, m.%&. ﬁmﬁag (a) du n.° ::
(via)=(v, B) . =+ (v, 8). _

=(v. B) . F= — (v, E Hioen
(v B) = (B, B') . T+ (B, B). T =it
(7 B)= (B, ). T +1B"B). G =— g

d’olt nous concluons

kB .cos:y *

1

4 (v, &) = 5

. SINL Yy

en ayant égard aux équations du n.° 35,
Bk Joon g, B=Kk.dn v cosa B'=mk iy 604

J'ai trouvé par un calcul semblable, en considérant & comme une
fonction de 3, B', B', ainsi que v et a,

¢ (k,y) = o, (k&)= o.
En combinant la constante /4 avec les constantes 3, 3, 3", on trouve
(@)oo, (BE)= 0, Bz 4

En effet, on peut partager la quantité (/, 3) de cette maniére

(h,B)=—2z2p.(Ap,B)—2q.(Bq.B)—2r.(Cr,B);

or, 3 ne renfermant que la variable u, et les valeurs de Ap, B¢, Cr,

ne contenant pas la variable .,_\. il en résulte
(4p,B) = o, (Bg.B) =0, (Cr,)=o.
Si (&, m\ est nul, m.mzw_ommm fait voir que (h, ') et (4, mC. doivent

Tétre aussi; et c'est d'ailleurs ce quon peut vérifier par un calcul direct.

Il
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Il résulte de I qu'en considérant £, a, v comme des fonctions de 3,
B, B, on aura
(hk) =0 [he) 2= v, \m\.ﬁ = o}

car, par exemple,
dK ' dk "
(b k) = (h,8). G4 (h,B) . -+ (b B). S,

-[43.] Pour suivre le méme ordre que dans le probléme du mouve-
ment d'un point attiré vers un centre fixe, cherchons maintenant les
valeurs des quatre quantités [/, k], [1, %], [, ], [, v] qui renferment
1a lettre / sans contenir la lettre g- En mettant sa la place de Cr, dans
la derniere équation du n.° 34, nous aurons

S Y(AB).Cds
l.\.:.?; Ch+(A=C).8)* . [—k*C—BCh+(C—B).s]*

Supposons, pour simplifier, que cette intégrale ait pour origine une
valeur de 5, indépendante des constantes arbitraires 4, &, &c.; supposons,
par exemple, qu'elle doive s'évanouir pour une valeur de s déterminée,
telle que s = o; la valeur de / sera de cette forme,

/= — t + fonct. (s,h,k);

dl di dl dl

On aura —— = ——, et les différences partielles O s'obtiendront

en différentiant sous le signe intégral, par rapport a 4 et & £,

Si nous combinons / avec une constante m:nmnoﬁcm a, et sl nous
faisons d'abord abstraction des constantes k et & qui entrent dans /,
cette quantité sera seulement fonction de la variable s5; de sorte que

.nous aurons

diz, da o de i

\Nsh\”.ﬂ.;ﬁmﬂ n\.q.mﬂ.

Il faudrait ajouter & cette valeur de [/, a], pour avoir ¢gard aux cons-
tantes 4 et £, les deux termes

§ a) « == (k; 0} i . ,
XV.5 Cabier. Tt
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mais a devant représenter. lune des quatre constantes 4, %, a, v, ces
deux termes sont toujours nuls, d'aprés ce qu'on a vu dans le numéro

m:.mn&mﬁ.
Relativement & la constante 4, on a
dd, 2.5 d, Ap d. .mm. .N &.Gr
Mysr SR ap. i G ik i e ke
Les valeurs de Ap, Bgq, Cr, du n.° 4o mo::mi
“RO A d iy s m.wﬁ b )
o S e A
donc
dh ds
e 2(A—B).pg = 2 -,

en vertu de 'équation Cdr + (B—A) .pq.dt = o [n.°33], et de
Cr=s; donc enfin
(Lh) = 2.
Comme aucune des trois constantes 3, 3', 3", ne renferme la variable
@, il sensuit, que si @ exprime une fonction quelconque de ces cons-
tantes, on aura (/, a ); donc

Lkl =9, Yliale o, 1hv)'="

[ 44.] I nous reste encore a calculer les valeurs des cinq quantités
(g, %), (8. %), (g, 2], [4 ¥]), [ 4 1] qui renferment la lettre g.
La derniére équation du n.° 36 nous donne, en y mettant s-a la
place de Cr,
(hC+ ). V(AB) . kds
;r.Tm I‘\ z.lc.:&+x§+§1@.3m.h;_.n‘ma_ioé.m%

Nous supposerons cette intégrale prise, comme Ia précédente, de maniére
qu'elle s'évanouisse pour une valeur de s, indépendante .mmm. constantes
arbitraires /#, k, &c. Si, pour abréger, nous la représentons par P, nous
aurons g

s=P—, (5a)=(P.a) — (4, a);

iR

h
4
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4 éuant une constante quelconque. La valeur de P.sera de la forme
P denet, (s, 6, %) ;

on aura

. dP . MChEs) dr
P Rl - S T

.

et pour obtenir les différences partielles de P, par rapport & % et & £
il suffira de différencier sous le signe intégral, par rapport & ces quan-
tités. On conclut de I3

! i kfehw ) de. dE
\&u- h\l.l. h.?mul‘.nn\ ST A mﬂ J_.l\\:bi.

ﬁ

Nous omettons le terme (4, a). ——, parce que a devant représenter

[

"ine des cinq constantes 4, &, /, « et %, nous savons déja que ce terme
sera toujours nul.

Pour déterminer la quantité [}, a], il faut avoir Iexpression de .|, ,
en fonction de <, 8, @, s, u, v; or, nous avons trouvé [n.° 387,

cos. B = cos. ¥ . cos. 8, — sin. ¥ . sin. 8, cos.  ;
et nous avons aussi
R B R R T S
d'ou I'on tire
k. cos.0 4+ us
V(R —u) Y (k—s5) '’

— cos. =

équation qui donnera la valeur de 4, et qui fait voir que cette quantité
est une fonction de &, 5, u, 8. On aura donc

it &L\. da sz, da m,._\. da
\;_\\.&IE.&L..&.&I&.NI.
&

on omet le terme (%, a) . » par la raison que nous venons de dire,

Nous aurons aussi [n.° wm“_.

. . sin(l—a).sin@ __ k.sin.(} —w).sin.§
i +\ T sin. §, R Yk — 5) ;
Fiz
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En différenciant donc la valeur de cos. .,_\

.5 et substituant celle de
sin. <, nous aurons :

gl s+ u.cosf

“du T K .sindy.sin. 0. sin. (4 — a)

ol thus ¥ -+ 5. cos @ ' :
g T TR ...Q sin.y . sin, § . sin, () — &)

o e 1 :

7 S T +|n\

et par no:mm@:n:ﬂ g

)—\ i U -+ 5.cos § da
\ e h&ll. (/2 —£) . sin.y.sin@.8in. () —a) ° dp

§ =+ u.cos B da
i & k.sindy .sin b Lsin. () —a) " d)
I da
" sin. y.sin. (4 —a) ' dy °

La question est donc réduite maintenant & substituer successivement,
dans ces valeurs de (P, a) et (4,,a), h, k,a, v, !4 la place de a.
[ 45.] Soit en premier lieu a = 4, nous aurons

Ru dh
n” —2(A—B).pg=2——, L, 0, M“. == 2p.C05.@0—24.5IN.Q;

2k(h+Cr)

B o— g ¢
2 } U=+ 5.cos.
Nz—cs .€ - (k* —s*).sin, y . sin. ({4 —a) .ﬁ sin. 8 .\\A]@\.E%

~+(p.cos.p—gq .sin. Q). Ep\»le:mﬁg.

Py k) =

En observant que

u+scos. . @ ) .
—as— = Ap .sin. ¢+ FBq . cos. @,
» m:é sin.(d—a)=3'.sin. +1 3 Sm..._\ Bg.sin.g~Ap.cos.®;
en trouve que la valeur de ,_\ ] se réduit a

.\-._\1 \Ql —_—— 2k ?M»ﬁl.”um.w\.
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donc, & cause de 4 —+ Cr* 4+ Bg* + Ap* =0, on aura
(B:8) = (P, %) — (l.}) = o

Tmmu_ Relativement & la constante £, dont nous avons donné la
valeur'dans le n.° 41, nous avons

lnmI\PHO. .&l”Ou dk ”Iw.l.” .m.m.mma.ell\m\u.nom.e S
RO m;_v .u.t. m» & ’

m- A
ou nous concluons

[ Cekd = 0, e, ) =2 s, fi k) ==
Si P'on considérait la constante 3, on aurait évidemment
(8 B) = o;
car 3 étant égal & u, ses différences partielles, relatives a @, et v,
sont nulles, et par conséquent aussi les quantités (P, 3), 7_\: B

Comme nous avons cos. ¥ =— 1M,J il s’ensuit
(8, v) = (8, B)- ITQ.: k). .: = (8., k). .ﬂyls..
ou, ce qui est la méme nromm.
el cos. ¥y
\.w-.. .U\M Rl T
Si nous prenons a = a, I'équation
tang. o =
m. it B
donnera
d .m.m‘ B dp’
a . . .
”nom.na.\.ln. —— ——
d) I d] e &
t \m_m__ R.@..
& cause que —— — s oy =—f". Laméme équation donne encore
da

2o — O, parce que la variable @ n'est contenue ni dans 2, ni dans
B"; et enfin, :

M ¢ —cospa. (L, 2E m__ ! &m_._ _ __(Bcosrbrsin)
v T : k2, sing y !
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on aura donc S |
s f s+, cos.f ’ s
\mu.&“o.?_\zn.\| e Ty _” = —f'.cos.—p"sin. ”_
Cette derniére quantité se réduit & zéro, parce que les valeurs de

B’ et 3" donnent
s =+ u.cos @

~®_. « COS, .,_\ o R; « sin. L\ = sin, § ;

donc aussi }
- \W- R\\ i o [

[ 47.] Prenons enfin @ = /; nous aurons (h1) == 2, et

il iy dil ..m|~ dk diliag ..mﬁh. &b
el T S R 7 e el O ¢
par conséquent
: __ 2k(h+ Cr) dl dpP
il e T | e T

Nous aurons aussi
5 o i g
g TR Sty TR e
dl dh di P e s . dl
= iar P oa s ar S gegaing) .

dl
~+(Bg.sin. —Ap.cos.9). -
dl dl 2 .
Si I'on substitue ces valeurs de et dans \..T. 1), que I'on réunisse

i multiplie L4 et tout ce qui multiplie A i sera aisé de

tout ce qui plie —7 .m plie —7,
o dl R
yoir, comme dans le n.° 45, que le coéfficient mmﬂmm réduit a

3 3 & &~ »p = 2
o 2k «Mm +B¢*) , et celui de ——, a f'unité; de sorte que l'on aura
ulhb

Iiim,...mﬁih..
(4§ U=ttt s i
mozn,wnm:mnmnml_ln.ﬁal..l_w%.\gn“o.o:mE.m.

: T

A

s
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Pour avoir <2_  ji faut [n.° différenci igne inté
e n.° 44 ] différencier sous le signe intégral

par rapport a 4, ce qui donne

.MW ”t\. kdt . 4 t\. Ak. (Ch452) . de
i e 3 \b..1.1\.:»h.+\mﬁs+mkl.ﬁx.hu.,_

l:h.\ Bk.(Ch+s) . dt
3 (B=).[KC+BCh+(B=C).s] *

quantit¢ quon peut écrire de cette autre maniere,

dP ki o l\. Chkdr
R N o 3 o g

: Chkdt
Fd.f
R C+BCh+ (B=C).s '

De méme en différenciant la valeur de / sous le signe intégral [n.°43]

par rapport a £, on trouve

dl ”l...(\n Chd:
dk mun...Tkms..T\klh.\w.%

.Ilr\n Chdt

* C+ BCh—+ (B = C)is ”

Ces valeurs substituées dans (g, 1) donnent évidemment
Frot) o &

[ 48. ] Rassemblons les valeurs de (h, k), (h,1), &ec., trouvées dans

eés numéros précédens, savoir:

(k) =o0, (h a)=o, (hy)=so, hillaei,
(hg) =0, (k a)=o, (kv)=o0, (k1) =o,
(g =1, (a,y)=— e (sl)=o,

(¢:8)=o0, (v,))=o0, (y,g)=—27 _
(6. 1) =o0;

’
’
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Nm”.l.p...umw..m?
ey, g,
mhnumw.kr
&w“..lumwl.kwl M”W.ﬂ ..M% o B
dy = mn.o,w.w.. HM g N.;Mp; ; Mw - dt,
1 dQ

&n\ e I.ﬂm:% . .Rl.wl ‘ h\N.

\

Si T'on compare ces formules a celles que nous avons trouvées dans
le n.° 22, on voit qu'elles sont les mémes, au signe prés de l'angle «;
résultat singulier, si f'on considére Je peu de rapport quont entre eux
les problémes du mouvement de rotation et du mouvement d'un point
attiré vers un centre fixe. Ce résultat tient & I'analogie qui existe entre
les constantes arbitraires que nous avons choisies dans les deux pro-
blémes. En effet, dans 'un et lautre, 4 est la constante qui entre dans
I'¢équation des forces vives; / est la constante ajoutée au temps et pro-
venant de ce que les ¢quations du mouvement ne contiennent que
Iélément de cette variable; dans le mouvement de rotation, ¥ est I'in-
clinaison du plan principal de projection sur un plan fixe; dans 'autre
probléme, v est Iinclinaison, sur un plan fixe, du plan de la trajectoire,
qui est évidemment le plan principal de projection : de méme « exprime
dans les deux problémes, ia longitude de P'intersection de ce plan avec
le Em: fixe, comptée sur ce dernier plan, 4 partir d'une ligne fixe ; mais

cette longitude n’est pas comptée dans le méme sens, dans les deux cas; ce-

qui produit la différence de signe que I'on remarque dans nos formules.
Il en est de méme des constantes £ et g, qui représentent des quantités
analogues dans les deux problémes.

La conclusion quiil faut tirer de cette dernitre partie de notre Mé-

moire, est donc que les perturbations du mouvement de. rotation d'un
4 5 corps

T AR
o+

LT N

¢
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corps solide de figure aam?ozac.m.“- dues & des forces d'attractipn quel
conques, mmwm:mm:ﬂ.mnm mémes équations que les perturbations du
mouvement d’un point attiré vers un centre fixe ; ainsi, par exemple,
la précession des équinoxes et la nutation de l'axe terrestre seront
exprimées par les mémes formules que les variations des élémens ellip-
tiques des planétes.

- M%aamoa dont dependent les Mouvemens de I'axe de rotation de la Terre.

[ 49.] Les forces qui agissent sur le sphéroide terrestre et qui pro-
duisent fa precession et la nutation, étant trés-petites, on néglige leur
carré dans le calcul de ces mouvemens. Supposons donc que fe corps

~solide dont nous venons de considérer le mouvement de rotation ,

soit la Terre, et cherchons ce que deviennent les formules que nous
avons trouvées, quand on borne I'approximation aux premiéres puissances
des forces perturbatrices. .
Pour déterminer la position de I'équateur, par-rapport au plan prin-
cipal de projection, ou au plan qui mmﬂ: invariable sans I'action des
forces perturbatrices, nous avons les équations [n.° 36],
, Bg Ap

sin. §, . cos. @, — — —— sin. g, . sin. @ —=— =L

~d'ott I'on tire

V(A p* + Brg2)
= ‘

Or, dans le mouvement de rotation de la Terre, les quantités p et g
sont de Fordre des forces perturbatrices; leurs valeurs ne- renferment
aucune inégalité & longue période qui puisse devenir sensible (*); il
sensuit donc que I'équateur terrestre et le plan principal de projection
colncideront toujours a trés-peu prés : leur écart réciproque, ou I'angle
6,, sera du méme ordre que le déplacement des pbles 4 la surface de [a
Terre. :

sin, § =

(*) Voyez le Mémoire sur le Mouvement de rotativn de la Terre , qui fait partie de
ce volume, .

XV.& Cahier. Vv
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Reprenons aussi les trois équations du n.° 38; savoir:

cps. § = cos. v . cos. 6 — sin.y . sin.f . cos.d,,
. e sinel wotinnd
sin. \+ wh——_ ﬁ\k -— uﬂ ’
sin. ¥ . sin, +..
sin, §

sin. (@, — @) =

En ._nm_“mnmzn Pangle 0, elles donnent

i ==, ;_\...|o_.- GII.G I)T
ce qui résulte en effet de la coincidence de I'équateur avec le plan prin-
cipal de projection.

Si l'on veut déterminer les mouvemens de I'axe terrestre, dus aux
forces perturbatrices, il faut conserver, dans les valeurs de + et 0, les
termes dépendans de la premilre puissance de ces forces : en négligeant
donc seulement leurs carrés, on aura d'abord cos. §, = 1, et ensuite,
d'aprés les équations précédentes,

. i S Bg . cos. ¢ Ap.sing |
sin. 8, cos. J,=sin.8,.cos.(9,—¢ ) =——% oy ; 3
Bg .sin. ¢ Ap.coso

- sin. 0, .sin. J, = sin. 6,.sin. (¢, — @) = - —
- par conséquent,

cos. § = cos, ¥ — T q (Bg . cos. ¢+ Ap .sin. @),

. b .mﬁ.a:.a..l.mﬁ.aou.o :
e \;A_\IR\\I k.sin. @ !

d'ott Pon tire, en négligeant toujours Jes quantités du second ordre,

: Bg . cos.¢ 4+ Ap .sin, @
§ = o =1 g ol
;_\HHP..T wm.&?eﬂmm.nom.e.‘
k.sin 8-
- Nous avons trouvé ces valeurs rigoureuses :
P dt da cos. y . dt do
i e T T mal_l»m:_v Tt
. g dt* an .
da — — % ;

kosmy o dy !

_gw
4
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mais si nous négligeons le carré des forces perturbatrices, il suffira de
mettre dans ces formules et dans la- wo:nzos Q, AE est déja du premier
ordre, v et @, d la place de f et |, et e — .,_\ la place de 9; or,

d'apres les valeurs connues de @, et 4, [n.° wi la différence ¢, — -,
est égale & la constante g, augmentée d'une certaine fonction de p, g,
r, ket k;et comme les <&m=3 de p, ¢, r ne renferment aucune des
trois constantes «., v, g, il en résulte quon aura

i _ da da __ da da . dn
da dj ’ oy s dg T vidp /
donc aussi,
dt da .6.d da
ay = . . e -
Y k. sin. @ dl o TR R i
FoaE dt da

T R T

Ces formules sont aussi simples que les précédentes; elles ont de
plus I'avantage que I'on y peut employer a fonction Q, sous la forme
ol m=m. est donnde immédiatement, c'est-a-dire, en fonction des trois
angles ¢, J et 0. Quant 4 fa quantité k qu'elles contiennent, jobserve

‘quen négligeant les forces perturbatrices, I'équation k* — Cr+ B¢

+ A*p*, donne k=Cr; dailleurs Véquation Cdr+(B—A).pg.dt=o0,
se réduit alors & dr—o; ce qui donne r==n, » étant une constante
arbitraire qui exprime la vitesse de rotation de la Terre : donc on a

ko= Cn

’
Si fon différencie maintenant les valeurs précédentes de § et J, et

si l'on y substitue celles de da, dv et £, il vient

0 dt da ! cos. B . d1 da
Cn.sinb " d Cn.sm. B ° d¢
% d,(Bg.cos.o ¢+ Ap.sin e\
Cn
T s ¥ ia : (1)

Cr.sin.§ 40
d.(Bg. sin. ¢ — Ap.cos.9)
Vet o T R .

S
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[ 50.] Observons que ces équations se Q&Emmn\r d'une EmEm_.n wm:
simple, des ¢quations (q) et (p) que jai données dans _a. n.° 3 du
Mémoire sur le Mouvement de rotation de la Terre (page 201 de ce vol.).
En effet, si nous multiplions I'équation (q) par sin. @, I'équation (p)
parcos. @, et que nous retranchions ensuite I'une de I'autre, nous aurons,
en faisant attention -que V est la méme chose que Q,

Bdg . sin. @ — Adp . cos. @+ (Ap . sin. ¢ <+ By . cos. @) . rdt
2 dQ
— (P .sin.@ =g .cos. p). ﬁ&«“l&mﬂ . ds,

Mais, a cause de rdr=—=dg—cos. § . d,,etde (p.sin. P+4-g.cos. §).dt
==sin. B nL\. cette équation peut s'écrire ainsi :

d.(Bq.sin.¢g — Ap . cos. @)
: .
.I.\h.?mmu.wlT\&q.nom.m.mmz.ﬁl_lmm?oom..m.nom.@.ﬁxlﬂ: .dt;

o_.b en négligeant les quantités du premier ordre mmsm _w nmwmmn_.mi Awm
uL: ce qui le réduit & Cn . sin. §, cette équation coincide avec [a
seconde des équations (1). ;

.Um méme, si I'on multiplie I’équation (q) par cos. @, _.mmcmrcs (p)
par sin. @, et qu'on les ajoute ensuite, on trouve

Bdg . cos. ¢ 4+ Adp.sin. ¢ + (Ap . cos. @ — Bg .sin. @). :&,n
dt da cos, § . dt :
+ mﬁ 2 ’

sin, §

sin. §

da
—+ (g.sin.@ —p.cos.¢).Crdt — I
ou bien, & cause de rdt—=d¢ — cos. 8.4}, et de (7-sin.@—p.cos. @).dt

==db, on peut changer cette équation en celle-ci

d.(Bq.cos.@—+Ap.sin. @)—+(Cr—Ap.cos.B. cos. @ +Bgq . cos.b.sin. ®).d8
: BB Cudb W de N i

= dy ° sin.§ & dy o Hal

>

qui coincide avec fa premidre des équations (1), quand on néglige les
quantités du premier ordre, dans le cotfficient de 48,
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(s I.] Tous les termes qui composent les valeurs de d et de 49,
données par les ¢quations (1), sont insensibles en eux-mémes, vu l'ex-
tréme petitesse des forces qui troublent le mouvement de rotation de la
Terre; mais une partie de ces termes deviennent sensibles"dans les valeurs
de | et 8, soit A cause qu'ils s’y trouvent multipliés par fe temps, hors
des signes sin. et cos., soit en vertu des diviseurs trés-petits que finté-
gration feur fait acquérir. Ce sont ces termes seuls qu'il faut conserver:

mﬁmuwmﬁ.mﬂm::ozm_amE_c.nm.o: réduira fes valeurs de 46 et d-| & une
forme trés-simple, : _

D’abord, Jobserve que la partie de ces “valeurs qui est une diffé-

rentielle exacte, doit éire rejetée; car, en btant le signe 4, on aurait

it hq.nou.ﬂi..\u_u.m;.ﬂ .,._\I mﬂ.um:.elTk\..n_ora..
JI[II;II&.:| ’ — B Vs

Cn . sin, g 3

quantités qui seront toujours insensibles | d'aprés ce que jai démontr¢
relativement aux quantités p et ¢, dans le Mémojre déja cité.

En négligeant les forces perturbatrices | I'équation dP = rdf m

cds. 8, k.,_\. donne ¢ — 4¢ —+ €, € éant une constante arbitraire; jf
faudra donc rejeter tous les termes des valeurs de 40 et QL: i dé

raient dans J, et § mmm.h.:mm&_.nmm dépendantes dy mouvement djurne
de la Terre, et Par conséquent insensibles, Supposons donc quon ait
développé la fonction © ep une série de sinus ou de cosinus des mul-
tiples de T'angle ¢; soit Q le premier terme de ce développement, oy
la partie de O indépendante de @ ; jj faudra mettre Qa Ia Place de o

dans les €quations (1), ce qui les réduit, en supprimant en outre les
différentielles exactes, 4

dr :
8 o o .hm\
. Cn . sin, § dy
e de e e Y
+l| Cn.sind * 7y

Ce sont les formules fes plus simples qu'on puisse employer, pour
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déterminer la précession des équinoxes et la nutation de. I'axe Zerrestre:

[ MN“_ bmwmmzo:m.nam formules au cas de fa nature, o les forces

perturbatrices sont en raison inverse du carré des distances, et ot les

distances des astres attirant au centre de la Terre , sont. trés - grandes .

par rapport & son rayon.

~ En désignant par dm la masse d'un élément quelconque du sphéroide
terrestre ; par x,, y,, g, les coprdonnées de cet élément, vmam.__&nm aux trois
axes principaux du sphéroide, menés par son centre de gravité; parx,y, z
les coordonnées du centre de gravité d'un astre attirant, rapportdes aux
mémes axes; enfin par L la masse de cet astre, que nous supposerons

réunie & son centre de gravité; nous aurons

Ldm )
A ”\ _\r‘ala..\....,Q!i....?lﬁ._._

_.wu&m_.mﬁm dtant relative & I'élément dm et & ses coordonndes X0 Y1 Lo
et devant étre étendue & la masse entiére de la Terre.

Puisque. les coordonnées x,, y,, 7, sont tés-petites, par rapport aux
coordonnées x, y, g, développons cette intégrale suivant les puissances
descendantes des premiéres, afin d'avoir une série convergente. En ob-
servant que les six intégrales, [xdm, fydm, [ 7, dm, .\x%\ms,w Sx 7 dm,
fyz,dm, sont nulles, par les propriétés du centre de gravité et des
axes principaux; et en faisant, pour abréger, x* — y* — Z=r'on
trouve .

Q== ..\m_s..lhr.lwb..\.\k,.lTw\ule\nm.ms
T T

3h

it il LW L o o d b.\u&ErTm..\N\.-&uL.

Nous négligeons, comme on le fait ordinairement, les térmes de ce déve-

loppement qui dépendent des produits de trois et d’un plus grand nombre
i i : & ue |

de dimensions, en x,,y , 7 ; lesquels termes sont du méme ordre que fe

] e | b 5 RARLER
cube et les puissances supérieures de la parallaxe de hmm:m L; de .moza
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que, relativement aux puissances de cette parallaxe, notre approxim;
tion est bornée 4 son carré inclusivement.

Pour introduire les angles ., 6 et ¢ dans cette valeur de €1, tran:
formons fes coordonnées ¥, Vit endautres X, ¥, Z, relatives 3 de
axes fixes; prenons, pour plan fixe des .X, ¥, fe plan de I'écliptiqu
4 une époque déterminde; pour axe des X, choisissons d'abord [inter
section de _.Ecmﬂmcw avec ce plan, ou la ligne mobil
8 étant T'angle de ces deux plans, et
section et I'aye principal des x

e des ¢quinoxes
¢ Iangle compris entre cette inter
» on aura, par les formules connues ,

x=X . cos. ¢ + LSS G 8).sin. o,
y=—X.sin@g 4+ (Y . cos. 0 — 7 . sin.€) . ¢
el cwn 8 o2 easidh

0s. @,

Si I'on voulaijt transformer {es coordonnées X et ¥, en d'autres X' et Y,

relatives & des axes fixes sur le plan des X, ¥, on aurait

A X Seng J — 7. sin. b, Yo oo 4+ M\.Sm.;«\“
J éant [a longitude de I'axe des X, comptée & partir de ['axe des _Y,
Nous conserverons, pour abréger, les fettres X et Y, il suffira, dans
le calcul suivant, de savoir qu'on a

ax ¥
ﬂ\:”llu\. ﬂ”\w\

h..,
ce qui résulte en effet des valeurs de Y et ¥

Le rayon vecteur 7, de Tastre L, est indépendant des angles 4, f et @;
par conséquent les termes de 0,
disparaitront dans les différences pa
ces angles; on peut donc fes supp

2 z 2
5 =X N

qui ne renferment que ce rayon,
rtielles de cette fonction, relatives 4
rimer d'avance, et alors, si l'on met
a [a place de 2%, on aura simplement

Q= u.w-.._“ : _”kn \.\.k\»h.s I...\.N\»kat ~+ 5 \.\3»&3 |‘\N\n&5¥g

Formons donc fes carrés des valeurs de x et de y+ En observant que

o
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2. sin. @ . cos. @ =sin. 2 @

5

2
sin.” P o
2 : ;
et supprimant les termes de ces carrés qui m%msﬁ_mﬁ de’sin. 29 et
ces. 2Q, on trouve

“.wp”;“.l. NJL..W. (Y .cos.8 —Z.sin. 6.

De plus, désignons par A, B, C les trois momens d'inertie, principaux
du sphéroide terrestre, respectivement relatifs aux axes des x, y, g ;
de maniére qu'on ait

Iy} ITN.\ dm=A, [(x*+7)- ms..l..lw f(x'—+y).dn=C
et par conséquent

[xrdm— [g} dn=C—A, [y*dm — [7*dm = C — B.

Substituons ces valeurs et celles de x* et y* dans la fonction Q; qui

‘devient mmonm Hm fonction Q, nous aurons

Q=2 ?, .(2C—A—B). _“Nu..T\u\ cos, 8 —Z . sin. §)*].
3&5»35 on tire de 1a

4Q __ 3 .(A+B—2C). (Y .cos.—Z.sin.0). E\ sin.b—+Z.cos.8),

L R N_.“

|M.HQH = .(A4-B—2C) .[XY—(Y .cos.8—Z.sin.0). X .cos.8];

les équations (1) deviennent donc enfin

do= 38t (AXT2D ) (XY sinf+XZ . cos.l),

2rs i Cn
. Ld C—A—B & 5 %
sin. 0, 4 = wpu.._n .\u = &._”E\.I.N\.m_?m.nom:a
+ YZ. (cos.* § —sin.* ) ].
Ces mazwzon.m sont identiquement _mm mémes que celles du V.¢ livre de

la Mécanique céleste (pages 313 et 317 du second volume), qui ont
été trouvées, dans cet ouvrage, par une m:mmwmm enti¢rement différente de

la nétre. :
Apprrion




