NOTE SULLA CONVERGENZA UNIFORME DELLE SERIE DI FOURIER

Roma, 8 marzo 2011

Teorema 1 (Criterio di convergenza di Abel-Dirichlet). Siano (ax)ren, (bg)ren C R
successiont tali che:

(i) esiste M > 0 tale che |> 7 _; ar| < M per ogni n € N;
(ZZ) limk_,+oo bk = 0,'

Allora la serie ZZS arpbr € convergente, e vale la maggiorazione del resto:

+oo +o0
Z akbk S 2M Z ’bk — bk—ll' (1)
k=n+1 k=n+1

Dimostrazione. Fissato n € N, si ponga [y = Zk

imnt1 G k> mn,e (3, :=0. Siha
allora, per k > n,

Brbr — Br—1bk—1 = (Br — Bre—1)br + Br—1(bx — br—1)
= agby, + Br—1(br — br—1),

da cui, tenendo conto che (3, = 0,

Z arby, = 6mbm - Z @k-l(bk - bk—l)-
k=n+1 k=n+1

Poiché allora, per I'ipotesi (i), |8k = | > 72, a; — > 5, a;| < 2M per ogni k > n, si ha
la diseguaglianza

Z apby| < 2M <|bm| + Z |b. _bk—1|> ) (2)
k=n-+1 k=n-+1

la quale, insieme con le ipotesi (ii) e (iii), implica la convergenza della serie 35 ayby,
grazie al criterio di convergenza di Cauchy per le serie. Inoltre facendo il limite della (2)
per m — +o0o e tenendo conto dell’ipotesi (ii), si ottiene la diseguaglianza (1). O

Osservazione 1. 11 criterio di Abel-Dirichlet ¢ una generalizzazione del criterio di Leib-
niz. Data infatti una serie Zzg(—l)kbk soddisfacente le ipotesi del criterio di Leibniz,
ciot tale che by \, 0, si ha chiaramente | Y ;_,(—1)*] <1 (tali somme valgono -1 per n
dispari e 0 per n pari) e

+oo +0o0
Z ’bk — bk_ﬂ = Z(bk_l — bk) =b <+
k=2 k=2

(la serie ¢ telescopica), per cui le ipotesi del criterio di Abel-Dirichlet sono soddisfatte
prendendo a, = (—1).



La maggiorazione del resto (1) del criterio di Abel-Dirichlet ¢ utile a volte per
provare la convergenza uniforme di serie di funzioni che non convergono totalmente.

Esempio 1. Si consideri la serie

+o00o .
(=) sinkx
2> - :

k=1

z e R (3)

Si ¢ visto che questa ¢ la serie di Fourier della funzione 2r-periodica f* tale che f*(x) =
x per x € [—m,m), e dunque, in base al teorema di convergenza puntuale, converge a x
per z € (—m,m) e a0 per x = —.

Allo scopo di studiare la convergenza uniforme della (3), applichiamo il criterio di
Abel-Dirichlet con aj, = (—1)*"sinkz e b, = 1/k. Poiché b, \, 0, ¢ chiaro che le
ipotesi (ii) e (iil) sono verificate (vedere osservazione 1). Si ha inoltre, in base alle
formule di Eulero e alla formula di somma di una progressione geometrica (che vale,
con identica dimostrazione, anche quando la ragione della progressione ¢ un numero

complesso),
Im <Z(_1)k+1€ikm> _ '_ Im (Z(_em)k>

k=1 k=1
iz _1\n+1_i(n+1)x
_ ‘Im (e + (=1)"*te )’ < 2

1+ eiz — |1+ e’

n

Z(—l)'erl sin kx

k=1

avendo usato, nell'ultimo passaggio, la diseguaglianza |[Imz| < |z| ed il fatto che
le™| = 1 per a € R. Pertanto anche Iipotesi (i) ¢ soddisfatta nel punto z € (—m, )

con M = M, =2/|1 + ¢“|. Dalla (1) segue allora, posto I := [—7 + &, 7 — 4], § > 0,
+oo k+1 o2 +oo
-1 k 4 1 1 2 1
R k ser |1+ &= [k k—=1] /14 cos(mr —d)n

dove, nell’ultimo passaggio, si & usato il fatto che [1+e™| = \/2(1 + cosx) > 1/2(1 + cos(m — §))
per ogni x € I. Poiché allora I'ultimo membro dell’equazione di sopra ¢ infinitesimo
per n — +00, si deduce la convergenza uniforme della serie (3) in [ = [—7 + J, 7 — J].
E interessante osservare che la serie data non converge totalmente in alcun intervallo
[a,b] C (—m, ), poiché, come subito si verifica,

(—1)F sin kx
k

sup
z€[a,b)

1
k

per k sufficientemente grande.

Teorema 2 (Convergenza uniforme delle serie di Fourier). Sia f : R — R una funzione
2m-periodica e regolare a tratti. La serie di Fourier di f converge ad f uniformemente
in ogni intervallo |a,b] in cui f e continua.



Dimostrazione. Siano xy,...,2, i punti di discontinuita di f in [—m, 7), e si ponga
Or := f(xf) — f(z;) per k =1,...,n. Si consideri allora la funzione

F(x) ::f(x)—i-zg—;fﬁ(x—l—ﬂ—xk), r eR.
k=1

Si ha che F ¢ continua su tutto R. Infatti la funzione z +— f*(z + 7 —x3) & discontinua
solo per x = x in [—7,7) e dunque F' ¢ continua in = # zx, k = 1,...,n, in quanto
combinazione lineare di funzioni continue in . Per dimostrare la continuita di F' in xy
osserviamo che si ha

lim fY(z+7—x) =, lim f(x +7 —a;) = -,

IL‘—)IEk Z—)Ik

e di conseguenza

1,n
. =y S
lim F(z) = f(z;)+) ifﬂ(xk +1—x) + 3’€
T ik
1n 5 5
lim F(z) = f(x;) + > ﬁf"(xk + 7 —x5) - 5’“
T ik

Ne segue F(z}) — F(z;) = f(zf) — f(z;) =0 = 0 per k = 1,...,n, e quindi la
continuita di F' su R. Inoltre F', in quanto combinazione lineare di funzioni regolari a
tratti, € ovviamente regolare a tratti in R, e peranto la sua serie di Fourier converge
a F stessa totalmente su R. Indicando allora con s,(-;¢) la somma parziale n-esima
della serie di Fourier della generica funzione g : R — R; si avra (esercizio):

n

0
su(@ f) = sa(; F) =Y Esplz+m—api fY),  zER (4)
— 2T
Se allora [a, b] C [r, —7) & un intervallo che non contiene alcuno dei punti z1, ..., z,, in

base a quanto visto nell’esempio precedente la successione di funzioni {z +— s,(z + 7 —
xi; f*) © n € N} convergera uniformemente a x +— f¥(z + 7 — ) in [a,b], e dunque,
grazie alla (4), la serie di Fourier di f convergera a f uniformemente in [a, b]. O



