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ESERCIZI: Calcolare
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Soluzione.
Si ha:
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ESERCIZIO: Dimostrare che

e divergente.

Soluzione.
Si ha
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ESERCIZIO: Dimostrare che
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e divergente se o < 1, convergente se a > 1 e viceversa che
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& divergente se o > 1, convergente se a < 1.



Soluzione.
Si ha
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L’ ultimo limite e stato svolto a lezione e risulta convergente se o > 1, divergente se a < 1.
Inoltre si ha
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e l'ultimo limite & per l’esercizio precedente convergente se 2 — a > 1, ovvero se a < 1 e divergente se
2—a <1, ovvero se o > 1. [ |

ESERCIZIO: Dato z( € R, discutere, al variare di a € R, la convergenza dell’ integrale improprio

xo+1 1
[
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Soluzione.
Per definizione di integrale improprio si ha
zo+1 1 t 1 xo+1 1
wo—1 1T — Tol t—ay Jog—1 1T — Zo soal Js |z — 0]
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lim ——dy + lim ——dr = lim + lim / —dz.
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Per 1’ esercizio precedente i limiti sono entrambe convergenti se a < 1 e entrambe divergenti se « > 1. B

ESERCIZI: Discutere, la convergenza degli integrali impropri

4 1 o0 1
- da, S
/1 o — 2[5 /m (14 %)

e calcolare il secondo.

Soluzione.

Dato che % < 1, procedendo come nell’ esercizio precedente, si verifica facilmente che il primo integrale
€ convergente.

Per definizione di integrale improprio si ha
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ESERCIZI: Discutere, la convergenza degli integrali impropri

+oo . 0 . 0 .
/ 2+ sin (z) dr. / |sm(x)|dx7 / 2—|—sn}1(x) .
1 NG —1 +/|z| —1 ||

Soluzione.

Si ha

2+sin(x) 2—1 1
> = —.,V 1,+
\/, \f \/E’ xe[, oo),

e quindi, per il criterio del confronto, I’ integrale | 1+OO 2+S\I/r%(m) dx, & divergente perché 'integrale 1+°° % dx
¢ divergente.
Si ha
MS L ) Vo € [7130]7
Ed ||
0 |sin ()]

. . . . . 5 N 7 19e 0 1
e quindi, per il criterio del confronto, I’ integrale dx, € convergente perché 'integrale ——dx
q p 14 f—l \/m g P g f—l \/m
& convergente.
Si ha
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e quindi, per il criterio del confronto, 1’ integrale f£)1 2+‘S;|14(z) dz, & divergente perché I'integrale fE1 ﬁ dz

¢ divergente.

ESERCIZIO. Al variare di o € R discutere, la convergenza dell’ integrale improprio
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Soluzione.
La funzione integranda & positiva in [0, 1]. Dato che e* — 1 —2 =0 <= z = 0, la funzione integranda ¢
continua (e dunque Riemann integrabile) in [0,1] se a < 0. Fissato quindi o > 0 si ha
(1 —cos (x))3 (%(1"'0(1)))% 93t
= - = (14 0(1)), z — 0%,
e =1l s o)l a2E

Per il criterio del confronto asintotico I’ integrale improprio € convergente se 2 — % < 1, ovvero se a < %
e divergente se 2a — % > 1, ovvero se o > %.

ESERCIZIO. Discutere la convergenza dell’ integrale improprio
1
1
——dx.
/4 |z[?| log |||

Soluzione.
La funzione integranda & positiva e definita in R \ {—1,0,1}. Dato che
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T Jm 2] Tog |z]] 230 V|| log || +o0,

3
=] 2

lim
z—0




si ha ) )
F0€(0,1) : ——— > —, Vo e (-40).
|z log ||| = |z|2
§
Dato chel’ integrale [ | 1‘ = dx & divergente, per il teorema del confronto anche I integrale [ _11 IGEREI dx,
_5 lz|2

¢ divergente.
Si sarebbe anche potuto osservare che
1

[P[log [z]] ~ [(z —1)] (I+o0(1)), z =1,

1
e dato che I’ integrale [ ﬁ dx e divergente, anche I’ integrale f_ll m dx, risulta essere divergente.
1
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Equivalentemente, si sarebbe potuto osservare che
1 B 1
|lz[*[log ||| [ (z +1)|

(I+0(1)), x — —1,

N

e dato che I’ integrale [ ﬁ dz ¢ divergente, anche 1’ integrale fil m dz, risulta essere diver-
1
gente. |

ESERCIZIO. Cosa si puo concludere sulla convergenza dell’ integrale improprio

/-2 (T — 1) af(log|al)'®
oo Tol(logla) (T + #2(log [a])%) "

(1.1)

utilizzando il criterio del confronto asintotico con le funzioni g(z) = ﬁ, a > 07
Soluzione.
La soluzione verra discussa a ricevimento con gli studenti interessati. Per quanto riguarda la conver-
genza/divergenza osserviamo che la funzione integranda & positiva e ben definita in (—oc, —2]. Si ha
1
(Pt — 1)2[af*(log[a])'® _ Grmogters 1+ o)lel (o |#)™ _ |a[2(log|a])*(1 +o(1)

|z|(log |2[)*(1 + 22 (log[«])®) — |z[(log|x])*a?(log |z[)¥(1 +o(1)) —  |o[*(log |z[)*?
1+0(1)
|| (log [=[)**
Dato che 'integrale
—2
1
———dx
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converge (verificare usando la definizione di integrale improprio e la sostituzione y = log|z|) anche
Pintegrale (1.1) converge. [

ESERCIZI CONSIGLIATTI: Discutere la convergenza dei seguenti integrali impropri
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Soluzione.
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Dato che

lim = lim z**®e * =0,
r—+o0 =5 T—+00
x

per ogni a > 0, scegliendo per esempio a = 2, si conclude che 1’ integrale converge.
In questo caso la dimostrazione del Teorema del confronto asintotico consiste essenzialmente nell’ osservare
che )
IM >1: 2% " < —, Vo €[M,+00).
x

La funzione integranda & positiva e definita in [—2,400). Dato che I'integrale f;fo % converge, per il

teorema del confronto anche l'integrale [ _+2°O xz2e™® dx converge.

1 1
/ zteViel dg.
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La funzione integranda e positiva e non limitata in ogni intorno di z = 0. Dato che

. e . _1
lim T = lim |z[*T*e Vil = 400,
x—0 — z—0
|
per ogni a > 0, scegliendo per esempio o = 2, si conclude che che I’ integrale diverge.
In questo caso la dimostrazione del Teorema del confronto asintotico consiste essenzialmente nell’ osservare
che

R
36 €(0,1) : zteViel > =t Ve (—-4,0).

1
Dato che I'integrale [ N s 7z diverge, per il teorema del confronto anche l'integrale [ 711 zte Vil dx diverge.

v
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La funzione integranda & positiva e definita in R \ {0}. Dato che

_ 1
e Vil
im ——— =0,
x—0 |J)|
la funzione integranda si puo estendere per continuita in z = 0 ed ¢ quindi Riemann integrabile in ogni
1

e
intorno limitato di = 0. In particolare l'integrale fil % dx, converge.

too (e~ V1l arctan (e‘”z) log (1 + ||| sin (|z])|?)
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La funzione integranda & positiva e definita in R \ {0}. Si ha
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—le
Vx| | arctan (23)| ~ 2 Vx| | arctan (z3)] T




74 ¢ sy log (1+ |z]]sin (J2[)]?)] o Nog (1 + |z])]
57 (V) N <2 (e V) BEUSEE el > 1.

o~ {/MaT) les (Ltla)
(V) = = tim (e Y1) (tog (Ja)) (1 + o(1)) |~ =0,

z—+o0

Dato che
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dx, e

per ogni a > 0, scegliendo per esempio o = 2, si conclude che gli integrali f:g (67 V |$|) %

||

/ ;IOO (e’ v \z|> % dz, convergono. Usando il teorema del confronto convergono anche gli integrali
xr

/—M e~ ¥17l arctan (emz) log (1 + ||| sin (|z])|?)

1 x?
—oo v/ |z|| arctan (x3)|
e
+oo (e V1%l arctan (612> log (1 + |z||sin (|z])|?)
dz.
/M V/Jz] | arctan (23)]

In questo caso la dimostrazione del Teorema del confronto asintotico consiste essenzialmente nell’ osservare

che
=\ log (1 1
dIM >1: (€3$|)()g(\/>_|—||x|)<|m|2,v|$>M.
T

Dato che gli integrali f__ci/[ ﬁ dee | A-ZOO ﬁ dx convergono, per il teorema del confronto anche gli inte-

grali f:g (67 W) % dzx, e f;/r[oo (67 W) % dx, convergono.

Si ha poi
— 3z IQ .
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Se ne deduce che la funzione integranda si puo estendere per continuita in = 0 ed & quindi Riemann

integrabile in ogni intorno limitato di = 0.
Concludiamo quindi che 1’ integrale (1.2) & convergente. [ |

ESERCIZIO CONSIGLIATO: Al variare di « € R, discutere la convergenza dell’ integrale improprio
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Soluzione.
La funzione integranda & positiva e definita in R\ {—1,0,1}. Sia
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Concludiamo che gli integrale impropri [ f(z)dz e [ f(z)dz convergono se 2a < 1, ovvero se o < %
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Inoltre, dato che per ogni a < 0,

5
integrale [ f(z)dz converge per ogni a < 0.
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In questo caso la dimostrazione del Teorema del confronto asintotico consiste essenzialmente nell’ osservare
che i
3§ €(0,1) : f(x) < —, Yz € (—0,9).

1
T2
s
Per il Teorema del confronto I'integrale f f(x) dz converge per ogni o < 0.
-5
Per a« >0 f(z) — 0, x — 0 e la funzione integranda si puo estendere per continuita in z = 0 ed & quindi
Riemann integrabile in [—3, 3].

Si ha poi
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per ogni o € R. Concludiamo che gli integrale impropri [ f(z)dx e [ f(x)dz convergono per ogni
M —00

a € R. Se ne deduce che I’ integrale improprio (1.3) converge per a < % |

ESERCIZIO.[FACOLTATIVO] Discutere la convergenza dell’ integrale improprio
/+°° | sin (x 723)\ dr.
2 |z —3[5

Soluzione.

La funzione integranda & definita in R \ {3} e positiva. Si ha

i -3 -3)(1 1

| — 3|3 | — 3|3
se ne deduce che la funzione integranda si puo estendere per continuita in z = 3 e quindi ¢ una funzione
Riemann integrabile in [2,¢], per ogni ¢ > 0. D’ altra parte, posto © —3 =y € [0, +00), per ogni n € N, e

per ogni t > nm, si ha
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2 1
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dato che la serie Z;:;’ol k% ¢ divergente. Questo fatto si deduce immediatamente dal seguente risultato
3

+oo +oo
da dimostrare per esercizio (difficile!): Y % converge se e solo se converge [ dz
k=1k3 1 ®
Se ne deduce che I’ integrale improprio ¢ divergente. |



