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1. SOLUZIONI ESERCIZI LEZIONI 34 — 36.

Ricordiamo le seguenti formule di integrazione:

[ (@D ) do = —(F@)*H e Ya £ -1,

[ 2 o =g )]+
/ef(r)D(f(x)) de = '@ 4o,
[ sin(F@)D(F(a) da =~ cos (F(2) +c
[ cos(#@)D( (@) do = sin (7(2) + ¢
/ mp(f(x)) da = arctan (f(z)) + c.

z)) dx = arcsin (f(z)) + ¢

1
/ Nt

ESERCIZI: Utilizzando la tecnica di integrazione per sostituzione, calcolare i seguenti integrali indefiniti:

/67252 dzx, /# dzx, /tan (z)dz, /tan r+1) 1 dr,
1+e® xlog (x) > ) z2
/ sin (4¢” + 1)e” du, / %md% / sin® (z) d.

Soluzione.

2
2
/76 $2 dx
1+e®

Operando la sostituzione e*” = ¢, si ha D(e’”z)dm = dt, ovvero % (2z)dz = dt e in particolare

2
79 1
/eiidasz/—dt.
1+e” 1+t

1



2

Operando ora la sostituzione 1+t = s, si ha D(1 + t)dt = ds, ovvero dt = ds e in particolare
1 1 2 2
/mdt:/fds:log|s|+c:log\1+t\+c:log\1+ex |+c=log(l+e" ) +ec
s

Si sarebbe potuto scrivere, in modo equivalente

e 2 Dl—l—e
Tre ™7 + S T14e”

dazzlog|1—|—e$2\+c.

/@dm.

Operando la sostituzione logz = ¢, si ha D(logz)dz = dt, ovvero %d;v = dt e in particolare
1 1
————dx = [ —dt =log|t =1 1
[ s o= [t =tosh +c = lox (logal) + ¢
Si sarebbe potuto scrivere, in modo equivalente,
/ 1 [ D(logx)

dr = | —F—==dz =1 1
oz (@) x Tog (1) x = log (|logz|) + ¢

/ tan (x) da.

/tan(a:)dx:/sm(w) dm:/wd@":—log(\cos(x)\)—i—c.

cos ()

Si ha

Osserviamo che

1
tan — tan 1+ l i dx.
xQ x ) x2

Operando la sostituzione 5 =t,si ha D (% da: ovVvero —I%dx = dt, ovvero w%dw = —dt e in

particolare
1\ 1
/tan (1+ )Qd:c = f/tan(lth)dt: f/tan(lth)D(lth)dt:
x)x

log (| cos (1 +t)]) + ¢ = log ( cos <1+ ;)D te

/sin (4e” + 1)e” dx.

Operando la sostituzione e* = t, si ha D(e®)dx = dt, ovvero e*dx = dt e in particolare

1
/sin (4e® + 1)e* dox = /sin (4t +1)dt = 1 /sin (4t +1)D(4t + 1) dt =

1 1
—Zcos(4t+1) +c= —Zcos(4e””+1) +ec.



/%\/1+\/:de.

Operando la sostituzione y/x = t, si ha D(y/x)dz = dt, ovvero ﬁdm = dt, ovvero %dm = 2dt e in

/%\/H\/de:/\/m2dt=2/(1+t)%p(1+t)dt= §(1+t)% +e

/ sin®(z) dz.
Osserviamo che

/ sin® () dz — / sin? () (sin (z)) dz = / (1 - cos?(z))(sin (z)) dz = / (1 - cos?(z))(sin (z)) dz =

particolare

/(1 — cos?(z))D(—cos (z)) dz = — /(1 — cos*(x))D(cos (z)) dz =

1 1
—/(1—t2)dt:—t—i—gt?’—i—c:—cos(m)—i—gcos?’(x)—l—c.
|

ESERCIZIO. Fissato n € N, utilizzando la tecnica di integrazione per sostituzione, calcolare i seguenti
integrali indefiniti:

/(sin (z))?" ! da, /(cos (z))*" T da.

Soluzione.

/ (sin (2))2"+! da.

Osserviamo che

/(Sin(x))2"+1 dx = /sinQ”(x)(sin (z)) dx = /(1—6052(x))”(sin (z))dx = /(1—c0s2(x))"D(— cos (z)) dx =

n

- /(1 — )" dt = —/g (Z) (—t*)kdt = kZ:O (Z)(—l)k“ /t% dt =
Zn: 0

n 1 n 1
_ )kt (2h+1 _ )kt 2%k+1 .
M(k>( Ut e kZ:O k) VT g (cos @) 4 e

/(cos (z))? ! de.

Osserviamo che

/ (cos(x))2" ! da — / cos2" () (cos (z)) dz = / (1—sin2(x))" (cos (x)) dz = / (1—sin2(2))" D(sin () da =

n

/(1 — )" dt = /kz: <Z>(_t2)kdt = kZ:O (:) (—1)F /t% dt =

<Z) Fl)k%ﬂt%ﬂ te=> <Z> (71)k2k1+ (sin () +

k=0

>

k=0



ESERCIZI: Utilizzando la tecnica di integrazione per parti, calcolare i seguenti integrali indefiniti:

/zzez dz, /log () dz, /arctan (z) dez, /932 sinz dzx, /:z:(log z)? d.

Soluzione.
/xzew dz.
Si ha
/x%z dx = /:UQD(ez) dx = z?e” — /D(IQ)eI dx = z?e” — /23:6z dx =
e’ — 2/3@D(ex) dx = z%e” — 2 (xez - /D(x)em dac) =
re” — 2ze” + 2 / e dr = r%e” — 2xwe” + 2" + c.
/log (z) dz.
Si ha

/log(x)dx:/log( \D(z) dz = 2 log (x /Dlog )z dz = zlog (z) — /1dx:xlog(x)—x+c.

/ arctan (x) dz.

Si ha
/arctan (x)dx = /arctan (x)D(z) dx = x arctan (x)—/ D(arctan (z)) z dx = x arctan (a:)—/ 1f7x2 dx
D(1+z? 1 9
xarctan (z) — = i dx:xarctan(x)—§log(1+w )+ c.
/ x? sin x de.
Si ha

/I’ZSiHId?E: /IQD(*COSI) dx = fxzcosa:Jr/D(ﬁ)coszdx: —z? cosx+/2zcoszdx:
—z? cosx—i—Q/xD(sinac) dr = —x?cosx + 2 <xsinx—/D(m) sinxdm) =

—2%cosz + 2z sinz — 2/sinxd:v = —z%cosx + 2zsinx + 2cosx + c.



t

/:r(log:v)2 dz.
/ (log z)? dx—/ <x2) (log x)? dx logx / D((log z)?) dx
2 2

T g 1 2 1 T z?
?(logm) ~5 2(logm)x dx ?(loga?) zlogxdr = 5 (1ogx) D 5 log x dx =

Si ha

2

2 2 2
%(logx)2 - % logx + / %D(log x)dr =

2 2
1
%(logx)Z - %logx—k/%g dx =

4

Si suggerisce di calcolare per esercizio |” integrale [ x(logx)? dz operando la sostituzione logz = ¢ e poi
integrando per parti. |

2 2 2 2 2
Sloga)* = Tloga+ [ 3 do = T (g~ g+ I+

ESERCIZI: Calcolare i seguenti integrali indefiniti:

/IOg <x+b> dz, /arctan (m + b) dz.
a a

Soluzione.
Dato che

/1og(t)dt:tlogt7t+c,

per ogni a # 0 si ha
/log(x+b> dx:a/log<x+b>D<x+b> dxz(x—i—b)log(x—’—l)) —(z+b)+ec
a a a a

Dato che

1
/arctan (t)dt = tarctant — 3 log (14 t?) + ¢,

/arctan (x+b) dx:a/arctan <x+b>D <:r—|—b> dr =
a a a
b b\?
(x+b)arctan<x+>alog <1+<x+ ) >+c.
a 2 a

ESERCIZI: Calcolare i seguenti integrali indefiniti:

per ogni a # 0 si ha

x T 5 3.2
— dz, —— va-+bxdz®dx.
/ V2 + 725 / (1 + 4z2)2 / \/2—23:6 /

Soluzione.

25
/ T
V2 + 7z6
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Operando la sostituzione 2% =t si ha 6z° dz = dt, ovvero 2° dx = % dt e in particolare

/ x° J / 1 i 1/1D(2+7t)
A S R S VA N
V2 + T2 62+ Tt 6

T2+
i#@%-?t)_%*l +ec= 1 24726 +¢
42 (-1 +1) 21 '

x
/7(1 T a2)? dx.

Operando la sostituzione z? =t si ha 2z dx = dt, ovvero z2dz = % dt e in particolare

@ B 1 1 (1D +41)
/(1 4x2)2dx_/2(1+4t)2dt_2/4(1+4t)2 dt =

+
1 1 1
(1 44t)2*! = .
ST s gaany T

==

—dz,
2 — 220
Operando la sostituzione 2% = ¢ si ha 322 dz = dt, ovvero z? dx = % dt e in particolare

/ _ / LI / L
xr = = =
V2 — 226 3v2 — 212 32 ) V1I—1¢2

—— arcsin (t) + ¢ = —= arcsin (z%) + c.

3v2 3v2

/ Va+badz?dz.

Operando la sostituzione z® = t si ha 322 dz = dt, ovvero 2% dx = %dt e in particolare, per ogni b # 0, si

ha
1 1 [,
/\5/a+bx3x2dx:/5\5/a+btdt:%/C/a—kth(a—&—bt)dt:

5 6
T%(a+bt)° +c=

18b(a+bx3)% +ec.

ESERCIZI: Calcolare i seguenti integrali indefiniti:

/(W) N gy, / s 2] 1;g+2 fj;(a:;l -

T

/ arctan 9 1)) 1 i, / arctan® (% + 4) + arctan (e® + 4) o do
x x? 14 (e +4)2

Soluzione.

[ (VVos) o



Operando la sostituzione V24 z=tsiha

/(\/ﬁ+x> e\/mdxz/\/ieﬁdt.

Operando la sostituzione ¢ = y2, y > 0 si ha dt = 2y dy, v/t = y e in particolare
/\/%e‘/{dt = /yey2ydy = 2/yzey.

/y2ey =y%e¥ — 2ye¥ + 2eY + ¢,

/(\/\/5+I> eVﬁ+xdx:2/y26y:2y26y74yey+4ey+c:

2t6\/g4\/£e‘/{+46\/g+c2(\f2+x)6v‘/§+x4<\/\/§+z>evﬁ+x+4ev‘/§+z+c.

Dato che (vedere sopra)

si ha

1 ?(x) —
/ og () log* (1) ~1
x  2+log(x)
Operando la sostituzione logx =t si ha

log () log? (z) — 4 / t2—4 / B, (log z)3 5
— = — 2 - - — - - 1 .
/ © 2+log (@) dx t2+tdt t(t — 2) dt 3 t“+c¢ 3 (logz)* + ¢

/ (arctan < 2 — 1)) ig dx.
x T
1

Operiamo la sostituzione 2— 1 = ¢, e successivamente /¢ = y osservando che se v/t = y allora %ﬁdt =dy

ovvero dt = 2ydy.

/ (arctan < 2— i)) é dz = / (arctan (\/E)) dt = /(arctan (y)) 2ydy =

2 14+42-1

1+y?

dy = y? arctan (y) — / dy =

[ xctan () D) dy = avetan ) - |

Y
1+y?

1
y2arctan (y) — y + / o dy = y* arctan (y) — y + arctan (y) + ¢ =
Yy

1 1 1
tarctan (v/t) — vt 4 arctan (V) + ¢ = <3 ) arctan( 2— > —/2——+c
x x x

/ arctan® (e + 4) + arctan (e® + 4)
14 (er +4)2
Operando la sostituzione e® + 4 = ¢ e successivamente arctan () = y, si ha
/ arctan® (e” +4) + arctan (e* +4) d / arctan® () + arctan (¢)
e’ dr =
1+ (e +4)2 14 ()2

e® dx.

dt =

4 2 arctan? (e* + 4 arctan? (e* + 4
/(y3+y)dy=yz+%+c: 4( )4 2( ) e
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ESERCIZIO. Fissato n € N, utilizzando la tecnica di integrazione per parti, determinare una formula
ricorsiva per i seguenti integrali indefiniti:

/(sin (x))*" de, /(cos (z))*" da.

Soluzione. La soluzione sara discussa a ricevimento con gli studenti interessati.

2. SOLUZIONI ESERCIZI LEZIONE 37.

ESERCIZI: Calcolare i seguenti integrali indefiniti:

1 T
/7302—(12 dx, /7x2—a2 dx,
1 T
——duz, ——d
/x2—|—a2 v /x2—|—a2 v

Soluzione.
Si ha
1 1 1111
22—a> (z—a)w+a) 2az—-a 2az+a
e quindi

1 1 1 1 1 1 1
———dr = — - — dr = —1 —al)— =—1
/arzfa2 v /<2aza 2ax+a) YT 0g (|v — al) 2a og (|l +al) + ¢

1 D(z? 4+ a? 1
/de:/fde:§log(|x2:ta2|)+c.

2 + a? 2 z24a?
1 1 1 1 D(% 1
/ﬁd:ﬁ:—g/w,“ dx:/mz(“) dm:farctan(£>+c.
v+ a a F"’l a F"’l a a

ESERCIZIO CONSIGLIATO: Calcolare I’ integrale indefinito:

1
—d
/aaz2+bx—|—c “ a0,
t—b

5.2 avendo cura di ritrovare le formule determinate a lezione corrispondenti
ai casi A E 0, dove A = b? — 4ac.

Si ha

Si ha

utilizzando la sostituzione x =

Soluzione.
Operando la sostituzione x = % si ha dx = i dt e
5 a b 2 th V2 th b
b =—(t—-0 b— —+ —+ —— — =
art+hr e 4a2( )+ te " 4a 2a+4a+2a 2a+c

2 v 1,
—— =— (t* —A).
4a  4da te 4a ( )

Se A >0, si ha x4 = %G‘/Z e quindi

1 4a 1 1
=2 dt= o loglt— log ¢ -
/am2+bx+c v Qa/tQ—A \/Z og i — VAl - \F ogli+ VA +e=

log |(2ax + b) — VA| — log |(2az + b) + VA| 4 ¢ =

1
VA \F



1 1
——log [2ax — (=b+ VA)| — —=1log |2az — (=b— VA)| +c=
- log 20z — (<b-+ V)| ~ —log|20z — (~b— VE)
a
——loglz — 4| — —log|lz —z_| + c.
Ty — T— Ty — T

SeAzO,sihaxQin:;—;equindi

/ ! d 4“/ Lo 2/1dt o1y oo 1 L 1,
——dr=— | =——dt= —dt=—-2-+c=— c=—- c.
az? +bx +c 2a ) t2—A 12 t 2ax + b ax — T

Se A <0, sihaxzy = % VIAL_ x1 +1y1 e quindi

/71 d 4a/71 dt 2/ L= 2 arctan | —— | +
= — = = T n =
a?+br+c’ 2a) 2-A 2 + |A] «/|A|aca VA ¢

2 . ( 2ax + b ) N
—————arctan | —— c=
Vdac — b2 vdac — b?
1 (2ax+b> 1 (m—x1>
—— arctan + c= —— arctan +c.
ay1 2ay1 ain Y1

ESERCIZI: Calcolare i seguenti integrali indefiniti:

/ 52 — /3 / x—4
— Y, ————du.
922 — 61/2z + 4 222 +5x — 3

Soluzione.

/ 5z — /3 .
922 — 627 + 4
Dato che in questo caso a =9, b= —6v/2, c =4, si ha A = b? —dac =72 — 144 = —72 < 0. Si ha
5z 5 [ D(9z%) — 62+ 62
——dr = — dr =
922 — 61/2z + 4 18 922 — 61/2z + 4
5 [D(92% —6V2r+4)+6v2
18 922 — 6+/22 + 4

5 5v/2 1
= log (922 — 6v2x + 4) + / dx
TR )+ 3 922 — 62z + 4

Calcoliamo ora
| o’

—— dzx

922 — 62z + 4
Dato che A < 0, il Teorema fondamentale dell” Algebra implica che

92% — 6V2x +4 = 9[(z — (x1 +uw)) (@ — (21 — )] = (& — 21)* +yi].
Si possono allora ricavare x1, y; scrivendo
922 — 6v2x + 4 = 922 — 18zx1 + 922 + 9y2,

per ottenere

Lo V2 V2 5 4—922 4-92 2
A S £ =

8 3 4 9 9 9
Ricordiamo che la forma

922 — 6v2z + 4 = 9[(z — 21)> + o7,
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puo essere ottenuta direttamente a partire dalle soluzioni x4+ =
Si ha ora

[ = [ a0 ]
922 — 63/22 + 4 9[(x—§)2+2] 92 [%(x—g)Q-i-l]

Riassumendo si ha

/de 510g(9x2—6\/§x+4)+<5\/§—\/§> ! arctan<3<

922 —6v2z +4 18

Si suggerisce di calcolare I’ integrale

—— dx,
922 — 6v/2x + 4
ottenendo la forma
922 — 6v2zx + 4 = 9[(z — 21)% + ¥,

—bta/|A|

direttamente a partire dalle soluzioni z4 = o =1 + ;.
Si suggerisce inoltre di effettuare per esercizio il calcolo dell’ integrale

1
.
/9962 —6v2z + 4

operando la sostituzione r = 2 =

/ r—4 d
222 + 5z —3 "

Dato che in questo caso a = 2,b=5,c= —3,siha A =b0% —4ac=25+24=49 >0 e

== 1 _ 3
T4 = 4 y Ty = 92’ r— = .
Si puo quindi scrivere
z—4 Al A2
= 1 +

202 +5x -3 wx—5 x+3

Calcoliamo A ». Si ha

Ay Aq A1($+3)+A2(l‘—%) _2A1$+3A1 +A21‘—%

+ = =
r—% x+3 (x—3)(z+3) 222 + 52 — 3
In particolare deve aversi
,’L‘—4 _ A1£E+3A1+A2I7%
202 +5x —3 222 + 5z — 3 ’

ovvero
Da questa identita ricaviamo il sistema

2A1 4245, =1

6A; — Ay = —4

Risolvendo il sistema si ottiene A; = —% Ao = 1. Sostituendo si ha

/ z—4 d / 1 n 1 d
—_— QT = — T =
222 + 5z — 3 2 —13) =+3
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1 1
—§log x—2‘+log|x+3|+c.

Si suggerisce di calcolare per esercizio |’ integrale dato effettuando prima il calcolo di

xr
__ T 4
/2x2+5x—3 i

che si risolve come sopra costruendo a numeratore la derivata del denominatore, e successivamente cal-
colando con la scomposizione in fratti semplici

1
——dx.
/2x2+5x—3 o

Si suggerisce inoltre di effettuare per esercizio il calcolo dell’ integrale

1
-
/2x2+5x—3 v

t—b t—5

operando la sostituzione xz = 5> = *>. [ |

ESERCIZI: Calcolare i seguenti integrali indefiniti:

2P+ 22— 923 — 2+ 11— 7 a3
dx, ——dx.
2+ 22— 8 14 22

Soluzione.

dz.
22+ 22— 8 .

Dato che il grado del numeratore & maggiore o uguale al grado del denominatore, Operiamo la divisione
con il metodo di Ruffini. Si ha

/:c5+2x4—9:1:3—x2+11x—7

x5+29:479x37x2+11z7771_I+I3+ 1+
22 422 — 8 22420 — 8
Per il calcolo di
1+ d
/x2+2x—8 “
osserviamo che A=4+32=36>0exzL =—-14+3, x4 =2, x_ = —4 e poniamo
1+ . Ay As
:v2—|—2x—8_x—2+x—|—4.
Dato che
Al + A2 :A1$+4A1+A2$—2A2: (A1+A2)$+(4A1—2A2)
r—2 x+4 22 +2x — 8 22 +2x — 8 ’
ricaviamo il sistema
A1+A2=1
{4A1—2A2:1

Risolvendo il sistema si ottiene A; = % Ay = % Sostituendo si ha

/ﬁi;f—sdx:/(mxl—z) +2(x1+4)) do =

1 1
510g|x—2|—|—§1og\x+4|+c.

Riassumendo

2P+ 2t — 923 — 24+ 11— 7 1+
dr = 1-— 3d ——dx =
/ 22+ 27 — 8 v /( T+ x+/x2+2x—8 *

2 ot

1 1
x—?+Z+§log|m—2|+§log|x+4\+c.
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3
T
1+ 22

Dato che il grado del numeratore ¢ maggiore o uguale al grado del denominatore, operiamo la divisione
con il metodo di Ruffini. In questo caso si puo operare la divisione rapidamente osservando che

8 r4+x3—x x+28 —z x

1+22 1422 1+x2+1+x2:x_1+x2'

3 x 2?1 9

ESERCIZIO: Calcolare il seguente integrale indefinito:

Se ne deduce che

\V]

/ ! dz
(22 — 2v6x +8)(z +2)

Soluzione.
Osserviamo che il determinante del polinomio di secondo grado vale A =24 — 32 = —8 < 0 con x4 =
r1 £y, 1 = \/6, Y1 = V2. Scriviamo quindi
1 B Az + B C
(22 — 26z +8)(x +2) (22 —2v/6x +8) - (z+2)’
Dato che
Az + B N C _ Az(a+2)+B(z+2)+Ca® - 2V6z+8) _
(2 —2v/6x +8) (v+2) (22 — 262 + 8)(z + 2)

(A+C)2? 4+ (244 B —2/6C)x + (2B + 80)
(22 — 262 + 8)(z + 2)

ricaviamo il sistema

A+C=0
24+ B —2V/6C =0
2B+8C =1
Risolvendo il sistema si ottiene A = _4(T1\/5)’ B=1- (3+1 75 C = m. Risolviamo gli integrali
relativi ai fratti semplici separatamente.
T 21:*2\/+2f D(x? — 2y/6x +8) 1 2v/6
—_— dx = dr+- | ————dx =
(22 — 2¢/6z + 8) 2 (a:2—2\[x—|—8 (22 — 2¢/6z + 8) 2 ) (22 —2v6x +8)

flog(ac — 26z + 8) +\[/

Dato che z1 = \/6, Yy = \f, si ha poi
1 B 1 B 1
(22 =262 +8) (z—x1)2+y? (2 —V6)2+2

—d
2 — 262 + 8) v

e in particolare

/ 1 d / 1 d 1/ 1 d
_—  dx = _—  dx = — —_—  —dx =
(22 — 2¢/6z + 8) (x —v6)2+2 2 (x?é/g)2+1

L D(l‘}z/é) dr = iaurctan T \/6 +c

V2J (=482 41 V2 V2 '
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Riassumendo, si ha

1 x 1 1
/(x2—2\/6x+8)(x+2) dw:A/(ﬁ—Z\@x—kS) dm+B/(x2—2\/6x+8 d”C/ @
A%log(m2—2\/(§x+8)+(A\/6+B)/

(z2 —2fx+8 O/ +2

1 1 -
A§ log (2 — 2v/6x 4 8) + (AV6 + B)\ﬁ arctan <I \/%/6> +Clog|lz+2|+c=

1 V6 1 1 1 -6 1 B
T35 6)2 log(a: — 2V6z + 8)+ ( (3+\/6)+2—(3+\/6)>ﬁarctan< 7 >+4(3+\/6)10g|;v+2+c_

z—6 n 1
V2 4(3 4+ 6)

log|z + 2|+ c.

1
,mlog( —2V6z + 8) + \/garctan <

ESERCIZI: Calcolare i seguenti integrali indefiniti

/ 4z +1 " / R S
(922 — 6v/2x +4)2 (322 + 4)4

Soluzione.

/ 4 +1
dx
(922 — 622 + 4)2
Sihaa=9b=—6V2 c=4,e A=0b>—4dac="T72—144 = —72 < 0. 1l polinomio a denominatore ha

radici complesse e coniugate di molteplicita due, x4 = 7_&;(; 1Al _ T £2y1, con x1 = 72, = g
Si ha
/ 4 4/18m—6\/§+6\/§
de‘ = dl‘ =
(922 — 612z + 4)2 18 ) (922 — 62z + 4)2
D(9z2 —
2 (922 — 6v/22 + 4) dw+4\/§/ 1 de —
9J (922 —6v2x + 4)2 922 — 6v/2z + 4)
2 1 42 /
3 + dx
9 (922 — 6122 + 4) 3 (922 — 622 + 4)2
Dato che
2
2 2
9x2—6\/§x+4:9[(x—x1)2+yﬂ =9 <x— {) +§ ,
si ha
1 1 1 1
/ 5 de:/ ZdI*Z/Q 7 dx =
(922 = 6v20 +4) [9[@ ~ 212 [ —2)2 +1)2
Vi@ - ) NN
dr = — [ ——= di,
)]2 +1)2 12 ) [t?2 4+ 1]
dove si & operata la sostituzione ¢t = %(a: — g) L’ integrale
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¢ stato svolto a lezione. Si ha

/ ! dt t + L tant +
5 219 = — 57 — ar n
[t2 4+ 1]2 2(1+¢2) 2 areta “

e sostituendo,

— 622 +4)2 32(1“\/%,%)]2) 122

Riassumendo

/ do +1 2 1 N 42 1 / 1 J
__Zz x
(922 — 6v/22 + 4)2 9 (922 — 6v2x + 4) 3 (922 — 6/2x + 4)2

2 1 42 V2 (@ — %) V2 9 V3
_9(9x26\/§m+4)+< 3 +1> (122(1+[ T 2)]2)—5—2431"0‘5&11[ 2(;5_3)

2 3

1
—dx.
/(31‘2+4)4 v
Si ha

N—

2

1 1 1 1 2 D(3z) 2 1
/(3x2+4)4dx_4‘1/(2332+1)4dx_44\/§ <(\/§ 2+1>4dx44\/§/(1+t2)4dt'

Si ha in particolare

/ L o=t 1t +§/#dt—
A+ " " 6@+e)p3 6) G+

(B ) -
6(14+12)3 6 \4(1+12)2 4 ) (1412)2 N

6 (1+12)3 " 24 (1+1¢2)2 24 ) (14+¢2)2

N S S NS C R S DO
- - — — ar 1 .
6(1+12)3  24(1+2)2  48(1+12) @ 48 ¢

Sostituendo si ha

/ L 2 [ 1 N 53y 1 L1 iy PECI (\/3 -
€r = — = —arctan{ —x Cc =
(3x2 + 4)4 436 (14 (%@2)3 24 1+ (@x)z)z 48 (1 + (@x)z) 48 2

_t 4 1 1B . Pt
446 (14 (LBr)2)3 - 46 (14 (La)2)? 493 (14 (La)2)  4°6V3

arctan (730) +c.



3. SOLUZIONI ESERCIZI LEZIONE 38 — 39.

ESERCIZI CONSIGLIATI: Calcolare i seguenti integrali definiti:

2 2
/x\/—x2+3x—2dm‘, /xQ\/—xQ—i—Sx—Zdaj.
1 1

Soluzione.

2
/x\/ —22 4+ 3z — 2dx.
1

Si ha A = (3)2 —4(—1)(=2) = 9 — 8 = 1. Operiamo la sostituzione z = % =12 Siha
1 3 1 3t—9
2?43 —2=—"(t—-3)* - (t—3)—2=——(t*— 6t +9) — —2=
4 2 4
1, 9 9 1, 1
-ty 2=+
Osserviamo inoltre che dx = —3 dt echex=2=—t=—-1lex=1=t¢=1.Si ha quindi
2 3 1
t— 1
/x\/—x2+3x—2dm:—f \/—t2 1dt = /(3—t)x/—t2+1dt.
1 1 -1

Osserviamo che

1
/t\/ftQ +1dt=0,

-1

perché e 1" integrale di una funzione dispari su un intervallo simmetrico. Operiamo ora la sostituzione
s

t=sin(y),ye€[-5,5].Sihadt =cos(y)dy,t =1=y=5et=—-1=y=—7F e quindi

jzm /\/Tdt :i — (sin (y))2 cos (y) dy =
, 31

cos® (y) dy = .

col w
|

/»mawu%@y@:g

|
B \MH

dove I’ ultimo passaggio si puo ottenere osservando che

usy

)y =5 [ (cos (o) +sin? (5) dy =

™ —

N |
\M\i
QU
<
|
N =
<

\..w\a
)
o

[NE]

2

[NE]

Altrimenti, si possono usare le formule di bisezione

1

s

1 T
2 P ol — — = —
S (y)dy—2 (1 —sin (2y)) dy 2/dy 5

——
)
@]
|
ot i

INE

M)

Si suggerisce di effettuare il calcolo di f cos? (y) dy utilizzando una formula ricorsiva.

l\:\:!
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2
/xQ\/ —22 + 3z — 2dx.

1

Ragionando come sopra si ottiene

2 —1 1
1 [/t=3\"1 1
/x2\/m2+3x2dm—2/<23> 5\/7t2+1dt:E/(t73)2\/—t2+1dt:
1 1

1

6

1
1
T /(t2 +9)\/ —t2 + 1 dt.
21
In particolare, dal calcolo di cui sopra si ha

1
1 33
—_ {2 1 = — = {2 1 = —-— = —,
16 9v —t2 4+ 1dt 28/\/ t?+1dt 516 3
-1

Osserviamo poi che, ragionando come sopra

1 3 3 5
/t2\/ —t2+1dt = / sin? (y) cos? (y) dy = /(sin2 (y) —sin* (y)) dy = g - / sin? (y)) dy
-1 -3 -3 -3
D’ altra parte, si ha
5 3
/ sin? (y) dy = 7% cos (y) sin® (y) §% + Z / sin? (y) dy =
3 3
—l(cos (=) sin® (=) — cos (—=)sin® (—=)) + Zg = %T

Riassumendo, si ha
1

2 1 1
1 1
/xzx/—x2+3x—2dx:1—6/(t2+9)\/—t2+1dt:1—6/t2\/—t2+1dt+%/\/—tz—kldt:
—1 —1

1
1 © 3rm 97 T~ 1 9 T 37 37w
- —7(,_'_7)_77_

7(5 8)+3?_168 2’7168 128"



