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[B] Dispense a cura del docente.

1. SOLUZIONI ESERCIZI DEL §8.3.
ESERCIZI: Calcolare i seguenti limiti:

. T+ z? . 3x® + 228
lim 3 5 |
20 ezt + 9 2?2 + 6z2

mgrfoo 22 <1 — Cos (i)) , zggloo(log |17|)4 <1 — cos ((log1|33|)4)>

lim e %% sin (e 7).
T——00

Soluzione:

3 5 s
o lim ITHELG gip (3222 ) — 31
z—0t+ ©7 24622

Si osserva innanzitutto che il problema non & ben posto nel limite per x — 0™, perché x5 e as

non sono definite per x < 0. Si considera quindi solo il limite per z — 0%. Dato che, per z — 07T,
si ha

32° + 228 2 34223 3 34223 0 1+0

1+0

2 +608 22 1+6yz 146y ’

T4 x? r m+yr 1 74z

ext+29 2t e+ax® a3 e+ad’
allora possiamo concludere che,

3 SiIl 39:5+2$8 Sil’l Sz5+2zs
(mc—f—m) <3x5+2x8> o463 ) 1 w4\ 5 34223 224623

= x . p—
ext 4+ 9 22 + 63 3z5+223 3 e+ ab 1+6yx 3224228
224622 24612
sin 3a° 4248
3 5
T+ x 342z z2 4623 m+0 3+0 3r "
. — . l=—,2—=0".
e 325428 )
e+ax® 146z  3z2+22 e+0 140 e
24622
e lim e % sin(e~**) non esiste.
Tr—r— 00

Questo esercizio ¢ piu delicato. Osserviamo che il Teorema 8.8 in [B] §8.1, asserisce che

Jim f(g(@)) = L= lim f(y)
1



se g(z) = yo e g(z) # yo definitivamente, e se esiste finito o infinito lim f(y) = L. In questo caso,
Y—Yo

ponendo g(z) = e™** e f(y) = ysiny, si ha e™** — 400 per  — —oo. Quindi, definendo yo =
400, si potrebbe pensare di applicare il Teorema cercando di calcolare direttamente lir+n fy).
yﬁ o0

Ma in questo caso, questa operazione non & giustificata, perché lim f(y) non esiste, come
y——+o00

andiamo a dimostrare. Osserviamo che

se a, = 2nmw + g, si ha f(ay,) = (2n7r—|— g) sin (2n7r—|— g) =2nw + g — +00, n = +00

3T

3 3
se by, = 2nm + ?ﬂ-, si ha f(a,) = (2n7r + 271-) sin <2n7T + >

3T
= — Qnﬂ'—i—? — —00, N — +00,

e quindi il limite di f(y) per y — o0 non esiste.
Usando le due successioni a,, € by, si puo dimostrare in questo caso particolare, che anche il limite
di f(g(z)) non esiste. Infatti, osserviamo che:

1
secn = —7 log (2n7r + g), si ha f(g(epn)) = (2n7r + g) sin <2n7r + g) =2nm + g — +00, n — +00

1
sed, = ~1 log <2nﬂ' + 327r>’ si ha f(g(dy)) = <2nﬂ' + 3;) sin <2n7r + 3;) =— <2n7r + 3;) — —00, N — 400,

e quindi il limite dato non esiste.

. 2 (1 _ 1)y 1
o lm 2 (1—cos (1)) = 1.

Si ha

1 1-— 1
lim 2 (1 — cos ()) = lim ci(gs(y) = —.
T—+00 x y—0+t Yy 2

. 4 1 =
. zggloo(log |z]) (1 — cos (W)) =0

Si ha
. 1 . 1—cos(y)
4 —_ _— = —_— =
2 os ) <1 (aog |x|>4)> STy 0

ESERCIZI: Calcolare i seguenti limiti al variare del parametro a € R.

li “si li “1- .
Jim 2 sin (), Jim 2 (1 —cos(x))

Soluzione:

o lim z%sin(x)
z—07t

Si ha

0-1=0, a+1>0,
1-1=1, a+1=0,
4+00:-1=+400, a+1<O0.



o lim z*(1 — cos(x))

z—0t
Si ha
0-1=0, a+2>0,
: feY o T a+2(1—COS((E)) _ 11 _
Ilir(r]hx (1 cos(x))fmlir&x Q= 1-53=3, a+2=0,

+oo-%=+oo, a+2<0.
ESERCIZI: Calcolare, al variare del parametro o € R il limite.

lim (1 + 9) = e“.
T

z—+o0

Soluzione.

Se a = 0, I’ argomento della parentesi e identicamente uguale a 1. Quindi in questo caso stiamo con-
siderando il limite di 1* =1 Vz € R, che & certamente pari a 1 =e". Se a > 0,

ay® 1\ 1\\*
lim <1 + *) = lim (1 + ) = ( lim (1 + ) ) =e“,
r—+oo €T y—Foo Y y—+oo Y

dove si € usata la continuita della funzione f(s) = s®, s > 0. Se a < 0,

. aN”T . 1 v . 1 U\ @ a
lim (1—}——) = lim (14— = lim (14— =e?,
r—Fo0 x y—Foo Y y—F oo Y

dove si ¢ usata la continuita della funzione f(s) = s%, s > 0. Quindi il limite dato vale e®.
Osserviamo che, in modo equivalente, se a # 0, si ha

. a\*T . a . 1 . o .
lim <1 + f) — lim e®08(142) = Lim ey loe(+aw) _ iy o los (1+1) — ol _ e,
T

r—+oo T—+oo y—0E t—0

dove si & usata la continuita della funzione f(s) = e®, s € R. Notare che in questo caso non & necessario
distinguere i casi &« > 0 e a < 0, perché si ha t = ay — 0, y — 0%, indipendentemente dal segno di a.

ESERCIZIO. Calcolare il limite:

4— )T — 47
lim (4=e) = —00
T——00 621’
Soluzione.
I A G ) s G DY 'O ) o O
621 e2z 621’ 7%61’
1—1em)" —1
—477_16_3:% — =41 (+00) - = —00, & — —00.
iiefl’
1
ESERCIZI: Calcolare i seguenti limiti:
(20 —1)? ) (cosz —1)* . tanz . sin(3x)

+50 sin (z)log(1+z)’ 750 (sin (x))3log(1 + z)’ P50z en0 tan (x) "

Soluzione.



: @ -1
® aljll}%) sin (z) log(14+z) — (log 2)2'
Si ha,
(27 —1)° B (elos2 — 1)2 (zrlog2)? T-x B
sin (z)log(l1+x)  (xlog2)? x2  sin(z)log(l + x)
e log2 __ 1 2 ) 1 ) 1 )
(xlogZ) (IOgZ) W—)l(log2) ﬁ:(IOgQ) ,x—>0
. (cosz—1)* _
® }:% (sin (z))3 log(14+z) — 0
Si ha,
(cosz —1)* _ (cosw — D* (22)* (x)3z _
(sin (z))3log(1+x)  (z2)*  (2)3z (sin(x))3log(1 + x)
4 3 4
cosx — 1 4 x T 1 3
BT et (=) 0.3 1=02—0.
(=) ' (w) w2 (5) 0 wra-es
o lim BT _ 1,
z—=0 *
Si ha, )
tanx:smx 1 _)1.1:1“%_”).
T T CosT 1
. osin (3x) _
® ilino tan (z) — 3.
Si ha,
sin (3x) _ sin(3.:c) cos () _ cosxsm (3z) 3z ' T . 1.1.3. 1 3. 00,
tan (x) sin () 3z x sin(z) 1

ESERCIZIO. Al variare del parametro o € R calcolare il limite:

esin (z) _ 1
lim ——
z—0t ¢
Si ha,
sin(z)_l : sin(m)_l : sin(m)_l 0-1-1=0,
fim Ly, Sn@e — im giedn@e —{111=1,

z—0+ re z—0t+ ¢ sinx z—0+ x sinx
* * v +00-1-1=+o00,

1—a>0,
1—a=0,
1-—a<O.



