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[B] Dispense a cura del docente.

1. SOLUZIONI ESERCIZI DEL §8.

Il seguente Teorema generalizza al caso delle funzioni il corrispondente Teorema di confronto per succes-
sioni divergenti (vedere [B] §7.3).

TEOREMA

Per ogni a > 0, per ogni a > 1, e per ogni B > 0, si ha

log. z)P %
lim (98" _ m = 4o0;
z5too o a—+oo (log, ©)?

% a[’?m

lim — =0, lim = +0o0;
T——+00 aﬁaz r—+oo %
Bz ax

a T

lim =0, lim —— = 4o0;

r—+o0 AT =400 @B

La dimostrazione di questo Teorema si puo ottenere usando il Teorema suddetto valido per le successioni
divergenti e la definizione di limite di funzione (vedere [B] §8.1, Definizione 8.3).

§8.1

ESERCIZI CONSIGLIATI. Calcolare i seguenti limiti.

. 2| r—ay 1o 47 + 23 +37° . et te ™
lim (z*4+577), lim - , lim ——.
T+ o0 z—+o0 5z® + (log ()7 — 6% + & a—+o0 T — e~
5 4 1 —x 3 _ 2 3z 2
lim (o5 —42%), tim o tUoglzD)z 2T i R S
T——00 z——o00 410 + (COS (log (|x|)))a;‘ T——00 6% + sin (IIJ) z——00 27T } x3 2z _ 43

Soluzione:
o lim (22+457%) = +cc.
T—r—+00
Si ha,
2 457 =a?(1+272-57") — +o0- (1+0-0) = +oo.



i 4" 42%4377 —
® a;gr-fr-loo 5z +4(log (x))"—6%+x — 0

E chiaro che, per x — +o0, si ha,

4* & z 1 7 1 7.3
7_>0,£_>0’67_>0’ (log ()) :(Og(x)) xi_>0’
i 4= T 7T 3 7T

Quindi, per x — 400, si ha,

47 4 g3 4377 4% 1447723 447232 1+0+0

= =0 — =
52 4+ (log (z))" —6*+2 a5 +z77- (log(x))" —z=2-6% + 212 5+0-0+4+0

; e*re ® _
* xl}r-ir-loo er—e-v I
Si ha
ex + efx GCD 1 + 6721’ N
= — — 17, z — Ho0,
et — g~ er 1 — e—2w
dove si ¢ osservato che }fg%i; >1,Va >0.
o lim (2°—42?) = —c0.
T—r—00
Si ha,
2% —4a? = 25(1 — 4273) — —o00 - (1 +0) = —o0.
: a®+att(log (Jz)))z  _ 1
s xl}r_noo 4x5+(cos (log (|z]))z — 4°
Si ha,
lo
oelzl) (FD — 0, £ — —o0.
T

Inoltre, per il teorema del confronto, le disuguaglianze
1

1 cosllog(el) 1

<
xt ~ x4 T
implicano che

1 x
7(:08(2%0 D — 0, x — +o0.
Si ha allora,

5 .4 5 —1 4 .4,
2 4ot Qog (e _ o0 1ba batog(a)) 1
4x5 + (cos (log (|z|)))z  x® 4+ =% - (cos (log (|x]))) 4
e lim % = +o00.
T——00 €72 +sin (x)
Dato che per ogni 2 < 0 si ha —x = |z|, per z = —0o0, si ha,
e +x el*l + el?l 1 4 pe~lel = 14 ze~l®l 140
] = T = Tl B~ €° FIRA =
e2 +sin(xz) e?2 +sin(z) ez 1+sin(z)e = 1+sin(x)e 2 1+0

dove si & usato nuovamente il teorema del confronto per dimostrare che

sin ()
]

e 2

— 0, £ — —o0.

0.

+00

)



2—z+13 2—T g3 T

. —x_ .2 —x 2

e lim 3 _—¢ o — .
T—r—00
Questo esercizio ¢ piu delicato. Non ¢ difficile verificare che si tratta di una forma indeterminata

del tipo (+00) — (+00). Mettendo in evidenza i termini dominanti a numeratore e denominatore

. . . . . -z . . . .
di entrambe le frazioni otterremmo il termine g_x a moltiplicare due frazioni che tendono en-

. . . -z
trambe a 1 per x — —o0. Mettendo nuovamente in comune il termine g,z otterremmo un forma

indeterminata del tipo +o00 - (1 — 1) = +00 - 0, e saremmo allora costretti a calcolare la somma
delle frazioni sperando in qualche semplificazione. Dunque ¢ meglio in questo caso fare subito il
minimo comune multiplo, per ottenere

3T _ x2 37% 4 .132 (3790 _ LU2) (2793 _ 1.3) _ (3730 + x2) (27m + :ES)

2—2 4 43 T o—w _ g3 (27 4+ 23) (2-* — 23)
3—r9Q—T _ 3—;103:3 _ 1‘22—% + 335 — 3 T9—w _ 3—xx3 _ x22—x _ $5 -
2721 _ I6 -
—2.37%33 _ 2. 4297 _ 3773 4 2277
9—2x _ ;6 =2 4—% _ 16

Quindi, dato che per ogni z < 0 si ha —z = |z|, concludiamo che

- 1 —4-l=lg6

37T —x? 37T 4 22 lelg? 4 g22lel o Blelgd f1 47! (%)‘xl B
2=7 g3 2-% g3~ All_g6 7 4lal -

3 1 —1(2 x|
D al (3)6 SN Sl
(%)lﬂ 1 —4-lelg 14+0

§8.2
ESERCIZI CONSIGLIATI: Calcolare i seguenti limiti

lim 22—z +2, lim
r——00 Tr—+00 [zx]

Soluzione:

e lim \/xQ—x—l—x:%.

T—r—00
Razionalizzando, si ha, per x — —oo,

2

o a— x+x_x2—x—x _ —x B || _
Vai—r = g -1 ey /11 4|

|z] 1 1

= = . (1.1)
‘m|./1—§+1 1-141

Dato che la radice quadrata ,/y & una funzione continua in [0, 4-00), in particolare & continua in

yo = 1 e quindi \/y — 1, y — 1. Dato che 1 + % — 1, x — —o0, concludiamo che /1 —&—% — 1,
x — —00. Quindi,

1 1 1
Va2 —z+ax = -, T — —00.




Una volta ottenuta la (1.1), si sarebbe anche potuto scrivere direttamente
1 1

Jit1l o2

lim 22 —z4+2r= lim —— = lim
y—1

1

Ponendo y = ® — 400, x — 400, si ha
r3r’ — 5o 3v — 5Y 5Y 3\Y
lim .7374 = lim yT = lim — <y () — 1) =+400(0—1) = —o0.
x—+00 (l‘x) y—+00 Y y—+oo Y 5

7

Interpretando questo esercizio con ”[-] = funzione parte intera”, si ottiene lo stesso risultato
osservando che se y > 0, si ha y < [y] <y + 1 e quindi y* < [y]* < (y + 1)*. Si ottiene allora

759 5 yfl 75?/ 5 y—l defi — +
= < = , iti t
] <y <5) ) ST (y <5> > efinitivamente pery 00

dove si e usato il fatto che I’ argomento della parentesi tonda e definitivamente negativo. La tesi
segue allora dal Teorema di confronto.

ESERCIZI: Per le seguenti funzioni determinare il dominio naturale e calcolare i limiti possibili cor-
rispondenti a tutti gli estremi del dominio determinato. Dire poi se e in quali punti le funzioni date si
possono estendere per continuita .

arctan (log (|z|)), log (| cosz|), €%, e T, e,
||
1
[~ 1’ 0g

|z]
[ =1

> , arctan

Soluzione:

e f(x) = arctan (log (|z])).

Dato che la funzione arcotangente ha dominio naturale R e la funzione logaritmo ha dominio
naturale (0, +00), si ha dom(f) ={z € R: |z| > 0} =R\ {0} = (—00,0) U (0, +00).

Si tratta quindi di calcolare i limiti di f(x) per z — 400 e z — 0%.

Dato che f e pari si ha

lim f(z)= lm f(z),

xr—+00 T——00

Tim f(2) = lm f(2),

e quindi ¢ sufficiente calcolare i limiti per x — +oo e x — 0.
Dato che log|z| — 400, © — 400, si ha

. , 7r
zglfoo arctan (log (|z|)) = yEIJIrlOO arctany = 5

Dato che log|z| — —oo, x — 07, si ha

T
lim arctan (log (|z|)) = lim arctany = ——.
Tim_arctan (log (|2])) = Tim_arctany =~
Dato che .
lim arctan (log (|z])) = — =,
i, arctan (log (|21) =~
concludiamo che f si puo estendere per continuita in 29 = 0, ponendo f(0) = —7. In particolare,

dato che | - |, log (- ) e arctan (-) sono continue nei loro domini di definizione, per il Teorema in



t

[B] §8.2, arctan (log (| - |)) & continua in R\ {0}. Allora, per il Teorema in [B] §8.2, la funzione
estesa
) = { arctan (log (|z])), = #0

s —
) 3370,

¢ continua in R.

f(z) =log (] cosz|).

Si ha dom(f) ={z € R:|cosz| >0} =R\ {(2n+1)F, n € Z}.

Dato che |cos (-)| & periodica di periodo , ¢ sufficiente studiare i limiti corrispondenti ad un
qualunque intervallo di ampiezza 7. Se scegliamo [0, 7], f sara definita in [0, 7]\ {7} e si trattera

di calcolare i limiti per z — (g)i Se scegliamo [—7, T], f sara definita in (=7, 7) e si trattera
di calcolare i limiti per z — (:I:%)x. Scegliamo per esempio 1’ ultimo caso.
Dato che |cos (z)| = 07, per z — £%, si ha
lim log(Jcosx|) = lim logy = —o0.
x~>:ﬁ:(%):F y—0t
Come sopra f ¢ continua nel suo insieme di definizione. In questo caso, ogni punto appartenente
a{(2n+1)%, n € Z} ¢ di asintoto verticale per f. Quindi f non si puo estendere per continuita.

8=

flz)=e

Si ha dom(f) ={x € R: 2z # 0} =R\ {0} = (—00,0) U (0, +0).
Si tratta quindi di calcolare i limiti di f(z) per 2 — 400 e x — 0%.

. 1 1 +
lim ez =eTs =¢° =171

)
T——+00

. 1 B
lim er = et =e™™ = 400,

z—0t

. 1 e _

lim e =ei- =e >® =07,
z—0~

1 - _
=e= =¢ =1".

. 1
lim e=
Tr—r— 00
Come sopra, f & continua nel suo insieme di definizione. xg = 0 & di asintoto verticale e quindi f
non si puo estendere per continuita. D’ altra parte, ponendo
1

r-{5" Lo

si ottiene una funzione continua da sinistra in xg = 0.

fl@)=e .

Si ha dom(f)={z eR:|z| 0} =R\ {0} = (—o0,0) U (0, +00).
Si tratta quindi di calcolare i limiti di f(x) per z — 400 e z — 0%.
Dato che f e pari, e sufficiente calcolare

1 1

. i . _1 1 - _
lim el = lim e »=e Fo =¢’ =17,
T ——+00 r—~400
. _1 . _1 _1 _
lim e Tl = lim e = =¢ oF = > =0".

z—0t1 z—01



_1
Come sopra, f & continua nel suo insieme di definizione. In questo caso lim,_,g+xe =1 = 0 e

quindi f si puo estendere per continuita in xg = 0 ponendo

_[ e,z #0
f(m){o, z=0.

1

OETES

Si hadom(f) ={z €R:|z] —4#0} =R\ {—4,4} = (—o0,—4) U (—4,4) U (4, +00).
Si tratta quindi di calcolare i limiti di f(x) per z — 400 e x — —4F e z — 4%,
Dato che f & pari, ¢ sufficiente calcolare i limiti per z — 400 e & — 4%,

1 1 1

lim e % = lim e =e¥= =¥ = 1,
Tr—r+o0 T——+00

. 1 . 1 E 4

lim ef=l=1 = lim e=—1 = eof =" = 400,
r—4t r—4t

. 3 . 1 o _ 4
lim ef—2 = lim ez—4 =¢o- =~ * =07.
x—4~ r—4-

Come sopra, f € continua nel suo insieme di definizione. xy = £4 sono di asintoto verticale e
quindi f non si puo estendere per continuita. D’ altra parte, ponendo

f@):{ eFT, ¢ {—4,4})

0, x € {—4,4},
si ottiene una funzione continua da sinistra in zg = 4 e continua da destra in xg = —4. Notare
che f & continua da destra (e non da sinistra) in g = —4 perché se f & una funzione pari e

xo € dom(f), si ha sempre

lim f(z)= lm f(x).

+ —
ZIJ*)ZDO I*}*IO

Sihadom(f)={zeR:|z|-1#0} =R\ {-1,1} = (—o0,—-1) U (=1,1) U (1, +00).
Si tratta quindi di calcolare i limiti di f(z) per 2 — 400 e x — —1F e z — 1%,
Dato che f ¢ pari, ¢ sufficiente calcolare i limiti per z — 400 e & — 1%,

|z| . T 1+

lim = lim =
Tr—r+00 |Qj| — 1 x——+oo L — 1

)

dove si ¢ osservato che 5 > 1V x > 1.

2] = lim i 1 = 400
a1t |z =1 a5t x—1  0F ’
lim il = lim A 1 = —o00.
a=1- |z —1 a=s1-2x—1 07

Dato che f & pari, segue che

N

z——1— |1’| -1 rz—1t |ZII‘ -1
= = _
= lim = —00.
go—1t |z =1  ao1- |z| =1
Come sopra, f & continua nel suo insieme di definizione. xy = +1 sono di asintoto verticale e
quindi f non si puo estendere per continuita .




o J(x)=1o0g
Si ha

)
dom(f):{xe]R; |x||$_|1‘>0}ﬂ{$€R:|x—17éO}:
=R\ {-1,0,1} = (=00, —1) U (=1,0) U (0,1) U (1, +00).

Si tratta quindi di calcolare i limiti di f(z) per z — 400, z — 0%, 2 = —1F* e x — 17F.
Dato che f ¢ pari, & sufficiente calcolare i limiti per  — +00 e x — 1¥ e x — 0F.

Dato che ‘ B

‘7;'1‘ — 11T, 2 = 400, si ha

2] im + +
= lim 1 =log (17) = 0.
< =1 Jim, og (y) =log (17)

23 08

Dato che ‘ |x|f_|1’ — 400, . — 1%, si ha

y—r+oo

i o | 21 =t

z—1% |JU|

lz| ‘—>O+,x—>0+,si ha

Dato che ‘ =1
lim lo
m%ig<m—1

Come sopra, f € continua nel suo insieme di definizione. g = 0,+£1 sono di asintoto verticale e

||

):nmmgw:_w

y—0t

quindi f non si puo estendere per continuita.

e f(z) = arctan ’ \z||w—‘l .
Sihadom(f)={zeR:|z|-1#0} =R\ {-1,1} = (—o0,—-1) U (—1,1) U (1, +00).
Si tratta quindi di calcolare i limiti di f(z) per 2 — 400, z — —1% e x — 17F.

Dato che f & pari, ¢ sufficiente calcolare i limiti per z — 400 e z — 1%,

) || ) ) " m\+
lim arctan = lim arctan = lim arctan|y| = arctan (1) = (7) ,
T—+00 |x| -1 T— 00 xr — y—1+ 4
I tan | 12! I ¢ (W)f
im arctan = lim arctany = (=
Bt [z — 1|~ y—+eo =)

dove si ¢ osservato che arctany < 5 Vy € R.
Come sopra, f € continua nel suo insieme di definizione. Ponendo

ol | e
f<x>={ Py

arctan
lz|—1
x € {-1,1},
si ottiene una funzione continua in R.
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