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Esercizio 1. [7 punti] Calcolare il seguente limite:
lim (e n 4 —) ——Q|n".
n—+400 n n—s
l[a = F6, F2]
Svolgimento: Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per y — 0:
v _ ?JQ yg 6 o ?JQ 2 o Y 1 o 2 2
¢! = 1+5+ e to(y’), log(l+y) =y—F+o(y), V1+y=1+T+o(y), T, +o(y”).
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D’altra parte
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Pertanto
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Si conclude che il limite richiesto vale
—12 — 4a — 3a®




Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione
2 2
- —a"—1
f(x) = arctan (—) — ||
x| —a

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[a = V6,v/5,v3,V2]

Svolgimento: Dominio: R\ {—a,a}. f ¢ pari. Risulta:

7 7
lim f(x)=—=—a lim f(z)=—=—a
T—a~ f< ) 2 ’ z—at f< ) 2 ’
2 _ 2
rc—a°—1 s
f(z) = arctan (7> — 1z =—2+ = +o(l) per z = +o0.
T —a 2
y = —x + 7 asintoto obliquo a +00, y = x + 7 asintoto obliquo a —oo.
PerO0<z<aexz>a f(z)= (x—x;);iﬁ;i;—lly -1 = (x_lg)g‘f&;‘:?fl)% pertanto f ¢ crescente per

a<x<+va*+2e fedecrescente 0 <z <aex>+a?+ 2.

x = +Va?+ 2 punto di massimo relativo, f(v/a? + 2) = arctan (ﬁ) —Va?+2.

Inoltre
lim () = i @) =0, fL0) = o
i x)= 1l x) = =
T—a— z—at ’ + a4 + 3@2 +1
Dato che f e parisi ha ' (0) = —% e x = 0 e un punto angoloso. In particolare x = 0 e il massimo
di f.
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FIGURA 1. Caso a = v/2: grafico di f(z) = arctan <$7) — |z|.
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Esercizio 3. [4 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del
parametro a € R:

+5 — 3 — si 0 i
/ log(1 — cos x)dx. / log(1 smx)dx’ / log(1 +Slnx)dx
0 0

| sin(2x)|@ | sin(2x)|« _rj2 |sin(2z)|*

Svolgimento: Consideriamo il primo integrale:

/g log(1 — cosx)
0

[sin(2a)|
Risulta: 91
flz)= 2555(1 +0(1)) per z — 0.
Quindi f ¢ integrabile in (0, 7) se e solo se o < 1.
D’altra parte
_ —COS T ~ —(cosz)t 1 oym 1-a
J(x) = 2¢ Sinal’COSO‘ZE(l +oll)) = 2¢ (1+o(1)) = 20 (sm (§ 9:))
1 (7? )1—04 . =
=5ly @ per & — o

Quindi f ¢ integrabile in (7, %) se e solo se a < 2.
Pertanto f ¢ integrabile in (0, %) se e solo se a < 1.



Esercizio 4. [6 punti] Calcolare il seguente integrale:

+3
/ sin(2z) log(1—cos z)dx. /
0 0

0
sin(2z) log(1—sinz)dz, / sin(2z) log(1+sinx)dx | .
—m/2
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Svolgimento: Consideriamo il primo integrale:

/2 sin(2x) log(1 — cos z)dz.
0

Usando la sostituzione ¢t = cosx

/2 sin(2z) log(1 — cosx)dx = 2/2 sin z cos x log(1 — cos z)dx
0 0

1
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Integrando per parti
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Si conclude:
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Esercizio 5. [5 punti] Risolvere il seguente problema di Cauchy:
,a(e+2)(y—a)
1+ a2

y(0) =
[(a,b) = (3,1),(4,1), (4,2), (5,2)]

Svolgimento: L’equazione differenziale e a variabili separabili:
1 2
y—a 1+ a?

1
/—dy:10g|y—a|+c.
y—a

Risolviamo il primo integrale:

Risolviamo il secondo integrale:
z(xr +2) 1 2z 5
———dr = (1 + )dx:x—arctanx+log(1+x )+ c.

1+ 22 142 1+
Pertanto
log |y — a| = x — arctan x + log(1 + 2%) + c.
Imponendo la condizione iniziale y(0) = b si ottiene: ¢ = log|b — a| = log(a — b) (essendo b < a).

Pertanto la soluzione del problema di Cauchy e

y(ﬂf) =q— (CL _ b)em—arctan:v-l-log(l-l-m?) —qa— (a _ b)(l 4 x2)€x—arctanm.



