ESERCITAZIONE 01

Disequzioni razionali

I seguenti esercizi sono tratti dal libro ‘Marcellini-Sbordone, Esercitazioni di matematica, Vol. 1, parte
la, Liguori Ed. (1994)’.

e Esercizio 3.3: (a), (b), (¢).
e Esercizio 3.4: (c).

e Esercizio 3.5: (b).

e Esercizio 3.6: (b).
e Esercizio 3.7: (b).

e Esercizio 3.9.

e Esercizio 3.22: (a), (b).
e Esercizio 3.23.

e Esercizio 3.30.

e Esercizio 3.32: (b).

e Esercizio 3.34: (b).



ESERCITAZIONE 02

Disequazioni irrazionali con radicali, esponenziali, logaritmi e
funzioni circolari

I seguenti esercizi sono tratti dal libro ‘Marcellini-Sbordone, FEsercitazioni di matematica, Vol. 1, parte
la, Liguori Ed. (1994)’.

Esercizio 3.37.
Esercizio 3.38.
Esercizio 3.50.
Esercizio 3.51.
Esercizio 3.55: (a).

Esercizio: Determinare il dominio della funzione

flx) = \/— log, (z%(2% — 2)) + 3.

Soluzione:

Bisogna imporre che 'argomento del logaritmo sia positivo, mentre I’argomento della radice non
sia negativo, quindi

22(z?2—-2) > 0,
{ —logy (z2(z? —2)) +3 = 0.

A questo punto si procede come nell’Esercizio 3.56: (a) e si ottiene la soluzione

—2<x<—\@, V2 <z <2

Esercizio 3.61: (a).

Esercizio: Risolvere la disequazione trigonometrica
—sin?(x) — 2cos(x) — 2 < 0.

Soluzione:

Sfruttando I'uguaglianza
sin?(x) + cos?(x) = 1

si riscrive la disequazione nella seguente forma equivalente:
cos?(x) — 2cos(z) — 3 < 0.

Dopodiché si ragiona come nell’Esercizio 3.72: (a). "

Esercizio 3.80.



ESERCITAZIONE 03

Limiti di successioni: prima parte

Le soluzioni dei seguenti esercizi sono riportate nelle dispense online del docente: ‘Soluzioni FEsercizi
Lezioni 9 & 10 & 11 & 12 & 13°.
Calcolare i seguenti limiti:

n¥ — (logyn)~3 +5n

e lim T
o (677 + 1) ((ogy(n)* — ")

n (nlogy(n) = /n)(n +37")(log, (n))*
e lim 3t 447

no4n 7

e lim(n") .
n

3n+1
o lim(n"™)n3+em,
n

lim (n + 3)"*11og(n) — (n!) sin(3n + 2) cos(n)

" n4/log(n) <n”«/1og(n) —4 arctan(log(n))> .



ESERCITAZIONE 04

Limiti di successioni: seconda parte

Calcolare i seguenti limiti:

. <n2 +n+ 1>ﬁ(2n+\/ﬁ)
e lim — .
n n< — 1

Soluzione:
Si ha
(27" 4 /) = /(1 + o(1)) = n(1 +o(1)).

Inoltre, possiamo scrivere

nf+n+1  (n®?—1)+n+2 s n+2
n2—-1 n?—1 N n2—1
Quindi
. 2, "2+72 n(1+o(1))
7’L2 +n+1 \/5(2 Jr\/ﬁ) n+2 n(1+o(1)) n+2 771”_2 ne-t
L Errs =(1 = 1 =
( n?—1 ) <+n2—1> <+n2—1>
- 2y PR (140(1)) w2y 7 D (140(1))
VAT A VAR TA
N n?—1 N n?—1
B ) W2y 7 Tt (1+o(1))
n+ n+2
= 1
(1+5553)

Osservando che

2
T 0, si puo utilizzare il limite notevole per ottenere
n

2 B (1o(1))

14 n+2\ "
—e.
n?—1

(n*\logn —n®(logn) 3 —n? + e ") ((2 + 5" - 2\/5)
li .
- 27(nSlog (1 4+ 1) — nSlogn)(logn)—*

Soluzione:
Si ha
n*y/logn —n®(logn) ™% —n? + e = —n°(logn) (1 + o(1)),



<2+1> — oV —on <1+21> — 2V = 2"\/e(1 4 o(1)) —2V" =

n n

= 27(Je +o(1) — 27 ") = 2'\/e(1 +o(1)),

1 1\"
n®log (1 + ) —nSlogn = n’log (1 + ) —n’logn = n’log(e + o(1)) — n®logn =
n n

n®logn (bg(i)—;(l)) - 1> = —n’logn(1l + o(1)).

Se ne deduce che

(n*VIlogn —n®(logn)™* —n* + e™) (24 1)" = 2v7) _ —n®(logn) =3 (1 + 0(1))2"/e(1 + o(1))

27 (nSlog (1 + ) —ndlogn) (logn)—* 27(—nblogn)(1 + o(1))(logn)~—*

Ve(l +o(1)) — Ve.

Soluzione:
Si ha

Se ne deduce che

logn

Unte—(logn)? 415" o—(logn)?

(nde=4n + nTe=tn — e—n*) = e—dn+dlogn (1 4 o(1))

(1 +0(1))64105”—(logn)2+4n—4logn _ (1 + 0(1))6471(1+o(1)) — s 4o,

4
o 1+ log (175
e lim (n) +en (€ n 4 '
n cos(n)+e (@ +nez —n2e="" cos (n))
Soluzione:
Si ha

n n 4 n
+ne? —n%e™™ cos(n)

(1+0(1)),

logn - logn



nd
1+log 1+n4) =1+o0(1)

cos (n) + e =e"(1+o(1)).

Se ne deduce che

4
a2 1+ og (125

cos (n) + en (loegnn +ne? —n2e " cos (n))

nte?" 1+o0(1)

en(l + 0(1)) loegnn(l +O(1))

=n*logn(l +o(1)) —> +oo.

2\ —3V2
n Y/logn (1 + (107%") )
o lim

" (n—ld sin? (lggn) — %) ((log n)"® —log (1 + n)) .

Soluzione:
Si ha

isinQ ( vn ) L _ —%(1 +0(1)),

n3 logn n?2

(logn)™ —log (1 +n) = (logn)™(1 + o(1)),

(1 + (107%”)2) - =1+o0(1).

Se ne deduce che

2\ —3v2
n Ylogn (1 i (1%> > _ n(logn)7 (1 +o(1)) _
(Fsin? (R2) = &) ((ogm) —log (1 +m))  —7z (1+ o(1)) (logn) (1 +0(1))

_(1 +0(1))n3(10gn)%—n _ _(1 +O(1))e3logn+(%—n) log (logn) _
—(1 + o(1))e~(tFo(t)nlog(ogn) __,



ESERCITAZIONE 05

Limiti di successioni e derivate di funzioni
Limiti di successioni: terza parte

Usando i limiti notevoli si pud mostrare che
(1) sin(z) =z +o(z), = —0,
(2) 14+2)*=1+axr+o(x), z—0,YaeR,
(3) log(1+ )=z +o(z), z—0,
4) e* =14z +o(z), z—0,

2

(5) cos(xz) =1— "= +o(z?), z—0,
vedasi le dispense online del docente: ‘Lezione 17’ e Lezioni 18 & 19 & 20°.

Calcolare i seguenti limiti:

e lim

n (n% cos? (10;/(571)) — n%) (1 + «"/log(n)) '

Soluzione:
1
Osservando che (og(n) 2 — 0, e ™ — 0 per n — +00 ed usando (1), (2) si ha
og(n
1 - : -n
(1 + (1og(n))2) +sin(e™) — 1 ~ 1—m(log(n)) 2 +o(log(n) %) +e ™ +o(e™) —1

+
(% cos? (10?(2)) ) (1 + W) —L(1+0(1)) (1 + elog(l?’&)

Osservando che e = o ((log(n))~2) e M — 0 per n — +00 ed usando (4) si ottiene

1 —7(log(n)) >+ o(log(n) ) +e " +o(e ™) =1 _ —(log(n))2(1 + o(1)) -
— 5 (14 o(1)) (145 — b (14 0(1)) (1414 losllostd) o (loslos(n) )
n? 1+0(1)
—> +00.

~ (log(n))? (1 +o(1)) (2 + o(1))

y n\vV2, 1
o lim (sin(n) +e")" " n

" log<1+10g( )>_log(l+6\/ﬁ)+\/ﬁ.




Soluzione:

log(n)

Osservando che — 0 per n — +0 e usando (4) si ha

(sin(n) +€™) V2

n% _ \f (1 +O(1)) losyfn) fn(l +O(1)) <1 I IOgr,En) +o <10gnn)>> =
eV (14 o(1)) (1 +0(1)) = 3" (1 +o(1)).

D’altra parte log( )

log <1 + 1Oi(2”)> —tog (1+e¥") + /i = @ ‘o (10i(2n)> ~log (e (14V7)) + v

= log(2n) +0 <log(n)> —/n —log (1 + e_‘m) + /1.

— 0 per n — +0o0, quindi usando (3) si ottiene

n n?

Osservando che e™V™ — 0 per n — +o0 e usando (3) si ha

log(zn) +o (10g(n)> — Jn—log (1 e ) +/n = IOg( L <10g(2n)> —e V" 4o (eﬂ/ﬁ).

n n? n
) _m log(n) .
Mostriamo ora che e”V"™ = o — |- Infatti
n

—vn
e 1 _ 1 0

log(zn) = evn+log(log(n))—2log(n) evn(l+o(l))

Segue che

log(n) ‘o (log(n)> VS (e*\/ﬁ) _ loign) (14 0(1)).

n? n?
Quindi alla fine vale

: n\V2 1 oV2n
(sin(n) +e")" n _ (1+0(1)) e,

log (1 + 105}#) —log (1 +ev™) ++/n e (1 4 0(1))

ESERCIZI

Dimostrare che:

n? %/log(n) log (1 + %)

e lim =0

e lim

n (1 —n3sin® (1)) ((log(n))™ — log(1 + n))
2n8e?" (1 — cos (1))

* (@ mensin (1)) (i -

o6 () +nez —n2e " cos(n ))



Derivate di funzioni

I seguenti esercizi sono tratti dal libro ‘Marcellini-Sbordone, Esercitazioni di matematica, Vol. 1, parte
la, Liguori Ed. (1994)’. Calcolare le derivate:

e Esercizio 10.1:

bo(:2).

2) D(zlog(z) — x).
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ESERCITAZIONE 06

Grafici di funzioni

I seguenti esercizi sono tratti dal libro ‘Marcellini-Sbordone, Esercitazioni di matematica, Vol. I, parte
2a, Liguori Ed. (1995)’.

e Esercizio 2.49.

e Esercizio 2.56.
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ESERCITAZIONE 07

Grafici di funzioni: seconda parte

I seguenti esercizi sono tratti dal libro ‘Marcellini-Sbordone, Esercitazioni di matematica, Vol. 1, parte
2a, Liguori Ed. (1995).

e Esercizio 2.68: (a).

o Esercizio 2.85.

ESERCIZI DA SVOLGERE

e Esercizio 2.59.
e Esercizio 2.65.
e Esercizio 2.81: (a).

e Esercizio 2.95: (¢).
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ESERCITAZIONE 08

Integrali: prima parte
o[22 4 ﬂdz+J;dx=
Va2 + 2z + 2 2) Na?4+20+2 Va2 + 2z 42
= Vz2+2zx+2+log|2x +2Vx?2 + 22 +2 + 2|+ C.

I seguenti esercizi sono tratti dal libro ‘Marcellini-Sbordone, Esercitazioni di matematica, Vol. 1, parte
2a, Liguori Ed. (1995)’.

e Esercizio 4.120.

e Esercizio 4.122: (b).

e Esercizio 4.153.

ESERCIZIO DA SVOLGERE

e Esercizio 4.124: (a).
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ESERCITAZIONE 09

Integrali: seconda parte

Il seguente esercizo e tratto dal libro ‘Marcellini-Sbordone, Esercitazion: di matematica, Vol. 1, parte 2a,
Liguori Ed. (1995)’.

e Esercizio 4.160.

I seguenti esercizi sono tratti dalle dispense online del docente: ‘Soluzioni Esercizi Lezioni 36 & 37°.

e Discutere la convergenza dell’integrale improprio

rm (ewarctan(ef) log(1 + |z sm(|:c|>|2)> .
V]| arctan(x%)|

e Al variare di « € R, discutere la convergenza dell’integrale improprio

—0

2

2 —x
J ¢ = dx.
— |log |z|arctan(z? — 1)
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ESERCITAZIONE 10

Numeri complessi ed Esercizi di riepilogo

Numeri complessi

e Lavorando in C, dimostrare che vale la seguente fattorizzazione:

A4+ 1= 2+ 1) -2 +1).

Esercizi di riepilogo

e Data la funzione ]

(log(|[))*’
studiare il dominio di f, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massi-

mo/minimo relativo/assoluto, eventuali punti di non derivabilita e disegnare un grafico qualitativo.
Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

f(z) = 3log(|z]) +

e Verificare che vale

4,—2n —3n ; 6 _ 4 -
e An sin (n® log(n)) — (5n* log(n)) — o

n—+xw0 1 1 1
cos na/log(n) -t 2n? log(n)
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ESERCITAZIONE 11
Esercizi di riepilogo

e Provare che le soluzioni di 2% — 2(1 + i/3)2° 4+ 2(in/3 — 1)22 = 0, z € C, sono date da z = 0 e
zp = Y26 THER £ =0,1,2.

I seguenti esercizi sono tratti dalla prova scritta del 28/02/12, Compito A.

1
n-n—1

e e™(l+e?) ™ —n?(l+n)2

= —00.

¢ 1 5
— dz=1log(-).
f zlog(z) Og@

J v d 4 arct (2 5y 1>+C
[ ] — axr = arctan —X E— .
1+23 425 53 V3 V3

ESERCIZIO DA SVOLGERE

e Data la funzione
r—1

log(|lz —1])’
studiare il dominio di f, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massi-

mo/minimo relativo/assoluto, eventuali punti di non derivabilita e disegnare un grafico qualitativo.
Non é richiesto lo studio della derivata seconda.

fz) =
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ESERCITAZIONE 12

Esercizi di riepilogo
I seguenti esercizi sono tratti dalla prova scritta del 18/09/12, Compito A.

e Al variare di a € R, discutere la convergenza del seguente integrale improprio

+% 3 —2z
[ el
1 |z — 13«

Soluzione. L’integrale ¢ convergente per o < % .

e Data la funzione
f@) = Ve —e

studiare il dominio di f, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massi-
mo/minimo relativo/assoluto, eventuali punti di non derivabilita e disegnare un grafico qualitativo.
Non é richiesto lo studio della derivata seconda.

dn _ 4n —2n 4
o lim i e e*" cos(e™*"n) _

n

"7 0 (sin(n)) — (arctan(nt)) (log [n]) &/ + log(1 + ev™)

N | =

1 1
— = —log(z)* + glog |2log(z)* — 1| + C.

o [ s’ s
2(log(x))2 -1z 4
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ESERCITAZIONE 13
Esercizi di riepilogo

e (Calcolare 'integrale indefinito

f sin(5-) dfx.
cos(5) (sin®(1) + 2sin(L)) 22

x

Soluzione.

J sin(i) dz = —ltan <1> + 1log(
cos(z) (sin?(2) + 2sin(2)) 22 2 2z 4

e Determinare 'unica soluzione del problema di Cauchy:

y"(x) — 2y’ (z) + y(x) = x cos(3x)
y(0) =0
y'(0)=0

Detta y(x) tale soluzione, studiare la convergenza dell’integrale improprio

+o —a?
[ atelloste
—% A/ |£17 — 2|O‘

al variare di o € R.

Soluzione. La soluzione del problema di Cauchy e data da

1
y(z) = %(13695 — 20ze” — 13 cos(3z) — 20z cos(3x) + 9sin(3z) — 15z sin(3x)).

Per quanto riguarda Uintegrale, basta osservare che per x = 0, |y(z)| < Cy + Cyze®, mentre per x < 0,
ly(x)| < Cslz|, dove Cy,Cs, C3 sono costanti positive. Data la presenza del termine e~
integranda, usando il metodo di confronto, si conclude che

ey log(la) [ e y(a)log(la)

e A2 5 Ve =2«

sono convergenti Vo € R. Mentre

nella funzione

P e y(@)loglle)

1 |z =2

¢ convergente se e solo se o < 2.



